PSI* 2025-2026

Chapitre 7 : Espaces préhilbertiens réels ; Espaces euclidiens

Chapitre de révisions qui fait partie du programme de premiére et de deuxiéme année. Dans ce chapitre E
désigne un R espace vectoriel de dimension quelconque (y compris infinie et sauf mention contraire).

1 Produit scalaire

1.1 Produit scalaire

Définitions. On dit qu’une application <,> de E? dans R est un produit scalaire sur E
si et seulement si V(z,y,2) € B3 VAER :

1. <zy+Az>=<z,y>+A< 2,2 >
2. <x,y >=<vy,xr>

3. <z,x>>0

4. <z,x >=0=2=0g

Si E est un R espace vectoriel muni d’un produit scalaire <,> alors on dit que (E, <,>) est un espace préhilbertien
réel.
Si de plus E est de dimension finie alors on dit que (E,<,>) est un espace euclidien.

Remarques. On dit que <,> est une forme bilinéaire symétrique. (1 pour linéaire 2 pour symétrique, 1 et 2 pour
bilinéaire symétrique,4 pour définie, 3 pour positive)

Sur un espace vectoriel il peut exister plusieurs produits scalaires.

On note parfois x.y ou (x,y) ou (z|y) le produit scalaire ...

1.2 Produit scalaire canonique sur R"

On note E = R™ identifié & M, 1 (R).
On pose : V(X,Y) € E? |, < X,V >=XTY
Alors : <, > définie sur F un produit scalaire appelé produit scalaire canonique.

preuve :

1.3 Produit scalaire canonique sur M,(R)

On note E = M,,(R) et on pose : V(A4,B) € E? , < A,B >=tr(A”B)
Alors : <, > définit sur E un produit scalaire appelé produit scalaire canonique.

preuve :
1.4 Un produit scalaire sur C°([a,b])

b
Soit E = C%([a;b]). On pose : ¥(f,9) € E?, < f,g>= [ f(t)g(t)dt
Alors <, > définit un produit scalaire sur E. ‘

Remarque. Par restriction on peut en déduire un produit scalaire sur R[X]

preuve :



2 Norme euclidienne

2.1 Définition

Si <, > est un produit scalaire sur F alors on pose : Vx € E , ||z|| = /< =,z >
On dit que ||.|| est la norme euclidienne associée au produit scalaire <, >.

Remarques. On gardera ces notations pour la suite du chapitre.

Méme dans un espace préhilbertien on parle de norme euclidienne.

Attention il y a des normes qui ne sont pas euclidienne, on précisera tout cela dans un prochain chapitre.
On garde ces notations pour la suite.

2.2 Premiére propriétés

||l =0
Ve e E, VAER, [Az]| = [\l
Vee E, |lz|]|=0=2=0g

preuve :

2.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz
2.3.1 Théoréme
Vee E,VyeE, |[<zy>|<|lz|.]|lyll

2.3.2 preuve
2.3.3 Cas d’égalité

Lemme. Vx € E, Yy € E, |<z,y>|=|z|]|.|ly|]| & (z,y) est liée

2.4 Inégalité Triangulaire
2.4.1 Théoréme
VeeE,VyekE, |z+yl|l <[l +]lyll

2.4.2 preuve
2.4.3 Cas d’égalité
Lemme. Vz € £, Vy € E, |z +y|| = [|z]| + ||yl| & (z,y) est positivement liée

2.5 Quelques identités

2.5.1 Identité du parallélogramme

Lemme. V(z,y) € B2 , ||z +y|[* + ||z — y[|* = 2(||/|* + [ly|I)
Interprétation

preuve :

2.5.2 Identités de polarisation

Théoréme . Soit (E,<,>) un espace préhilbertien. Alors : ¥(z,y) € E?
i) <a,y>= 3z +yll* = =[1* = lyll*)

it) < @,y >= 3(|lll* + ||yl — Iz - yII*)

iti) <,y >= Y|z + y|* — llz — vlI*)

preuve :



3 Orthogonalité

3.1 Vocabulaire

Définitions. Soit x et y deux vecteurs de E. Alors on dit que :
x est unitaire si et seulement si ||z|| =1
x ety sont orthogonaux si et seulement si < x,y >= 0 On note ceci x Ly

3.2 Famille orthogonale
3.2.1 Définitions

Définitions. Soit S = (z1, 22, ..,2,) une famille de E. Alors on dit que :
S est orthogonale si et seulement siVi € [1;n] , Vj e [L;in], i#j=><z;,z; >=0
S est orthonormale (ou orthonormée) si et seulement si S est une famille orthogonale de vecteurs unitaires

3.2.2 Théoréme

Théoréme . Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
Corollaire. Une famille orthonormale est libre.

preuve :

3.3 Théoréme de Pythagore
3.3.1 Théoréme de Pythagore

Théoréme . Soit x et y deuz vecteurs de E. Alors : © Ly < |[z|” +||y||* = ||z + y|?

preuve :

3.3.2 Avec plus de vecteurs

Lemme. Soit n > 3 et (z1,22,...,2,) une famille orthogonale de E. Alors :
a1 + @2 + o+ za|* = |21 |* + 2ol + . + [l
Remarques. Attention il n’y a pas de réciproque avec n vecteurs.

Contre-ezemple : x1 = (1,2), 29 = (0,2) et x3 = (0,—1)

3.4 Orthogonal d’une partie ou d’un sous espace vectoriel
3.4.1 Définition
Définition. Soit X une partie de E alors on pose : X+ ={z € E, Yye X <x,y>=0}

Remarques. Cette définition s’applique en particulier a un sous espace vectoriel de E.
On a en fait X+ = Vect(X)+

3.4.2 Propriétés

Propriété. X est un sous espace vectoriel de E.

Propriétés. Si F' est un sous espace vectoriel de E alors :
i) {0}t =FE i) Bt ={0g} iii) FNF+={0g} iv)F C (F+)*

Remarque. Le point iii) est fauz si F' n’est pas un s.e.v.

preuves :



4 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

4.1 Théoréme

Théoréme . Pour tout entier naturel n € N* on a :
si(e1, €, ..., e,) est une famille libre de E alors il existe une famille orthonormale de vecteurs non nuls (uy, uz, ..., Uy )
de E telle que : Vk € [1.n] , Vect(uy,...,u) = Vect(es, ..., ex)

Remarques. On a le méme théoréme avec "orthogonale”
En particulier : Vect(uy,...,u,) = Vect(ey,...,en) et (u1,...,u,) est une base orthonormale de Vect(ey, ..., e,)

4.2 preuve

4.3 Algorithme de Schmidt

U1 TleaT]
k—1
La famille (u1,. .., u,) se construit par itérations en posant : erT 2 <ekup>up
Vk > 2 5 Up = 1
er— o <€k, Up>Up
p=1
k—1
Remarques. ) < ey, up > u, est le projeté orthogonale de ey, sur Vect(us,...,ux—1) (cf 5.)
p=1

On dit que ’on applique ’algorithme d’orthonormalisation de Schmidt.

4.4 Application aux espaces euclidiens

Théoréme . Tout espace euclidien admet une base orthonormée.

Remarque. De la méme maniére, tout sous espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien admet
une base orthonormale.

Théoréme . (Théoréme de la base orthonormée incompléte)
Si (e1,...,ex) est une famille orthonormale de vecteurs non nuls alors il existe (ex11, .., €gim(E)) € Edim(E)=k telle
que (€1, ..., €k, €kt 1, -+, Eaim(E)) SOit une base orthonormale de E.

4.5 Calculs dans une base orthonormée d’un espace euclidien

Théoréme . Soit (E,<,>) un espace euclidien et B = (ey,...,e,) une base orhonormée de E. Alors :
n

Tout vecteur © de E peut s’écrire dans B sous la forme : x = Y xye avec (z1,...,2,) € R"
k=1

T
Les coordonnées de x dans B sont donc Matg(x) =
T,
1 Y1

Soit (z,y) € E?. On note X = | : | les coordonnées de x dans B etY = | : | les coordonnées de y dans B.

Tn Yn

Alors : <z,y>= Y apyr = XY et ||z]| =] 2 22 = VXTX
k=1 k=1

Remarque. On retrouve, a4 un changement de base prés, le produit scalaire canonique.

preuve :



5 Théoréme de projection orthogonale

5.1 Théoréme

Soit (E, <,>) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors :
iyE=Faor+

ii) On peut définir pr le projecteur orthogonal sur F par :

yeF

Vx € F alors pr(z) = y ou y est 'unique vecteur tel que { n
r—y€eF

n
iii) Si (eq,...,ey,) est une base orthonormée de F alors : Ve € E |, pp(z) = Y <ejx>e¢;
i=1

iv) Pour tout = de E le vecteur projeté pr(x) est la meilleure approximation de x dans F, c’est-a-dire que :
d(z,F) = min ||z — y|| = ||z — pr(z)||
yelF
De plus Pp(x) est le seul vecteur y € F tel que d(z, F) = ||z — y||
Remarques. pp est la projection sur F parallélement ¢ F*.

n
Si (e),...,¢el,) est une base quelconque (pas forcément orthonormée) de E alors pp(z) = > x}e}. avec (x),...,x})
k=1

n
solution du systéme : Vi € [1;n] , <z —pr(x), e, >=0< >z, <ej.e; >=<uz, e >
k=1

preuve :

5.2 Supplémentaire orthogonale
5.2.1 Définition

Définition. Soit F' et G deux sous espaces vectoriels de (E,<,>).
Alors, on dit que F et G sont orthogonauz si et seulement siV(f,g) € Fx G, < f,g>=0
On note ceci F' L G.

5.2.2 Supplémentaire orthogonaux

Si F' et G sont orthogonaux alors F'+ G = F @ G, si de plus F'® G = E alors on dit que :
F et G sont supplémentaire orthogonaux.
On note ceci F +G = F &+ G.

5.2.3 Cas particulier

Lemme. Si F est un sous espace vectoriel de dimension finie de E alors: E = F &+ Ft
Remarque. C’est un corollaire du théoréme de projection orthogonale.

Corollaire. Si F' est un sous espace vectoriel d’un espace euclidien E alors :

dim(F*) + dim(F) = dim(E) et E = F &+ F*

5.2.4 Cas général

Si F n’est pas de dimension finie, on a seulement F @ F'- C E et il n’y a pas forcément égalité.

Exemple. Dans E = C°([0,1]) muni du produit scalaire vu en 1.4. (R[X])* = {0g} ...



5.3 Hyperplan
5.3.1 Représentation d’une forme linéaire

Théoréme . Soit ¢ une forme linéaire d’un espace euclidien (E, <,>). Alors :
il eziste un unique u € E tel que Vx € B, ¢(x) =< u,z >

preuve :

5.3.2 Caractérisation des hyperplans d’un espace euclidien

Lemme. Soit (E,<,>) un espace euclidien. Alors :
tout hyperplan H de E s’écrit sous la forme H = {u}* avec u € E\{0g}

preuve :

5.3.3 Vecteur normal a un hyperplan

Lemme. Soit (E,<,>) un espace euclidien, B = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E et H un hyperplan de E.
Alors :
st ayxy + -+ apx, =0 est une équation cartésienne de H dans B, le vecteur a de coordonnées (a1, ..., a,) dans

B est un vecteur normal a H.

preuve :

5.3.4 Distance a4 un hyperplan

Théoréme . Soit (E, <,>) un espace euclidien, et u un vecteur non nul de E.
On note H Uhyperplan : H = {u}*
le projeté orthogonal de x sur Vect(u) est <H2|1|‘2> u

Alors : Yz € E | { le projeté orthogonal de x sur H est x — Tﬁﬁ;u

d(T,H) — |<z,u>|

[l

preuve :

5.3.5 Applications : distance & une droite dans R? et distance a un plan dans R?
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