PSI* 2022-2023
Mathématiques : Correction du "TD libre" Toussaint

+00
. ) t
Exercice 2 : calcul de [ %()dt
0
1°) a) Comme t €]0; 27r[ alors e # 1 et on peut utiliser la somme des termes d’une suites géométrique pour
obtenir : Z okt — Z(ezt>k et (1—(e")")

1— ezt
k=1
Alors : Z cos(kt) = E Re(e*t) = Re( > ')
k=1 k=1
n eit(1— ei it 1—eni it enit/2(e=nit/2 _gnit/2 n —nit/2_ gnit/2
> cos(kt) = Re((ll_—éit)) Re(e" 2% ) = Re(e" “on ) = Re(e "M/t et
k=1
n4l ., —2isin( %)
- R@( ! 215171(2) )
— M

On utilise maintenant la formule cos(a)sin(b) = 3(sin(a + b) — sin(a — b))

& _ sin(E ) —sin() _ sin((n+3))
Alors : kglcos(kt) = QSm(%) = “Zsin(l)

N =

; 1
On en déduit : | S,(t) = sinllnd 5)1) pour t €0, 27|

25in(%)

1°) b) L’intégrale A peut a priori poser probléme en 0, mais la relation du a) permet de voir que :
A= f Sn(t)dt est clairement une intégrale convergente puisque S, est continue sur [0; 7] comme somme de

fonctlons continues
On a alors : A = f + Z cos(kt)dt = [t + > = ,ikt)]o 7 puisque sin(kt) = sin(0) = 0 pour k£ € N*
k=1

A existe donc et vaut A =2

2°) a) sin(%) # 0 sur J0; 7] et donc f est de classe C° sur |0; 7] comme quotient de fonctions C° (avec le
dénominateur qui ne s’annule pas).
Pour ¢ # 0 au voisinage de 0 :

P L t2sin(t/2) _ 25 —fgol) | o) B e o e
f(t) = 2sin(t/2)  t  2sin(t/2) — 2t(L+o(t)) T 3o T T u Q = f(0)

donc f est continue en 0. Comme f est aussi continue sur |0; 7| alors | f est de classe C° sur [0, 7]

2°) b) sin(%) # 0 sur ]0; 7] et donc f est de classe C' sur ]0; 7] comme quotient de fonctions C' (avec le
dénominateur qui ne s’annule pas).

—Lcos(L sin2(L)—t2cos(t
On a alors Vt €]0; 7] , f'(t) = £ =2 (3) L1 (5)—t7cos(3)

2 sin?(%) t2 4t2sin? (L)

2°) ¢) Avec le a) il reste juste a voir que f est C' en 0.

Pour t au voisinage de 0, compte tenu de 1’expression du a) :
f,(t) _ 4(%‘%-&-0(153)) —t2(1—221 t24-0(t2)) o 4(£_f+o(t4)) 24 Ltdpo(th) tz—%—t2+ét4+o(t4) Lttio(th) )

4t2(L1o(1))2 a2 2 1 o(t2)) - tT4o(t4) T tito(th) g 24



f continue sur [0, 7]

On a donc { f dérivable sur [0,7]  donc, par le théoréme de prolongement de la dérivée, f est dérivable
lim f'(t) = 2 i

t—>0+

en 0 et f/(0) = ﬂ. On a aussi f’ continue en 0, et on peut donc affirmer que | f est de classe C! sur [0, 7]

2°) d) f’ est continue sur I'intervalle fermé bornée [0, 7] donc par le théoréme des bornes atteintes, f’ est
bornée sur [0, 7].
Donc |il existe un réel M tel que : Vt € [0;71] [f'(t)] < M

3°) a) Comme f est C'! on peut intégrer par partie avec

u=f ¢ u = f
o=sin((nt D) |0 = sireos(n+ H) = seos((n+ 1)
Alors ff sin((n + 3)t)dt

= [f(t) 525 cos((n + f J(t)525c0s((n + )t)dt = 0+ 525 gf’(t)cos((n + $)t)dt

Le terme en crochet est nul pu1sque f(0) =0 et cos((n+ 3)7) = cos(nm+ %) =0

On a donc Off sin((n+ 3)t)dt = TZ—I Off/(t)cos((n + $)t)dt

b) |f'(t)cos((n+ 1)t)| < |f'(t)] < M avec le 2°)d).

™

T F(t)sin((n + %>t>dt\ < 2t

0

L’inégalité de la moyenne et I’égalité du 3°)a) donne directement :

2 M
2n+1

= 0, par encadrement, avec le 3°) b) on obtient : | lim f f@)sin((n+ $)t)dt =0

3°) ¢) Comme lim
n—-4o00 0

n—-+oo

4°) Voir cours

5°) a) J%dt On effectue le changement de variable u = (n + 1)t (donc dt = +2)
(nt3)m (n+3)m
o sin(u) du _ sin(u)
B Of nil n+3 ‘Of u du
o sin( 1 e sin(t) . H sin((n+1)t)
Comme [ *“t est convergente et que lim (n+ 1)m = 400 alors : | [ “2Ugt = lim [ ™2 g
0 n——+oo 0 n—-+oo 0

=

J/ (N J/

~~
— 0 =z
n—-+oo 2

D’aprés 3°) ¢) et 1°) b)

+oo |
Avec le 5°) a) On en déduit que| [ *8gt ==




Exercice 2 : e3A PC 2024, exercice 3

1. Soit x € R,, alors
¥ <xsixel0,1]
x<xXsix>1

in t*
2. On pose pour tout ¢ > 1, (1) = on

2.1. La fonction 7 + sin (*) est dérivable en tant que composée de fonctions dérivables sa dérivée
sur [1, +oo[ est 7 — ar® ' cos (1%).

2.2. @ est dérivable en tant que quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule

, 1 . cos(1?)
pas. Pourtout7 > 1,ona ¢ (1) = 2 sin(r") + o e
ST . , 1 @
2.3. Par inégalité triangulaire, pour tout 7 > 1, |¢'(7)| < 2 + p

2.4. Soitn > 1 etsoit ¢ € [n,n+ 1]. On applique le théoréme des accroissement finis entre 7 et n : 11
existe ty € [n,n + 1] tel que |p(r) — @(n)| = |¢'(1y)| X |t — n|. Or, d’apres la question précédente,

Pl 1, o 1, @
ona = =
o & fo rz-a n>-e

n+ 1
3. On pose, pourtoutn > 1 :u, = f @(r)dr.

n+1
On a pour tout n : u, — a, = f [o(r) — p(n)] dr

et donc, par inégalité triangulaire et d’apres la question précédente :

" l @
|un anl (I - H) ( ) dr < -
n o
. cos(r) . . cos
4. 4.1. Lafonction t — 2 est intégrable sur [1, +oo[ puisque | ——| < 7
. sin(z) . . cos(7)
4.2. La fonction > - est continue sur [1, +oo[. Soit X € [1, +oo[. Le crochet |— " ad-
1

met une limite finie lorsque X tend vers +co. On en déduit que les intégrales f
1

+00 : /
Sl];()d

dr converge, d’apres la ques-

+00 X
cos(t . cos(t
f t2( ) dr ont méme nature. Comme I’intégrale f >

1 1

tion précédente, la fonction 7 est bien intégrable.

r
On peut aussi écrire : Soit X € [1, +oo[.

f I3 t
Par une intégration par parties, f sn;( ) dr = |_ Coj( )] _ f CO;( ) dr.
1 | .

Le crochet posseéde une limite finie lorsque X tend vers I'infini. Il en résulte que I’intégrale

% sin(?)
. dr converge.
1




5. En effectuant le changement de variable u = ¢* (qui est C' et strictement croissant car & > 0)

.y f T sin(1%)
les intégrales

. t @

f T sin(1%)
p dr converge.
1
n

n+1 +00
6. Lasérie Z u, converge puisque sa somme partielle Z Up = f @(r)dr et que I'intégrale f e(r)dt
nz1 k=1 1 1
converge.>

1 (T sin(u . :
dr et — f @) du ont méme nature. On en déduit que I'intégrale
1 u

7. D’apres la question 3., la série Z(un — a,) converge absolument car 2 —a > 1.

nzl

8. Comme les séries Z u, et Z(u,, - a,) convergent, la série Z a, converge en tant que différence
nzl
de deux séries convergentes.
9. On suppose que la série Z la,| est convergente.
nzl
s 20w . a
. sin“(n®) | sin(n®)| . . ..
9.1. Puisquel’'ona: 0 < < et d’apres ce que 1’on a supposé, la série Z
n n

sin®(n%)

n

nx=l

est convergente par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs.

9.2. Soit X € [1, +oo[, par une intégration par parties, on a

fX cos(2x) | _ [sin(2x) X . fX sin(2x) |
{ X 2x | . 2x2

Comme le crochet admet une limite finie, on en déduit que les deux intégrales sont de méme

in(2 1 +oo 2
nature. Or Sin( zx) =0 (—2) donc I'intégrale est convergente. On en déduit que f cos(2x) dx

X x 1 .

est convergente.
)
& 1 2 s 1
9.3. En utilisant alors la formule : L(n) = — — _COS( n’) on obtient que la série Z 2 est
n 2n 2n

nz1

convergente, ce qui est faux.

Conclusion : la série Z a, n’est pas absolument convergente

nzl



Exercice 3 : e3A PSI 2019

1.) Upy1 — U, = u? > 0 donc (u,) est croissante.
Supposons que (u,) soit majorée. Alors (u,) croissante majorée donne u, — A.
Si on passe a la limite dans ’équation définissant (u,) alors : A=A+ A2 = X2 =0= )\ =0

Absurde car ug = a > 0 donc A > a > 0. Donc (u,) n’est pas majorée et donc lirf = 400
n—-+00

2.2) Untpt1 — Untp
@ln<un+zﬂr1> 2n+pln(un+P>
grrpt N (Unapi1) — 20 (U p2)]
= ﬁ[ln(un+P+l) ln( n—l—p)]

= gt In( M

n+p+1 2
2 Unip

= smrrin(l + - 1+p) (> 0 car U4, > 0)
et comme (u,,) croissante donne (ui) décroissante, alors 1 + ﬁ <1+ ui en passant au [n et en reportant
n n—+p n

ci-dessus on a : |0 < Vpipi1 — Ungp < ﬁln(l + %)

2.b) On somme la relation de 2.a) pour p variant de 0 a k. Alors, par télescopage :

0 < Vpipy1 —Up < Z 2nﬂ,Hln(l + = ) On utilise la somme des termes d’une suite géométrique de raison % :
p_

0 <Vnppsr — v < 2n1+1 QPHZ (1+25) = 0 < vk — Un < 5o %ln(l +o0)
=0< Un+k+1 — Unp > 21”[”(]. + )

On adonc: |0 < Vpipp1 — Up < 1ln(1+ )

2.c) En prenant n = 0 dans 2.a) on a : 0 < v,41 — v, et donc (v,,) est croissante.

Dans 2.b) en supposant que k varie et que n est fixé, on en déduit que (v,) est bornée.

Donc (v,) croissante majorée donc | (v,) convergente vers une limite L.

3.) o= ot = exp(2™(L — v,)) Mais en faisant tendre k — +oo dans 2.b) on obtient :

Un e2nun

0<L—w, <gln(l+4 ) donc 0 < 2%(L —v,) < In(1+ )

Donc , par croissante de exp : 1 < 5—’; <1+ %

Et comme u,, — +oo alors &= — 1y et donc

n—-+o0o Un n—too

n
4.2) Spy1 = tpi1 — Upp1 = 2L — w2 —wu, =12 —u, —ud = (s +up)? —u, —ud

et donc |s,41 = 82 + u, (28, — 1)

4b)Onavuen3) que = <14 L= bt <L o on < Lo <

Un Un —

Comme s, > 0 alors | (s,) est bornée.

4.c) Avec la relation de 4.a) on a : 2s, — 1 = —sntjn_s%

Comme (s,) bornée et u,, — 400 alors 2s, —1 — 0 et donc s, =t, —u, — %
n—-+0o n—-+0o n—-+0o00

On a enfin : |u, =t, — 1 4+ 0(1)




