
PSI* 2022-2023

Mathématiques : Correction du "TD libre" Toussaint

Exercice 2 : calcul de
+∞∫
0

sin(t)
t dt

1°) a) Comme t ∈]0; 2π[ alors eit ̸= 1 et on peut utiliser la somme des termes d'une suites géométrique pour

obtenir :
n∑

k=1

eikt =
n∑

k=1

(eit)k = eit(1−(eit)n)
1−eit

Alors :
n∑

k=1

cos(kt) =
n∑

k=1

Re(eikt) = Re(
n∑

k=1

eikt)

n∑
k=1

cos(kt) = Re( e
it(1−(eit)n

1−eit
) = Re(eit 1−enit

1−eit
) = Re(eit e

nit/2(e−nit/2−enit/2)

eit/2(e−it/2−eit/2)
) = Re(eit(1+n/2−1/2) e−nit/2−enit/2

e−it/2−eit/2
)

= Re(e
n+1
2

it−2isin(nt
2
)

−2isin( t
2
)
)

=
cos(n+1

2
t)sin(nt

2
)

sin( t
2
)

On utilise maintenant la formule cos(a)sin(b) = 1
2
(sin(a+ b)− sin(a− b))

Alors :
n∑

k=1

cos(kt) =
sin( 2n+1

2
t)−sin( t

2
)

2sin( t
2
)

=
sin((n+ 1

2
)t)

2sin( t
2
)

− 1
2

On en déduit : Sn(t) =
sin((n+ 1

2
)t)

2sin( t
2
)

pour t ∈]0, 2π[

1°) b) L'intégrale A peut à priori poser problème en 0, mais la relation du a) permet de voir que :

A =
π∫
0

Sn(t)dt est clairement une intégrale convergente puisque Sn est continue sur [0; π] comme somme de

fonctions continues.

On a alors : A =
π∫
0

[1
2
+

n∑
k=1

cos(kt)]dt = [1
2
t+

n∑
k=1

sin(kt)
k

]π0 = π
2
puisque sin(kt) = sin(0) = 0 pour k ∈ N∗

A existe donc et vaut A = π
2

2°) a) sin( t
2
) ̸= 0 sur ]0; π] et donc f est de classe C0 sur ]0; π] comme quotient de fonctions C0 (avec le

dénominateur qui ne s'annule pas).
Pour t ̸= 0 au voisinage de 0 :

f(t) = 1
2sin(t/2)

− 1
t
= t−2sin(t/2)

2sin(t/2)
=

t−2( t
2
− t3

48
+o(t3))

2t( t
2
+o(t))

=
t3

24
+o(t3))

t2+o(t2)
∼

t3

24

t2
∼ t

24
−→
t→0

0 = f(0)

donc f est continue en 0. Comme f est aussi continue sur ]0; π] alors f est de classe C0 sur [0, π]

2°) b) sin( t
2
) ̸= 0 sur ]0; π] et donc f est de classe C1 sur ]0; π] comme quotient de fonctions C1 (avec le

dénominateur qui ne s'annule pas).

On a alors ∀t ∈]0; π] , f ′(t) = 1
2

− 1
2
cos( t

2
)

sin2( t
2
)
+ 1

t2
=

4sin2( t
2
)−t2cos( t

2
)

4t2sin2( t
2
)

2°) c) Avec le a) il reste juste à voir que f est C1 en 0.

Pour t au voisinage de 0, compte tenu de l'expression du a) :

f ′(t) =
4( t

2
− t3

8×6
+o(t3))2−t2(1− 1

22×2
t2+o(t2))

4t2( t
2
+o(t))2

=
4( t

2

4
− t4

48
+o(t4))−t2+ 1

8
t4+o(t4)

4t2( t
2

4
+o(t2))

=
t2− t4

12
−t2+ 1

8
t4+o(t4)

t4+o(t4)
=

1
24

t4+o(t4)

t4+o(t4)
−→
t→0

1
24
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On a donc


f continue sur [0, π]

f dérivable sur ]0, π]

lim
t→0+

f ′(t) = 1
24

donc, par le théorème de prolongement de la dérivée, f est dérivable

en 0 et f ′(0) = 1
24
. On a aussi f ′ continue en 0, et on peut donc a�rmer que f est de classe C1 sur [0, π]

2°) d) f ′ est continue sur l'intervalle fermé bornée [0, π] donc par le théorème des bornes atteintes, f ′ est
bornée sur [0, π].

Donc il existe un réel M tel que : ∀t ∈ [0; π] |f ′(t)| ≤ M

3°) a) Comme f est C1 on peut intégrer par partie avec{
u = f

v′ = sin((n+ 1
2
)t)

et

{
u′ = f ′

v = −1
n+ 1

2

cos((n+ 1
2
)t) = −2

2n+1
cos((n+ 1

2
)t)

Alors
π∫
0

f(t)sin((n+ 1
2
)t)dt

= [f(t) −2
2n+1

cos((n+ 1
2
)t)]π0 −

π∫
0

f ′(t) −2
2n+1

cos((n+ 1
2
)t)dt = 0 + 2

2n+1

π∫
0

f ′(t)cos((n+ 1
2
)t)dt

Le terme en crochet est nul puisque f(0) = 0 et cos((n+ 1
2
)π) = cos(nπ + π

2
) = 0

On a donc
π∫
0

f(t)sin((n+ 1
2
)t)dt = 2

2n+1

π∫
0

f ′(t)cos((n+ 1
2
)t)dt

3°) b)
∣∣f ′(t)cos((n+ 1

2
)t)

∣∣ ≤ |f ′(t)| ≤ M avec le 2°)d).

L'inégalité de la moyenne et l'égalité du 3°)a) donne directement :

∣∣∣∣ π∫
0

f(t)sin((n+ 1
2
)t)dt

∣∣∣∣ ≤ 2πM
2n+1

3°) c) Comme lim
n→+∞

2πM
2n+1

= 0, par encadrement, avec le 3°) b) on obtient : lim
n→+∞

π∫
0

f(t)sin((n+ 1
2
)t)dt = 0

4°) Voir cours

5°) a)
π∫
0

sin((n+ 1
2
)t)

t
dt On e�ectue le changement de variable u = (n+ 1

2
)t (donc dt = du

n+ 1
2

)

=
(n+ 1

2
)π∫

0

sin(u)
t

n+1
2

du
n+ 1

2

=
(n+ 1

2
)π∫

0

sin(u)
u

du

Comme
+∞∫
0

sin(t)
t

dt est convergente et que lim
n→+∞

(n+ 1
2
)π = +∞ alors :

+∞∫
0

sin(t)
t

dt = lim
n→+∞

π∫
0

sin((n+ 1
2
)t)

t
dt

5°) b)
π∫
0

sin((n+ 1
2
)t)

t
dt

=
π∫
0

sin((n+ 1
2
)t)[1

t
− 1

2sin( t
2
)
+ 1

2sin( t
2
)
]dt

= −
π∫

0

sin((n+
1

2
)t)f(t)dt

︸ ︷︷ ︸
−→

n→+∞
0

+

π∫
0

sin((n+ 1
2
)t)

2sin( t
2
)

]dt

︸ ︷︷ ︸
A=π

2

D'après 3°) c) et 1°) b)

Avec le 5°) a) On en déduit que
+∞∫
0

sin(t)
t

dt = π
2
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Exercice 2 : e3A PC 2024, exercice 3
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Exercice 3 : e3A PSI 2019

1.) un+1 − un = u2
n ≥ 0 donc (un) est croissante.

Supposons que (un) soit majorée. Alors (un) croissante majorée donne un → λ.
Si on passe à la limite dans l'équation dé�nissant (un) alors : λ = λ+ λ2 ⇒ λ2 = 0 ⇒ λ = 0

Absurde car u0 = a > 0 donc λ ≥ a > 0. Donc (un) n'est pas majorée et donc lim
n→+∞

= +∞

2.a) vn+p+1 − vn+p

= 1
2n+p+1 ln(un+p+1)− 1

2n+p ln(un+p)
= 1

2n+p+1 [ln(un+p+1)− 2ln(un+p2)]
= 1

2n+p+1 [ln(un+p+1)− ln(u2
n+p)]

= 1
2n+p+1 ln(

u2
n+p+un+p

u2
n+p

)

= 1
2n+p+1 ln(1 +

1
un+p

) (> 0 car un+p > 0)

et comme (un) croissante donne ( 1
un
) décroissante, alors 1 + 1

un+p
≤ 1 + 1

un
en passant au ln et en reportant

ci-dessus on a : 0 < vn+p+1 − vn+p ≤ 1
2n+p+1 ln(1 +

1
un
)

2.b) On somme la relation de 2.a) pour p variant de 0 à k. Alors, par télescopage :

0 < vn+k+1 − vn ≤
k∑

p=0

1
2n+p+1 ln(1 +

1
un
) On utilise la somme des termes d'une suite géométrique de raison 1

2
:

0 < vn+k+1 − vn ≤ 1
2n+1

1− 1
2p+1

1− 1
2

ln(1 + 1
un
) ⇒ 0 < vn+k+1 − vn ≤ 1

2n+1
1
1
2

ln(1 + 1
un
)

⇒ 0 < vn+k+1 − vn ≤ 1
2n
ln(1 + 1

un
)

On a donc : 0 < vn+k+1 − vn ≤ 1
2n
ln(1 + 1

un
)

2.c) En prenant n = 0 dans 2.a) on a : 0 < vp+1 − vp et donc (vn) est croissante.

Dans 2.b) en supposant que k varie et que n est �xé, on en déduit que (vn) est bornée.

Donc (vn) croissante majorée donc (vn) convergente vers une limite L.

3.) tn
un

= e2
nL

e2nvn
= exp(2n(L− vn)) Mais en faisant tendre k → +∞ dans 2.b) on obtient :

0 < L− vn ≤ 1
2n
ln(1 + 1

un
) donc 0 < 2n(L− vn) ≤ ln(1 + 1

un
)

Donc , par croissante de exp : 1 ≤ tn
un

≤ 1 + 1
un

Et comme un −→
n→+∞

+∞ alors tn
un

−→
n→+∞

1y et donc un ∼ tn

4.a) sn+1 = tn+1 − un+1 = e22
nL − u2

n − un = t2n − un − u2
n = (sn + un)

2 − un − u2
n

et donc sn+1 = s2n + un(2sn − 1)

4.b) On a vu en 3.) que tn
un

≤ 1 + 1
un

⇒ tn−un

un
≤ 1

un
⇒ sn

un
≤ 1

un
⇒ sn ≤ 1

Comme sn > 0 alors (sn) est bornée.

4.c) Avec la relation de 4.a) on a : 2sn − 1 = sn+1−s2n
un

Comme (sn) bornée et un −→
n→+∞

+∞ alors 2sn − 1 −→
n→+∞

0 et donc sn = tn − un −→
n→+∞

1
2

On a en�n : un = tn − 1
2
+ o(1)
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