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Exercice 1. Calcul de

+∞∫
0

sin(t)
t dt

Pour tout réel t et tout entier n ≥ 1, on pose : Sn(t) =
1
2
+

n∑
k=1

cos(kt)

1°) a) Pour t ∈]0; 2π[, calculer :
n∑

k=1

eikt

1°) b) Montrer que : Sn(t) =
sin((n+ 1

2
)t)

2sin( t
2
)

pour t ̸= 0 et Sn(0) = n+ 1
2

1°) c) Calculer la valeur de A =
π∫
0

sin((n+ 1
2
)t)

2sin( t
2
)

dt

On dé�nit la fonction f sur [0; π] par :

{
f(0) = 0

f(t) = 1
2sin( t

2
)
− 1

t
0 < t ≤ π

2°) a) Montrer que f est de classe C1 sur ]0; π] et calculer f ′(t) sur cet intervalle.
2°) b) Montrer que f est continue en 0.
2°) c) Montrer que f est dérivable en 0.
2°) d) Montrer que f est de classe C1 sur [0; π].
2°) e) Montrer qu'il existe un réel M tel que : ∀t ∈ [0; π] |f ′(t)| ≤ M
3°) a) Montrer que :

π∫
0

f(t)sin((n+
1

2
)t)dt =

2

2n+ 1

π∫
0

f ′(t)cos((n+
1

2
)t)dt

3°) b) Montrer que : ∣∣∣∣∣∣
π∫

0

f(t)sin((n+
1

2
)t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2πM

2n+ 1

3°) c) Montrer que :

lim
n→+∞

π∫
0

f(t)sin((n+
1

2
)t)dt = 0

4°) Montrer que
+∞∫
0

sin(t)
t

dt est convergente.

5°) a) Montrer, en le justi�ant avec soin que :
+∞∫
0

sin(t)
t

dt = lim
n→+∞

π∫
0

sin((n+ 1
2
)t)

t
dt

5°) b) En déduire la valeur de
+∞∫
0

sin(t)
t

dt



Exercice 2 : e3A PC 2024, exercice 3

Question de cours

1. Soit x un réel positif. Comparer x et x2.

*****

Soit α ∈]0, 1[.

On se propose d'étudier la série de terme général an =
sin(nα)

n
, n ≥ 1.

1. On pose pour tout t ≥ 1, φ(t) =
sin(tα)

t
.

(a) Justi�er que la fonction t 7→ sin(tα) est dérivable sur [1,+∞[ et déterminer sa dérivée.

(b) Justi�er que φ est dérivable sur [1,+∞[ et déterminer φ′.

(c) Montrer que l'on a : ∀t ∈ [1,+∞[, |φ′(t)| ≤ 1 + αtα

t2
.

(d) En déduire que pour tout entier n ≥ 1 :

∀t ∈ [n, n+ 1], |φ(t)− φ(n)| ≤
(

1

n2
+

α

n2−α

)
|t− n| .

2. On pose, pour tout n ≥ 1 : un =

∫ n+1

n

φ(t) dt.

Prouver que l'on a : ∀n ≥ 1, |un − an| ≤
1

n2
+

α

n2−α
.

3. Convergence de l'intégrale

∫ +∞

1

sin(t)

t
dt

(a) Démontrer que t 7→ cos(t)

t2
est intégrable sur [1,+∞[.

(b) À l'aide d'une intégration par parties, démontrer alors que
∫ +∞

1

sin(t)

t
dt converge.

4. Démontrer, à l'aide d'un changement de variable, que l'intégrale
∫ +∞

1

sin(tα)

t
dt converge.

5. En déduire que la série de terme général un converge.

6. Prouver que la série de terme général un − an converge absolument.

7. Déduire des questions précédentes que la série
∑
n≥1

an converge.



8. On suppose que la série
∑
n≥1

|an| est convergente.

(a) Montrer qu'alors la série
∑
n≥1

sin2(nα)

n
est convergente.

On pourra utiliser la question de cours.

(b) Prouver que l'intégrale
∫ +∞

1

cos(2x)

x
dx converge.

On procédera comme à la question 3b

(c) On admet alors, en procédant comme précédemment, que la série
∑
n≥1

cos(2nα)

n
est

convergente.
Conclure sur la nature de la série

∑
n≥1

an.

On pourra utiliser la formule de duplication : cos(2θ) = 1− 2 sin2(θ).

e3a PSI 2019

On considère la suite (un)n∈N dé�nie par: u0 = a > 0 et la relation de récurrence:

∀n ∈ N, un+1 = un + u2
n

1. En utilisant sa monotonie, étudier la convergence de la suite (un).

2. On pose, pour tout entier naturel n: vn =
1

2n
ln(un).

(a) Prouver que l'on a: ∀(n, p) ∈ N2, 0 < vn+p+1 − vn+p ≤
1

2n+p+1
ln

(
1 +

1

un

)
(b) En déduire que l'on a, pour tous entiers naturels k et n:

0 < vn+k+1 − vn ≤ 1

2n
ln

(
1 +

1

un

)
(c) En utilisant sa monotonie, montrer que la suite (vn) converge vers une limite L que l'on

ne cherchera pas à calculer.

3. On pose alors pour tout entier naturel n: tn = e2
nL. Démontrer que l'on a: un ∼

+∞
tn.

4. On pose alors pour tout entier naturel n: sn = tn − un.

(a) Trouver une relation entre sn+1, sn et un.

(b) Prouver que la suite (sn) est bornée.

(c) Montrer qu'il existe un réel b tel que l'on a: un =
n→+∞

tn + b+ o(1)


