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Feuille TD "libre" (Toussaint)
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Exercice 1. Calcul de f Tdt
0
Pour tout réel ¢ et tout entier n > 1, on pose : S, (t) = £ + Y cos(kt)
k=1
1°) a) Pour t €]0; 27|, calculer : > e

1
1°) b) Montrer que : S, (t) = %J{f))t) pour t # 0 et S,(0) =n + 3
2

o T sin((n+3)1)
1°) ¢) Calculer la valeur de A = [ —- Bdt
0 s 2

f(0)=0

f(t):%ii(%)_% O<t<m

On définit la fonction f sur [0;7] par : {

b

¢) Montrer que f est dérivable en 0.

d) Montrer que f est de classe C* sur [0; ).

°) e) Montrer qu’il existe un réel M tel que : Vt € [0;7] |f'(t)| < M

/f smn—l—)

™

M
/f(t)sz’n((n+ %)t)dt < ;H :
0

t)cos((n + )t)dt

3°) b) Montrer que :

3°) ¢) Montrer que :

lim / F(t)sin((n + )it = 0

n—+400

+o00
4°) Montrer que [ sinll) gt est convergente.
0

T " St 1
5°) a) Montrer, en le justifiant avec soin que : [ S”i(t) dt= lim [ wdt
0 n—-+00 0

+oo |
5°) b) En déduire la valeur de [ *2@q¢
0



Exercice 2 : e3A PC 2024, exercice 3
Question de cours

1. Soit z un réel positif. Comparer x et 2.

kokxkok

Soit a €]0, 1].
e - . sin(n®)
On se propose d’étudier la série de terme général a,, = ,n>1.
n

(g0
1. On pose pour tout t > 1, p(t) = smi )

(a) Justifier que la fonction ¢ — sin(t*) est dérivable sur [1, +oo[ et déterminer sa dérivée.
(

b) Justifier que ¢ est dérivable sur [1, +oo[ et déterminer ¢'.
1+ at®
12

)
)

(c) Montrer que l'on a : Vt € [1,4+o00[, |¢'(t)] <
)

(d) En déduire que pour tout entier n > 1 :

1 o
e [+ 1 o0 = o] < (4 o ) =l
n+1
2. On pose, pour tout n > 1: u, = / o(t) dt.

1 o'
Prouver que 'on a: Vn > 1, |u, —a,| < — +
n

n2—o :

sin(?)
t

dt

+oo
3. Convergence de l’intégrale /
1

cos(t)

C .
a) Démontrer que t — est intégrable sur |1, +o0|.
12 &

sin(t)

“+oo
(b) A l'aide d’'une intégration par parties, démontrer alors que / dt converge.
1

sin(t%)

+o0
4. Démontrer, a ’aide d’un changement de variable, que 'intégrale / dt converge.
1

5. En déduire que la série de terme général u,, converge.

6. Prouver que la série de terme général u,, — a,, converge absolument.

7. Déduire des questions précédentes que la série E a, converge.
n>1



8. On suppose que la série E la,,| est convergente.
n>1

N e

L. sin“(n
(a) Montrer qu’alors la série E sin(n?)

n

n>1

On pourra utiliser la question de cours.

400 9
(b) Prouver que l'intégrale / cos(2z)
1

est convergente.

dx converge.
x

On procédera comme a la question 3b

. . . cos(2n®)
(¢) On admet alors, en procédant comme précédemment, que la série g —— est
n>1 n
convergente.
Conclure sur la nature de la série E Q-

n>1
On pourra utiliser la formule de duplication : cos(20) = 1 — 2sin*(0).
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On considére la suite (uy,)neny définie par: up = a > 0 et la relation de récurrence:
Vn € N7 Upy1 = Up + Ui

1. En utilisant sa monotonie, étudier la convergence de la suite (u,,).

2. On pose, pour tout entier naturel n: v, = on In(uy,).
1 1
(a) Prouver que l'on a: V(n,p) € N%, 0 < pypr1 — Unip < ) In (1 + U_n)
(b) En déduire que 'on a, pour tous entiers naturels k et n:

1 1
0<vpipr1—vp < —In{1+4+ —
2n U,

(c¢) En utilisant sa monotonie, montrer que la suite (v,) converge vers une limite L que 1'on

ne cherchera pas a calculer.

3. On pose alors pour tout entier naturel n: ¢, = e2"%. Démontrer que 'on a: u, ~ t,.
+oo

4. On pose alors pour tout entier naturel n: s, =t, — u,.

(a) Trouver une relation entre s,1, S, et w,.
(b) Prouver que la suite (s,,) est bornée.

(¢) Montrer qu'il existe un réel b tel que l'on a: u, = tn + 0+ 0(1)
n—-+0o0



