PST* 2025-2026

A rendre le jeudi 27 novembre 2025

Devoir & la maison n°5 de Mathématiques

noir exo 1 et exo 2 pour réviser, aprés plutot facile, a faire par tous
bleu un peu plus dur, (ou complément)

rouge assez difficile
vert difficile (ou 5/2 uniquement)

Code couleur :

Exercice 1 : Révisions

+o0
1) Montrer que : [ = [ %dt est convergente.
+oo
2) Etudier suivant le paramétre o € R la convergence de : 22 —
n=

Exercice 2 : une norme algébrique sur M,(R)

N E — R
On pose : E = M,(R) et A=(a;) — n sup |agl
(i.4)€[1,n]?

1) Montrer que N est une norme sur E.

2) Montrer que N est une norme d’algébre, ¢’est-a-dire que : V(A4, B) € E* , N(AB) < N(A)N(B)

Exercice 3 : e3A PC 2020 exercice 5

Dans cet exercice, E désigne 1'espace vectoriel Ry[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 et a
coefficients réels et B = (1, X, X?) sa base canonique.
Pour tout couple (P, Q) d’éléments de E, on pose :

< P,Q>=P(1)Q(1) + P(1)Q'(1) + P"(1)Q"(1).
1. Vérifier que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
2. Déterminer une base orthonormale de E pour ce produit scalaire.
3. Déterminer la distance du polynome U = X? — 4 a Ry[X].
4. Soit H I'ensemble des polynéomes P de E tels que P(1) = 0.

(a) Vérifier que H est un sous-espace vectoriel de E. Quelle est sa dimension 7

(b) Soit ¢ la projection orthogonale sur H. Déterminer la matrice de ¢ dans la base B.



Exercice 4 : ccINP MP 2025, mathématiques 2, exercice 2
On définit une suite (P,)nen de R[X] en posant Py = 1, P, = X et pour tout entier naturel n:
Poio =2XP,11 — P,
Dans les questions suivantes, n et k sont des entiers naturels.
Q1) Donner le degré et le terme dominant de P, en fonction de n.
Q2) Justifier que pour tout réel 6 : P, ( cos(d)) = cos(nd)

Pour P et @ dans R[X], on pose : (P, Q) = fl P(?Qg
-1 —

dt
Q3) Justifier la convergence de cette intégrale.

Q4) Démontrer que (, ) est un produit scalaire sur R;[X] (ensemble des polynomes de R[X] de degré
inférieur ou égal a k).

™

Q5) Calculer pour n et m entiers naturels, [ cos(nf) cos(mf)do.
0

Q6) Donner une base orthonormale de R;[X] pour ce produit scalaire.

Exercice 5 : centrale 2025 PSI, mathématiques 1 : début

Conditionnement d’une matrice et applications

Dans tout ce probléme, n désigne un entier naturel non nul, et on rappelle que M,,(R) désigne ’ensemble
des matrices carrées a n lignes et n colonnes.

On note D, (R) le sous-espace vectoriel de M,,(R) des matrices diagonales.

On rappelle que I'on désigne par M ' la transposée d’une matrice M.

Pour alléger les notations, on identifiera les vecteurs de R aux matrices colonnes de M, ;(R).

On désignera par B = (E1, Es, ..., E,) la base canonique de R".

n
Zw? qui est
i=1
la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique (-,-) de R™ ot par définition, pour tout X
et Y de R" (X, Y)=X"Y.

On munit R™ de la norme || - ||, en posant pour tout x = (x1,...,z,) € R" ||z| =

Pour toute matrice M de M, (R) on note p(M) le réel défini par:  p(M) = R I’Snai{m |A|-
€Spc (4

On note par ailleurs S (R) 'ensemble des matrices symétriques positives de M,,(R) et par ST (R)
I'ensemble des matrices symétriques définies positives de M,,(R).



Partie A - Construction d’une norme sur M,(R)

On se propose dans cette partie de montrer que I’application N donnée sur M,,(R) par :

N:Aw+— sup ||AX]|
[X1=1

est une norme sur M,,(R) et d’en étudier quelques propriétés.

I - Etude de Papplication N

Dans toute cette partie, on considére A une matrice quelconque de M,,(R) dont on note Ly, Lo, ..., L,
les n lignes et C7, Cy,...C), les n colonnes, que I'on pourra identifier & des éléments de R™.

1.

10.

Soit X € R"™ tel que || X|| = 1. En notant M = max | L;||, montrer que :
[AX]| < Mv/n

On pourra au préalable s’intéresser a la ¢ ligne de la matrice AX et utiliser I'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour les vecteurs de R™.
o 1AX

En déduire que l'application N est bien définie, puis que : N(A) = .
xo20 || Xoll

Montrer que I'application /N ainsi définie est une norme sur M,,(R).

M, (R) — Ry

En est-il de méme pour 'application S : M — p(M

7 (5/2
;76
Soit A € D, (R) dont on note dy,...,d, les termes diagonaux.

Vérifier que N(A) = max |J;|.

1<i<n

A T'aide de 'application X —— ||AX]|, démontrer que: N (A) = HI)I(lﬁ%X |AX]].
=1

. Etablir que : VX € R™ | ||[AX|| < N(4)||X].

Soit B une autre matrice quelconque de M,,(R). Montrer que :

N(AB) < N(A)N(B)

Montrer que : max |G|l < N(A).

XX

Déterminer N(A) dans le cas ou toutes les colonnes de A sont nulles, sauf la derniére.

00 O
En déduire N(A) danslecasou A= | 0 0 —1
00 1



