PSI* 2025-2026

Feuille d’exercices n°26 : chap. 10

Exercice 241. Pour n € N* on définit la fonction f, sur [0,+oo[ par :
1= s 2 €0,
Vi € [0, +ocl . fula) = {< R

Ostx>n

a) Montrer que (f,)nen+ converge simplement sur [0, +oo[ vers une fonction f que ’on précisera.
b) Montrer que Vx € [0, +o00[ , 0 < fu(x) < f(x)

On pose Vx € [0, +o00[ Ap(x) = f(z) — ful(z)

¢) Trouver une magjoration simple de A, sur [n,+oo]

d) Calculer Al (x) sur [0,n]

e) Montrer que sur [0,n[, A (z) est du méme signe que ,(v) avec pp(v) = (n—1)In(1—2)+x
f) Etudier la fonction x — xe™™ sur [0,4o00[ et montrer qu’elle est bornée.

g) Etudier ¢, sur [0,n]

h) Montrer que : ||A,]|o = sup |A,(t)| < Maz(%,e™") avec M une constante.
[0,+00]

0,400

i) Montrons que la convergence de f, vers f est uniforme sur [0, +00|

Exercice 242. (%)
On définit une suite (uy)nen de fonctions de [0,1] dans R, en posant :

Vo €10,1] ,up(z) =1 et Vn € N upi1(x) =1+ [u,(t — t?)dt
0

a) Montrer que : Vx € [0,1] , 0 < upy1(x) — uy(z) < (“;”LHT%,
b) Etablir que (u,)nen converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction u vérifiant :
u'(z) = u(z — 2?)

fo ¢ ]0,40] — R

sin(nt)
t = nt+t>

Exercice 243. On pose, pour tout entier naturel non nul n :

a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,)
b) Soit a > 0. Montrer qu’il y a convergence uniforme sur |a, +0o0|
¢) Y-a-t-il convergence uniforme sur |0, +o00|

sin(nt)
nt+t2 dt

+oo
d) Déterminer lim [
n—+o0o0 7



