PSI* 2025-2026, Lundi 17 novembre 2025

Devoir surveillé de Mathématiques n°3 : TYPE 2

La présentation, la qualité de la rédaction, la clarté des raisonnements, 'orthographe entreront pour
une part importante dans Iappréciation des copies. En particulier les résultats non justifiés ne seront
pas pris en compte.

Si le candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les changements que cette erreur implique.

LA CALCULATRICE N’EST PAS AUTORISEE |

RAPPEL DES CONSIGNES

e Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effacable pour la rédaction de votre composition;
d’autres couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise
en évidence des résultats.

e Ne pas utiliser de correcteur.

e Respecter impérativement 1’ordre des questions.

e Ecrire le mot FIN a la fin de votre composition

e Dessiner une fleur en dessous du mot FIN.

e Conclure chaque question, utiliser une argumentation précise, encadrer les résultats.

Probléme 1

Ce probléme étudie la transformation de Laplace d’une certaine catégorie de fonctions et ’applique a la
résolution d’une équation différentielle.

Notations

e On note .# (R*,R) l'ensemble des fonctions définies sur Rt a valeurs dans R et % (RT* R)
’ensemble des fonctions définies sur R™ a valeurs dans R.

On admet que # (R*,R) et .# (R R) sont des R-espaces vectoriels.

e Dans toute la suite, on considére 'ensemble E des fonctions f continues sur Rt & valeurs dans R

+oo

telles que pour tout nombre réel p strictement positif, I'intégrale [ |f(¢)le?" d¢ converge.
0

On admet que E est un R-espace vectoriel.

I Transformée de Laplace, généralités
LA - .
Q1) Montrer que, si une fonction f appartient & E alors, pour tout p € R**, 'intégrale [ f(¢)e P dt

0
converge.

On note alors sa valeur F(p).

On définit ainsi une fonction F, notée L(f), définie sur R et a valeurs dans R.



E —Z (R.,R)

f oo F est linéaire.

Q2) Démontrer que Papplication : L :

L s’appelle la transformation de Laplace et, pour tout f € E, F' = L(f) s’appelle la transformée de
Laplace de f

I.B — Quelques exemples
Toutes les fonctions considérées sont définies sur R et a valeurs dans R.
I.B.1) Pour tout entier naturel n, on note f, la fonction : t — ¢".
Q3) Montrer que, pour tout n € N, f,, € E.
On note alors F,, = L(f,)

Q4) Démontrer que pour tout entier naturel n et tout réel p strictement positif,

Q5) Soit a €]0,+o00[ et b € R.
Montrer que les fonctions gqyp : t — e cos(bt) et hqp : t — e~ *sin(bt) appartiennent & E et calculer
leurs transformées de Laplace Gup = L (gap) €t Hop = L (hap).

1.B.3)

Q6) a) Plus généralement, montrer que toute fonction f continue et bornée sur R, a valeurs dans
R, appartient a F.

Q6) b) Donner un exemple de fonction continue sur R n’appartenant pas a F.
I.C — Transformées de Laplace d’une dérivée et d’une dérivée seconde

On suppose que f est de classe C! sur R*, que f € E, que f' € E et que pour tout p € R**,
lim f(t)e " =0.

t——+00

Q7) Démontrer que
Vp eR™, L(f)(p) = pL(f)(p) — f(0).

On suppose, en plus, que f est de classe C? sur R*, que f” € E et que tli+m f(t)e P =0.
—+o0

Q8) Démontrer que

vp e R™,  L(f")(p) =p"L(f)(p) —pf(0) — f(0).



On admet pour la suite le résultat suivant :

Si ¢ est une fonction continue sur le segment [0, 1] & valeurs dans R, alors il existe une suite (P,),+,

de fonctions polynomiales telle que lim | sup |@(t) — Py(t)| | =0
n=+00 \ tefo,1]

IT Injectivité de la transformation de Laplace et applications

II.A — On se propose, dans cette sous-partie, de démontrer que 'application £ est injective sur F,
c’est-a-dire que

V(y1,y2) € E% L(y1) = L(y2) = y1 = v
On considére une fonction f de E vérifiant £(f) = 0.

Pour tout nombre réel ¢ € RY, on pose g(t) =

o o

f(s)e™* ds
Q9) Justifier que la fonction g est dérivable sur RT et calculer sa dérivée.
Q10) Montrer que g est une fonction bornée.

Q11) Justifier, pour tout p € R™, Pexistence de L(g)(p) et démontrer que
1
Vp e R™, L(g)(p) = Eﬁ(f)(p +1).

g(—Inwu) si0<wu<l1,

On note ¢ la fonction définie sur [0, 1] par ¢(u) = Jrfoof(t)e_t B siu—o.
0

QQ12) Montrer que ¢ est continue sur le segment [0, 1].

Q13) Démontrer que
400 1
Vp € RY, / g(t)e™ dt = / o(u)uP~! du
0 0

1
Q14) Montrer que pour tout n € N, f e(u)u™ du = 0 et que, pour toute fonction P polynomiale,
0

/ P(t)p(t)dt = 0.

Q15) En utilisant le résultat admis a la fin de la partie I, montrer qu’il existe une suite (Pn)psy de
fonctions polynomiales vérifiant :

1

1
lim /Pn(t)w(t)dt—/gﬁ(t)dt =0
n——+00
0 0
Q16) En déduire que f = 0.

Q17) Démontrer que L est injective.



II.B — Le but de cette sous-partie est de résoudre a ’aide de la transformation de Laplace le probléme
de Cauchy suivant :

Vie Rt y'(t)+2y/(t) +2y(t) =t + 1,
(PC) & y(0) =0
y'(0) = 1.

On suppose que y est une solution du probléme (PC') vérifiant en plus les hypothéses de la sous-partie 1.C.

Q18) Démontrer que, pour tout réel p strictement positif, (p* + 2p + 2) L(y)(p) = Hz—ij.
Q19) Déterminer deux nombres réels a et b tels que
1+p+p°

a
Vp € R, T A—
b PPp?*+2p+2) p* (p+1)2+1

Q20) Résoudre (PC)

Probléme 2

Notations et Rappels

Lorsque n et p sont deux entiers naturels non nuls, M,, ,(R) désigne I'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes
a coefficients réels et M,,(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

Par exemple :
T

M, (R) = Dl vie{l,...n}, m eR
Tn
Pour toute matrice M € M, ,(R), on note M " sa transposée.
On rappelle que : V(M,N) € (M,, ,(R))?, (MN)T=NTMT.

On rappelle la définition du noyau et la définition de I'image d’une matrice A € M, ,(R)

Ker(A) = {X € M, 1(R) vérifiant AX =0} ; Im(A)={AX avec X € M,;(R)}

Tl 1
Le produit scalaire usuel sur M, ; (R) est défini pour tout X = | : | e M, 1(R)etY = | : | € M, 1(R) par:

Ln Yn

(X‘Y):Ily1+"’+x-rlyn =X"Y

Pour tout X € M, ;(R), on note || X|

la norme de X associée & ce produit scalaire, définie par :

1XI = V(X [X)=

L’orthogonal d'un sous-espace F' de M,, 1(R) pour ce produit scalaire est défini par :

Fr={XeM, (R telque:YY €F, (X|Y)=0}



Partie A — L’égalité (Im(A))" = Ker(A")
Q1. Soient Cy,...,C, les vecteurs colonnes d'une matrice A € M,, ,(R).

Pour tout j € {1,...,p}, déterminer E; € M,, 1(R) tel que C; = A Ej.
Montrer que la famille (C1,...,C},) est une famille génératrice de Im(A).

I — Un premier exemple

(S Mg 4(R)

]

(=
(=T
— =

1
Dans cette partie, on prend A = | 0
1

Q2. Déterminer une base de Im(A4).

Q3. Montrer que (Im(A))* = Ker(A").

IT — Une démonstration

Q4. Justifier que pour tout (X,Y) € (M, 1(R))?, ona XY =Y TX.

5. Soit X € M,, 1(R). Montrer que si pour tout ¥ € M,, 1(R), XY = 0 alors X est nul.
. q P , )

Soit A € My, ,(R).
Q6. Montrer que pour tout X € M, 1(R) et pour tout Z € M,1(R),ona X TAZ = ZTATX.
Q7. En déduire que : A'X =0 <= (VZ e M, 1(R),X"AZ =0).

Q8. En déduire que (Tm(A))* = Ker(AT).

I1I — Une application

Dans cette partie A € M, (R) ¢’est-a-dire A est une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels.
Q9. Justifier que les sous-espaces Ker(A'") et Im(A) sont supplémentaires dans M,, ; (R).
Q10. Justifier que les sous-espaces Ker(A) et Im(A ") sont supplémentaires dans M,, ; (R).

Q11. En déduire que pour tout X € M, ;(R), il existe (X', X") € Ker(AT) x Im(A") tel que X = X' + A X"

Montrer que le couple (X', X") ainsi associé a X est unique. On note alors u Uapplication u : X ~» X",

Q12. Montrer que u est un endomorphisme de M, 1(IR).

On note B la matrice de u dans la base canonique de M, ;(R).

Q13. Soit X € M, 1(R), et (X', X") défini de maniére unique en Q11.

A Taide de la définition d'une projection orthogonale et de la question Q8 montrer que A X” est le projeté
orthogonal de X sur Im(A).

En déduire que AB est la matrice de la projection orthogonale sur Im(A).

Q14. Montrer que BA est la matrice de la projection orthogonale sur Im(A ™).



IV — Un deuxiéme exemple

(0 0 .. 0\
1 . X T
o 1
Jusqu’a la fin de cette partie, on prend A = 2 € M, (R) avec n = 2.
: o 0
\0 ... .. 0 L o)
On note B. = (ey,...,e,) la base canonique de M,, ;(R).

Q15. Déterminer le rang de A et le rang de AT,

Q16. Déterminer une base de chacun des espaces (Im(A))* et Ker(A").
On exprimera chaque base d Uaide des vecteurs de B,.

Q17. Vérifier que 'endomorphisme u de M, 1(R) construit en Q11, est 'application :

T I9
M) 2.T3

mn n—1
u: X = E Tpep = — X" = E kxpiier =
k=1 k=1

T (n— 1)z,
Tp 0

Q18. Construire la matrice B de u dans B..

Q19. Vérifier le résultat de la question Q14.

Partie B — Une expression de la matrice d’un projecteur orthogo-
nal dans une base quelconque

L’espace My, 1(R) est muni de son produit scalaire canonique rappelé en préambule.
Soient I un sous-espace vectoriel de M, ;1 (R) de dimension k et Br = (fi,...,fr) une base de F.
On note pp la projection orthogonale sur F' et A la matrice de Bp dans la base canonique de M, ;(R).

La matrice A est donc dans M, ,(R) et ses colonnes sont les vecteurs fi,--- ,fr exprimés dans la base canonique de

My 1(R).

Le but de cette partie est de démontrer que la matrice A” A est inversible et que A(ATA)"1AT est la matrice de pp
dans la base canonique de M, ;(R).

Q20. Justifier que Ker(A) = {0}.

Q21. Montrer que : X € Ker(ATA) = ||AX||=0= X = 0.

Q22. Montrer que A" A est inversible.

Q23. Montrer que F' = Im(A).

Q24. Montrer que pour tout X € M, 1(R), il existe Y € My 1(R) tel que : pp(X) = AY et X — AY € Ker(AT).

Q25. En déduire que la matrice A(AT A)"'AT est la matrice de pr dans la base canonique de M, ;(R).



