PST* 2025-2026

Correction du devoir a la maison de Mathématiques n°5

EXERCICE 1

¢ : ]0,400] — R

sh(t)—In(1+t)

1 e On pose :
) t = ett5/2

¢ est continue sur |0, +o00[ donc I pose probléme en 0 et en +00

. . _pto(t?)— (t— £ +o(t? L Eo(t? £
e Au voisinage de t =0 : p(t) = e *) §5/22 ) _ ¢ t2t5/§ )leﬁ%wﬁ

Comme, d’aprés Riemann : ¢ — \/Lz est intégrable sur |0, 1] alors, par équivalent : ¢ est intégrable sur ]0, 1]

e Au voisinage de +o00

et

Comme sh(t) ~ % alors : o(t) ~ =25 ~ 547

Comme, d’aprés Riemann : ¢ — ﬁ% est intégrable sur [1, 400 alors, par équivalent : ¢ est intégrable sur
[1, +o0]

e ¢ est intégrable sur |0, 1] et [1,4o00[ donc sur |0, 4+o00[ et donc ’I est convergente.

2) On va distinguer plusieurs cas :

Casl:a>1
Alors nJrlna Nn%>0

- 1 o 1
Comme « > 1 alors, par Riemann ) - est convergente et par équivalent ) -——— est convergente.

Cas2: a<1
Alors —L ~%>0

n+n®
Comme Y 1 est une série de Riemann divergente et par équivalent
n

1
n+n¢

est divergente.

Cas3:a=1

Alors —t+ = == qui est le terme d’une série de Riemann divergente donc >
n+n 2n

1
n+n<

est divergente.

Bilan : | " —L est convergente < a > 1

n+n®




EXERCICE 2

1) @ N est un sup sur un nombre finis de valeurs (n?), donc le sup est un max, donc N est bien définie et est
méme clairement & valeurs positives.

e Soit A= (a;;) € E, B=(b;) € Eet AR
NAA)=n sup |Aaij|l=n sup |Aai;|=|An sup Jai;| = | \N(A)
(4,5)€l1,n]? (4,5)€[1,n]? (4,5)€[1,n]?
¢ N(A)=0
=n sup |a;;|=0
(4,5)€[1,n]?
= sup Ja;;|=0
(4,9)€[1,n]?
= V(i j) € [1,n]*, |ai;| <0
=V(i,j) € [1,n]*, |ai;| =0
=V(i,j) € [1,n]*, a;; =0

e Par inégalité triangulaire dans R : V(i,j) € [1,n]?, |ai; + bij| < |ai;| + |bi;]

Par définition de N(A) et de N(B) : |a;; + b; ;] < % + @

En passant au sup :  sup |a;; + b ;| < @ + @

(i,9)€[1,n]?

Et en multipliant par n : N(A+ B) < N(A) + N(B)

N(A) >0
e On adonc: V(A,B) € E? , VAeR, NAA) = [AIN(4) donc | N est une norme sur E |
N(A)=0= A =0y

N(A+B) < N(A)+ N(B)
2) Soit A= (a;;) € E, B= (b;;) € E. On pose C = AB = (¢; ;)
Alors ¢; ; = Z a; kb ;
En utlllsant la deﬁnltlon de N(A) et de N(B) et l'ingalité triangulaire.
lcis] < Z ik be | < Z N(A N( ) _ nN(A)]QV(B) _ N(AN(B)

n n

Donc n |c”| < N(A)N(B) En passant au sup on a : N(C) < N(A)N(B)

Donc |V(A, B) € E* , N(AB) < N(A)N(B)

EXERCICE 3 : e3A PC 2020 exercice 5

1°) Soit (P,Q, R) € E3 et A € R. Alors :
i) <P,Q+AR>
= P)(Q() + AR(1)) + P/(1)(@(1) + AR'(1)) + P'(1)(Q"(1) + AR'(1)
= P(Q(1) + P'(Q'(1) + P'(1)Q"(1) + AIP(DR(1) + P(1)R'(1) + P"(1) R"(1)]
=< P,Q>+A<P,R>
ii) < P,Q >=< @, P > de maniére directe.
iii) < P,P >= P(1)? + P'(1)? + P"(1)* > 0
iv) Sion écrit P =a+b(X —1) +¢(X —1)? (dans la base (1, X —1,(X —1)?) alors : P'(X) =b+2¢(X — 1)
et P"(X)=2cdonc P(1) =a, P'(1)=b, P"(1) =2c:



<PP>=0=a*+b0+(200)=0=>a=b=2c=0= P =0g (somme de termes positifs nulle)

i) < PQ+AR>=<P,QQ >+A< PR >
i) < P,Q >=< Q,P >

iii) < P,P >>0

iw) < P,P>=0= P =0g

On a donc: V(P,Q,R) € E3 VAeER ,

Donc ’ <, > définit bien un produit scalaire sur E‘

2°) La base du 1°) (au point iii)) semble indiquée. On pose : Qy =1, Q1 = X — 1 et Qy = (X — 1)?
Alors : Q;=0,Q1=1,0Q,=2(X—-1),Q5=0,Q =0et Q) =2

On a donc: < Qp, @1 >=1.0+0.04+0.0=0
<@y, Q2 >=104+0.04+00=0 , <@y, Q2>=10+0.0+00=0, <@1,Q2>=00+1.04+0.0=0
La base (Qo, Q1,Q2) est donc orthogonale. On va la normalisée.
<QuQo>=11+004+00=1, <Q1,Q1>=00+11+00=1, <Qs,Qs>=00+00+22=4

_1)\2
Onpose Pp=Qo=1, P =Q1 =X —let P, = o= = XU

Alors | (Po, P, Py) = (1, X — 1, (X;1)2) est une base orthonormale de F

3°) On note U* le projeté orthogonale de U sur R;[X].
Par la formule de projection orthogonal, comme (P, P;) est une base orthonormale de R;[X] (cf 2°)), on a :
Ult=<U,Py>P+<UP >P,
Ona: U=X?2-4U =2XetU" =2
Donc < U, Py >=—-31420+00=-3, <U, P, >=-30+21+00=2
Alors Ut = —3Py+2P = -3 +2(X -1)=2X -5
On sait aussi que la distance de U & R;[X] est donnée par d = /< U — U+, U — U+ >
U-Ut=(X2-4)-(2X-5)=X?-2X+1=(X-1)?*=@Q
On a déja calculer : < Q1, Q1 >=4, donc d = /4 =2

La distance de U a R;[X] est donc égale a 2.

4°) a) L’application qui & P € E associe P(1) est une forme linéaire non nulle dont H est le noyau. On
en déduit que H est un hyperplan de E de dimension dim(E) —1=3—1=2.

’H est un sous espace vectoriel de £ de dimension 2.‘

4°) b) Py et P, sont dans H car P;(1) = P»(1) = 0 et comme H est de dimension 2 et que (P, P) est
libre alors : (P;, P») est une base orthonormale de H.
Par le théoréme de projection orthogonale : VP € E | ¢o(P) =< P,P, > P+ < P,P, > P,
<1,P>=10+004+00=0, <1,P >=10+0.0+0.1 =0 donc (1) = 0
<X,PL>=10+11400=1,< X, P,>=10+10+01=0donc p(X)=P =X -1
< X2 P >=10421+420=2 < X2 P, >=1.0+2.0+21=2
done p(X?) = 2P, + 2P, = 2(X — 1) + (X — 1) = X2 — 1X

0 -1 -1
La matrice de ¢ relativement & B est donc [0 1 0
0 0 1




Exercice 4 : ccINP MP 2025, mathématiques 2, exercice 2

1) On calcul P, = 2XP, — Py =2X? — 1
Montrons par récurrence sur n € N* que : HR,, < P, est de degré n de coefficient dominant 271
Initialisation : Evident puisque P, = X =271 X et P, =2X? -1 =2%"1X2 -1

Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang n et au rang n + 1 et on la montre au rang n + 2
Alors P, n+2 =2X Pn+1 — Pn = QXPTH_l — PTL
~—~— ~— —_—— =~

deg=n+1  deg=n deg=1+n+1 deg=n
On a alors deg(P,.2) = n + 2 et le coefficient dominant vaut 2 x (coeff dom. deP, ;) = 2 x 2n1-1 = gn+2-1
On a bien la propriété au rang n + 2

Conclusion : Vn € N* | P, est de degré n de coefficient dominant 27!

Comme F, = 1 alors on peut conclure :

Vn € N, deg(P,) =n , Vn € N* le coefficient dominant de P, vaut 2"*

’ et le coefficient dominant de P, vaut 1

2) Montrons par récurrence sur n € N que : Vn € NV € R P,(cos()) = cos(nb)
Initialisation : Pour n = 0 cos(00) = 1 = Py(cos(0)) et pour n =1 cos(1.0) =1 = Pi(cos(f))

Hérédité : On a la formule trigonométrique : cos((n + 2)0) + cos(nf) = 2cos(8)cos((n + 1)6)
Si on suppose HR,, et HR,, 1 alors :
cos((n+2)0) + P,(cos(0)) = 2cos(0) P,+1(cos()) donc :
cos((n + 2)0) = 2cos(0) Pyy1(cos(0)) — Py(cos(0)) = Pnya(cos(0))
Et on a bien HR,, .o

Conclusion : on a montrer que : |Vn € NVO € R P,(cos(0)) = cos(nf)

PHQ()
3) On considére < P,Q >= f i dt

Comme t — arcos(t) est une leeCtIOIl, de classe C*t, de | — 1,1[ vers ]0, 7], alors on peut effectuer dans
I'intégrale < P,@Q > le changement de vriable C! bijectif : 0 = arccos(t)
On a alors : df = \/1_—_17(115 et t = cos(6)

Alors < P, > est de méme nature que : [ P(cos(0))Q(cos(#))df qui est I'intégrale d’une fonction continue

sur un segment.

On en déduit : ’< PQ > convergente.‘

4) On pose E = Ri[X]. Soit P,Q,R € E et A € R. Alors :
i) < P,Q >) =< @, P > évident par commutativité du produit
i) < P+AQ, R > < P,R > +) < @, R > par linéarité de l'intégrale puisque les intégrales sont convergentes

iii) < P,p >= fp(t)dtetcommthE]—l 1] j%>0a]ors<PP>>0



1
V) <P,P>=0= [ F\;(fli:l; = 0, on a l'intégrale d’une fonction positive et continue sur | — 1; 1 donc, par le
S

théoréme de l'intégrale nulle généralisée

Wt €] — 1,1 2L =0 et done P(t) =0 sur ] — 1;1]

Comme P est un polynéme ayant une infinité de racine, alors P est le polynéome nul et donc P = O

On a donc, d’aprés les points 1),ii),iii),iv), que : | <,> est un produit scalaire sur F = Ry[X]

5) Comme : cos(nb)cos(mb) = L (cos((n +m)f) + cos((n — m)d))

™

Donc [ cos(nf)cos(mb)dd = 3 (fcos((n +m)0)dl + fcos((n - m)@)d@)

0 0

Mais, si k € N* : [ cos(k#)df = [“”—,@]3 =0
0

On distingue donc trois cas :

Cas1l:n#m
Alorsn—m #0et n+m >0 et n# m donne n+m #0

On en déduit [ cos(nf)cos(mb)df =0
0

i Cas2:n=m=0 i
[ cos(nf)cos(mb)df = [ 1d ==
0 0

Cas3:n=m>0

™

[ cos(nf)cos(mb)dd = %(fcos((?n)@)d@ + [ 1d9> =Zcarn+m=2n>0
0 0 0

sin#m

Bilan : |V(n,m) € N? | [ cos(nf)cos(mb)df =
0

sin=m=20

vy ) O

sin=m#0

6) Si on reproduit le changement de variable de la question Q2) on trouve : < P, P, >= [ P,(cos(f))Pp,(cos(f))c

0
Avec la question Q5) on peut donc affirmer que la famille (P, P, ..., Px) est orthogonale de R;[X]. Comme
son cardinal vaut dim(Rg[X]) = k + 1 alors c’est une base orthogonale de Ry [X].

On peut normer cette famille avec la question 5) et on obtient :

<%, \/3?, ‘/3?, ey ‘6?“) est une base de R;[X] pour <, >




Exercice 5 : Centrale PSI 2025, mathématiques 1, début

Q1) Notons [AX]; le iéme coefficient de AX. Alors : [AX]; = > a; 2 =< L;, X >
j=1
Par Cauchy-Schwarz : |< L;, X >| <||L|| || X]| = || Li|]| < M
=1
n 2 n
Alors : [|JAX|]P = 3 (< Li, X >) < 32 M? = nM?
z‘:lT i=1

En prenant la racine : | ||AX|| < /nM

(Q2) e L’ensemble {||AX]|| , X € R", ||X]|| = 1} est non vide (il y a au moins un vecteur de norme 1 dans
R™ puisque n > 1) et majorée par la question Q1), donc on peut prendre son sup et donc N(A) est définie
pour tout A € M, (R).

L’application N est bien définie sur LM, (R).

X

. |AXo|| _ 0

e Si Xy # Ogn alors HXo(\)I =||A %ol
——"

de norme 1

(UIAXI, X € R J1X) = 1) = (14Xl Xo € B, an 0} et done : | N(4) = sup il
0#£0

donc :

Q3) Déja, pour commencer, on remarque que N est une application de M, (R) dans Rt (sup d’un ensemble
de valeurs positives).

Soit (A, B) € M,(R) et A € R,

) NO) = sup [MX]|= sup (IAX] =] sup [[AX]], done NO) = N N(4)

1] =1 1X1= =
i) N(A) =0

= sup [|[AX]||=0
=t

= sup ol =0

= VX #£0, Lzl — 0

:>VX07£O, AXQZO
= VXy € M,1(R), AX, =0 (résultat évident pour X, = 0)
= A=0

iii) Si ||X|| =1 alors : ||[(A+ B)X|| = ||AX + BX|| < ||AX|| + ||BX]|| < N(A) + N(B)
On passe au sup sur les X de normes 1 et ona: N(A+ B) < N(A) + N(B)

N(XA) = [N\ N(A)
On a donc : V(A, B) € M,(R)* , YA€ R, { N(A) =0= A= 0p,® et donc :
N(A+ B) < N(A)+ N(B)

N est une norme sur M,(R)




Osii>j

.7 ,alors N#0et S(N) =0, donc :
1sijg>u

Q4) Soit N = (n;;) avec n; ; = {

S n’est pas une norme sur M, (R)

Q5) On pose § = max |04
Si X = (x1,...,2,) de norme 1. Alors AX = (0121, ..., 0p2,) donc

1AX]| = @539@% < @5%3 <
=1 =1

n

02y al =96

En passant au sup on a : N(A) < 6.
Comme § est un max, il est atteint en ig. Alors AE;, = §;, donc ||AE; || = |6;,| =9
Comme ||E;, || =1 alors N(A) > §
N(A) >0
N(A) <9

Bilan : | N(A) = max |d;]

1<i<n

donc N(A) =6.

Q6) L’application N : X + ||AX]|| est une application continue sur le fermé bornée {X | || X]|| = 1}
(sphére unité), donc est bornée et atteint ses bornes, donc le sup définissant N(A) est un max.

Donc : | N(A) = max ||AX]|

[1X[=1

Q7) Si X est nulle alors ||[AX]|| =0 < N(A) || X]|

Si X est non nulle : ‘ﬁ“ < N(A) = ko |JAX]] < N(A) = [|JAX]| < N(4) ||X]|

Bilan : |VX € R, ||[AX]|| < N(A)||X]|

Q8) Soit X € R, ||X|| = 1. On utilise Q7)
Alors |[(AB)X]| = [|A(BX)[| < N(A)[|BX]| < N(A)N(B) puisque [[BX|| < N(B)
En passant au sup sur X de norme 1, on a: | N(AB) < N(A)N(B)

Q9) C; = AE; et ||AE;|| < N(A) (puisque E; est de norme 1), donc ||C;|| < N(A)
En passant au max sur ¢ € [1,n] on a: max [|Ci|] < N(A)

Q10) e Soit X = (xy,...,x,) de norme 1.
Si A a toute ses colonnes nulle sauf la derniére, alors AX = ,C,, donc ||AX]|| = ||2,Cul| = |z [|Cul] <
~—

<[IX[l=1
|1l
En passant au sup sur X de norme 1, on a : N(A) < |[|C,]|
Avec Q9) on a : max [|Cif| = |G| < N(4)

Par double inégalité on a donc :

Si A a toute ses colonnes nulles sauf la derniére alors : N(A) = ||C,.||
00 O
e On en déduit que : [si A= |0 0 —1| alors N(A) =+/2
0 0 1




