PSI* 2025-2026, Mathématiques DS n°3 TYPE 2 : Correction
Questions de cours

Q1) Soit (fn)nen une suite de fonction de I dans K et f une fonction de I dans K. Alors :

e on dit que la suite de fonctions (f,),eny converge simplement vers la fonction f
si et seulement si Vt € I | liI_I'_l fult) = f(2)
n——+0oo

e on dit que la suite de fonctions (f,),eny converge uniformément vers la fonction f
siet seulement siVe >0, Ing e N, Vne N, n>no=Vtel, [f(t)— fult)| <e

Q2) Soit > f, une série de fonctions de I dans K. Alors :
chaque fonction f,, est de classe C* sur [
la série de fonctions Y f,, converge simplement vers S sur [

la série de fonctions ) f! converge uniformément sur /
+o00
la fonction somme S = Y f, est de classe C' sur [

= oo n=0
S'=> I
n=0
Q3) a) Soit (2 une partie d’'un espace vectoriel normé (£, N). Alors, on dit que :
2 est un ouvert de (E, N) si et seulement siVw € Q, Ir >0, Bw,r)={r € E, Nz—w)<r} C A

Q3) b) On pose V(z,y) € R? | g(z,y) =y — 2* — 1.
On définit alors une fonction continue telle que B = g~!(] — 0o, 0])
Comme 'image réciproque d’un ouvert par une application continue sur R? est un ouvert de R? on en

déduit que | B est une partie ouverte de R?

Q3) ¢) ® On remarque que Vy > 2, (0,y) € A et comme ||(0,y)]], 7, oo
y——+00

alors on a que : | A n’est pas bornée.‘

e Onpose: p:x € R+ 1+ 22
Alors on remarque que : A= {(z,y) € R?* | y > ¢(z)}
On a de plus ¢ est C? sur Ret Vo € R, ¢"(x) =2 > 0, donc ¢ est convexe sur R.

Soit (z,y) € A, («/,y') € Aet X €0,1].
On pose (X,Y) = Az,y)+ (1 = N)(2",y/) etonadonc X = Az + (1 - ANz’ et Y =y + (1 = Ny

o(X) =pAx+ (1 = N)a') < Xp(z) + (1 — N)p(2’) car p convexe.
< AYy+(1—=Ny car (z,y) € Aet (2/,y') € Adonc p(z) <yet p(a') <y
=Y par définition de Y
On a donc (X,Y) € A
On adonc: Y(z,y) € A, Y(2',y) € A, VAER, ANz,y)+ (1 =N (2/,y) € A

Par définition de convexité on a donc : | A est un convexe. |




Exercice 1

1) e Pour z > 0: fu(v) ~ =575
Comme ) 75 est une série de Riemann absolument convergente, alors, par équivalent ) f, () est
convergente.

e Pour z =0: f,(0) =0, donc > f,(0) est convergente.

e On a donc : Vx € [0,400[, > fn(x) est convergente donc :

(>_ fn) converge simplement sur [0, +oo|

2) a) Soit x € [0, M] et n € N*
On a: |fu(2)l = Zrm < \/ﬁ(]gw) < % =
On en déduit : 0 < ||fn\|([i’M] < ,% avec || fn| ([i’M] = s[up | | fu(2)]
ze[0,M

|[07M]

Comme Y — est une série de Riemann convergente alors, par comparaison : y_ || f»| est convergente.

On en déduit, par définition, que : | > f,, converge normalement sur [0, M]

2) b) On remarque que : f,(n) = T = ﬁﬁ

Don, si on pose : [|f,||27 = sup |fu(z)], alors : || £,]|9F0 > f(n) = s >0
2€[0,+00[

. . . 0, .
Comme ) ﬁﬁ est une série divergente, alors, par comparaison : »_ || anLOJrOO[ est divergente et donc

>~ fn ne converge pas normalement sur [0, +00]

3) a) Les f,, sont de classe C'! sur [0, +oo[ et Vo >0, f/(z) = \/iﬁ(f;fi;f = \/Lﬁ(zfn)Q = (Iﬁ)Q

On a alors : |f/(z)] < ¥ = -1,
Donc, si on pose : || f3]|%"1 = sup | f1(x)], alors : 0 <[ f3]|%:F>1 <
z€[0,+00[

Comme ) # est une série de Riemann convergente, alors, par comparaison, on a : » HfT’LHLOO’*OO
convergente et donc (> f) converge uniformément sur [0, +00]

1
372

[ est

chaque f,, est de classe C! sur [0, +o0]
On a alors : { > f,, converge simplement vers f sur [0, +oo|

> f! converge normalement et donc uniformément sur [0, +-00|
On peut donc appliquer le théoréme de dérivation des séries de fonctions et on en déduit que :

f est de classe C! sur [0, +o0|

“+o0 —+o00
3) b) La suite du théoréme du a) donne : Vo >0, f'(x) = > fl(z) = > (I‘J{Z)Q >0
n=1 n=1

Comme f'(x) > 0 sur [0, 400 on en déduit : | f est croissante sur [0, +-o00[

4)a)exy>n>1
=x9+x9>2To+n>0
= _1 > 1 5 20 > @ _1

ro+n — 2xq ro+n — 2xg 2



+
e Alors f(xg) = i; m

n
Comme \/E(xg%) > 0, on peut supprimer des termes de la somme et avoir : f(xg) > ; \/E(x2+k)

X
Comme k£ < n alors ﬂ > + et on a alors : f(zg) > ; m

n
On utilise maintenant I'inégalité montrer au point précédent et on a : f(zg) > > ﬁ
k=1

eOnadonc: |Vne N VypeR, zp>n>1, f(xo)zkzzzlﬁ

4) b) e f est croissante sur [0,4+o00[ donc lim f(z) existe dans [0, +o00[U{+00}

T—r+00

Posons alors A = lim f(x)
T——+00

%|H

Avec le 4) a) Comme f est croissante, on a : A > f(xq) > Z

: " 1
Donc : Vn € N ’/\21;12\/%

n
Mais comme ) | \/LE est une série de Riemann divergente, & termes positifs : lim ) ﬁ = 400

n——+00 E—1

Donc A > +oo et donc A = +oc0

On a donc : mgrfoof(a:) = 400

( ) _
5) ¢ On a pour z > 0 : Z f(z+n)
On pose : Vn € N* | J [ xoo[ N 1
vn(z+n)

Alors L&) — Z ()

eOna:vVr>0, 0<g,(z)= \/ﬁ(i+n) < \/ﬁ(111+0) — #

Done, si on pose : [lgallie™ = sup |ga(2)], alors 0 < []gal| 3" < Sz

z€[0,+00[
C > i est crie de Ri te, al ' 2 2 Mgnl 57
omme ) —7 est une série de Riemann convergente, alors, par comparaison, on a : Gnlls
convergente et donc (> g,) converge uniformément sur [0, +00|

[ est

VYn e N* | lim g¢,(x)=0
On a alors : z—r+o0

>~ gn converge uniformément sur [0, +-00|
On peut donc appliquer le théoréme de la double limite et on a :

I (@) I +o00 , +o0o
L L Z gn(2) = glxirpwgn(x) = ;0 =0
Donc : | lim & =9
z—+oco *




Exercice 2 : e3A MP math 2021 Exercice 1

1.) Clairement f et les fonctions f, sont continues sur ]0, 1], comme produits et sommes de fonctions
continues. Il reste a voir la continuité en 0.

Pour z €]0,1] , f(z) = 27" = exp(—=zin(x)), mais on sait d’aprés le cours que zin(x) — 0, donc,
z—
par continuité de exp en 0 : hl’r(l) f(z) = exp(0) =1 = f(0). On en déduit que f est continue en 0.
z—
Grace a cette limite du cours, on a aussi, pour tout n € N* : 1irr[1) fn(x) =0= f,(0) donc f, est continue
z—

en 0.
Pour fy il n’y a pas de probléme.

Bilan : ’ f et toutes les fonctions f,, sont continues sur / ‘

2) ePourxeletx#0

o falz) = > (_711!)" (xln(x))" = > (_le#, on reconnait la série exponentielle (série entiére de rayon
n>0 n>0 n>0
(="

de convergence +00). On a alors : ) ~——(zIn(x))" = exp(—zin(r)) = f(x)
n>0

ePourz=0: > f,(0)=140+---4+0+---=1= f(0)

n>0

eOnadonc: Vxel, > fulx)= f(x) et donc:

n>0

la séries de fonctions > f, converge simplement sur I vers f.
n>0

3.) Par limite du cours, ¢ est prolongeable par continuité en 0.
On notera encore ¢ ce prolongement obtenu en posant ¢(0) = 0

z |0 2 1
¢'(z) - +

De plus ¢ est dérivable sur |0, 1] et Va €]0, 1], ¢'(x) = In(x)+1, on a donc : 0 0
() N

4.) Pour z €]0,1] , M = [n(x) — —o0. @ n’est pas dérivable en 0, mais il y a une tangente
z—0 z—0 ¥

verticale.
¢'(1) =1, p(1) = 0 donc la droite d’équation y = = — 1 est tangente & la représentation graphique de ¢
au point (1,0)




5.) |fa(2)] = 5 ((2))"

Donc, grace au tableau de variation de ¢, on remarque que : ||f||_ = sup|f(t)| = =
tel

enn!

Comme on reconnait la série exponentielle on a ) || f||,, qui est convergente, donc, par définition :

> fn converge normalement sur [
n>0

6.a) Soit x € R fixé, étudions la convergence de I'(z).
Comme t — t* et est continue sur |0, +oo[ alors, il y a éventuellement probléme pour l'intégrale aux
bornes 0 et +oo.

eEn(: t*let ~ t1 - > 0 donc par la régle de I'équivalent pour les intégrales de fonctions positives
1

on a: [t*"e7'dt de méme nature que [ zdt qui est une intégrale de Riemann convergente si et
0

0
seulementsil —z <1< 2>0

1
Donc [t*te 'dt est convergente si et seulement si z > (

. . r—1 o _
e En +00 : Par comparaison exp-puissance : £ = ¢#Hle=t 5 () donc t*let = = o()
2 t—+o00

Mais t — t% est intégrable sur [1, +o0o[ donc par négligeabilité ¢ — t*~ e est intégrable sur [1, +oo|.

o
Donc [ t*“'e~!dt est convergente.

1 00
o [t*le7ldt et [ t*"'e~'dt sont convergente si et seulement si x > 0 donc :
0

Le domaine de définition de I" est donc D =|0, +00]

6.b) e Soit = € D. Soit € > 0 et A > 0. Alors par intégration par partie :
A A
[t tetdt = [Ee ]2 + [Cetdt

Comme z > 0 : lim Le~* = 0, de plus, par comparaison exp-puissance : lim Ze~* = 0. On a donc,
e—0t+ T A—too T
comme x et x + 1 sont dans D : ['(z) = w
+oo
o'(1)= [ eld=[-€e"g*=1
0
e Montrons par récurrence sur n que : Yn € N | I'(n+ 1) = n!

Initialisation au rang 0 : I'(0+1) =I'(1) =1 = (0+ 1)! c’est bon

Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang n et on la montre au rang n + 1.

OnadoncI'(n+1) =n!. Maisonavu: I'(n+1)+1) =T'(n+2) = (n+1)I'(n+1) = (n+1)n! = (n+1)!
On a donc la propriété au rang n + 1.

ou encore I'(z + 1) = z['(x)

Conclusion : |Vn e N, I'(n+1) =




7.) Comme ¢ — —In(t) est une bijection de classe C! de ]0, 1] dans ]0, +o00c], on peut effectuer dans
J,, le changement de variable C! bijectif : u = —In(t) < t = ¢ (qui donne dt = —e“du)
Alors J,, est de méme nature que :

+00 . +o00 1y +o0
K,= [ —(_n!) (—ue™)"e du = [ —(_n!) (—1)rure(Hugy, = = ure~(ntugy,
0 0 0
On effectue maintenant le changement de variable C* bijectif v = (n+ 1)u, on a K,, de méme nature
+00 +0o0
. _ 1 v” —v_dv  __ 1 1 n+l-1_—v _ 1 1
que : Ln = | Gie " ni = mri o bf Ve dy = gy e L (0 1)
Comme I',, est convergente alors L,,, K, et J, sont convergentes et J, = K,, = L,, = ﬁmf(njL 1)
On sait que : I'(n + 1) = n! il reste : |VYn € N* | J,, est convergente et J,, = W
1 1 +o00
) J = [ @t = [ 5 fu(o)i
0 0 n=

chaque f,, est continue sur [

Comme 2;0 Jfn converge normalement et donc uniformément vers f sur I alors. on peut utiliser le
n=z
I est un segment,

théoréme d’intégration terme a terme pour une série de fonctions sur un segment. On a alors :

1 400 “+o00 1
J= [ ful)dt =32 [ fu(t)dt
0 n=0 n=00
+o00 “+o00o
On utilise alors la question 7.) et on obtient : J = Zo W = 21 =
n= n=
+o00
Bilan, on a: |J =) =
n=1
X 1 = = 1 1 1 1 +1 1
— — | = . — — no —
9) ‘J nz:::[ nt| n:%oj‘i’l nw S n:%oj‘Fl (n()+1)n o (n0+1)n0+1 1_n01+1 B (n0+1)n0+1 o o nO(nOJ"l)nO

9
S~ L est une valeur approchée de J a 1075 de maniére certaine, mais on peut sans doutes faire

Mais I’énoncé ne demande pas le meilleure ngy possible.

En fait ng = 7 convient aussi (de maniére moins évident), maist on peut-étre faire mieux, avec une
meilleure majoration que ci-dessus...



Exercice 3 : fonction ( et ( alternée : d’aprés e3a PC 2017

1°) {(x) étant une série de Riemann, on sait, d’aprés le cours, qu’elle converge si et seulement si z > 1.

L’ensemble de définition de la fonction ¢ est donc |1, +o00]

2°) Posons : Vn € N* | an||£i’+oo[ = sup | fu(7)|
r>a

Comme z — an est décroissante sur ]0, 00| alors : ||fn||£i’+°°[ = L

e
Comme a > 1,0na )y, ]\fn]][o(g+°°[ = > - qui est convergente, et donc Y- f,, converge normalement vers
¢ sur [a, 400l
La convergence normale impliquant la convergence uniforme, > f,, converge uniformément vers ¢ sur
0, +oc

chaque f, est continue sur [a, +00]

On a: ) ) +oo
> fn converge uniformément vers ( = > f,
n=1

Donc par le théoréme de continuité des séries de fonctions, on a : |{ continue sur [a, +00]

Comme | [a, +oo[=]1, +o0, on a alors : | est continue sur |1, +00]
a>1

3°) a) On remarque que les fonctions f, sont C* sur |1,+oo[ et qu'on peut donc les dériver
indéfiniment. .
Montrons alors, par récurrence sur k, que : Vn € N* | Vk € N* | Vx €]1, 400, fT(Lk)(x) = (Sin()

Initialisation :
fa(z) = & = exp(—xln(n)), donc si on dérive : f(z) = fél)(x) = —In(n)exp(—xiln(n)) = =22
On a donc bien le résultat au rang k£ = 1.

Hérédité : On suppose le résultat au rang k: fék)(x) = (_hfl%))k

Alors = fi () = (117 (2)) = (<) (~In(m) s = S
On a bien le résultat au rang k + 1.

Conclusion : |Vn € N* | Vk € N* | Va €]1, +o0[ , ék)(x) _ (=ln(n)*

n:c

3°) b) e Fixons a > 1 et k € N* et prenons b €]1,af.

— (z:ﬁl)i — 0O car z — b > 0 puisque = > a et
n—-+oo

59 ()
1

nb

Alors : Vi € [0;k — 1] , Yz € [a,+o0| ,

b < a et par comparaison exp-puissance.

On en déduit f” (z) = o(5).

Mais b > 1 et # est une série a termes positifs convergente d’aprés Riemann.
Par négligeabilité on en déduit donc que > f,gi)(x) est convergente.

On a donc démontré la convergence simple sur [a, +oo[ des > £ pour i € [0; k — 1].

e Pour z € [a,+oo[ona: 0< £® (m)‘ < W) o s = est décroissante sur |1, +00]

na
[a,+00]
On en déduit : ‘ ) < (l"fﬁ))k
o
[a,+o0]
On a vu ci-dessus que ) | (1717(1_2)% était convergente, donc par comparaison Y | ‘ fék) est convergente
o0

et 3 f%) converge normalement (et donc uniformément) sur [a, +oc|.



les fonctions f,, sont de classe C* sur [a, +00]
e Onadonc: (Vie [0;k—1], 3 f9 converge simplement sur [a, +oo]

> £ converge uniformément sur [a, +00[
Par la généralisation du théoréme de dérivation des séries de fonctions, on en déduit que ( est de classe

+00 . +00 i
C* sur [a, +oo| et que Vi € [0;:k] , Va € [a,+oo[ , (D(z) =3 fi(z) = 3 Elnln)"
n=1

nac
n=1

e Comme ce résultat est valable pour tout k € N*, alors on peut passer a ¢ est C* sur [a, +00].

e Comme ce résultat est valable pour tout a > 1 et que I =|1,4+o00[= | [a,+oc], alors on peut

a>1
passer a ¢ est C*° sur |1, 4o00].
+o00
e Bilan : | est C* sur |1, 400 et Vk € N, Vo €]1, +oo[ , (F(z) = = (_ZZ#
n=1

+oo
4°) D’aprés le 3°)b) : Vo > 1, ('(z) = > _l"(") < 0, donc | ¢ est décroissante sur |1, +oo]

n=1

5°) a) C est décroissante et positive sur |1, +oc[, donc, par le théoréme de la limite monotone, on a :

’C admet une limite finie en +oo‘

oo oo
5°) b).g(x):21%:1+2%21, donc ((x) > 1

n=
——
>0
N 1 +o00 L
e ((z)=2 =+ > =
n=1 n=N+1
Mais, pour x > 2, on a : n—lz <2 =3, donc en utilisant cette inégalité¢ dans la deuxiéme somme :

c<>gé%+ S L

n=N+1
N +00
Bilan : |Vz > 2, VN € N* | 1<§()§an > 5
n=1 n=N+1
5°) ¢) Notons A = lir}rﬂ ((x). (existe d’aprés le a))
T—r+00
Soit € > 0;r N
Comme ) # est le reste d’une série convergente alors IN e N* |, 0 < > # <e

N
En reportant dans linégalité du b) : 1 < ((z) <1+ > = +¢
n=2

N étant fixé, on fait tendre z vers +o00, et comme ni —+> 0 (puisque n > 1, c’est pour ¢a que l'on a
n—-+0oo

séparé le casn =1) onen déduit : 1 <A< 1+¢
On utilise aussi que la somme est finie.
Comme ce résultat est vraie pour tout € > 0 alors A =1

Bilan : | lim ((x) =

Tr——+00




6°) t — 7 est décroissante sur [n,n + 1] donc : Vt € [n,n+1] m < 7 < oo

n+1
1 1 1
(nt+1)T+0 S f t1+hdt § nith
n

On somme, pour n variant de n =1aN:
N n+l

Z(71-1—11+’L<Z ftl dt<z 1+h

Relatlon de Chasles et changement d’indice dans la premiére somme :

N+l N+1

Z nith S f t1+hdt< Z 1+h

n=2 1

Comme l'intégrale est Convergente (1+h > 1) et que les séries convergent, en faisant tendre N vers 400

On intégre sur [n,n + 1] :

C(14+h)—-1< ftl rdt < ((1+h)

En calculant I’ mtegrale

C(l—{-h) —1< [ T h+1t 1- h+1]+oo < C<1+h)

= ((1+h)—1< 3 <((1+h)

:>%§§(1+h)§,—11+1

=1<h(1+h)<1+h

Donc, par encadrement h((1+ h) — 1 et donc, pour h au voisinage de 0 : ((1+h) ~ +

Pour = au voisinage de z =1 : ((z) ~ -5

7) ¥
gn : 0,40 — R

t — )

n<x

8°) a) Posons : Vn € N* |

n

Alors, pour & > 0, |g,(x)| = = donc la suite (|g,(x)])nen- est décroissante et de limite nulle. Comme
la série > g,(x) est alternée, on peut utiliser le théoréme spéciale et on en déduit : Y g,(z) convergente.

F est bien définie sur |0, +00]




8°) b) Soit a > 0. En utilisant encore le théoréme spécial on a :

Ve >a, ’F(x) — né::lgn(x)

< |gnsa(z)] = (n+11)'"” < (n+11)a

N

Comme lim m =0, alors, on a que la convergence de ) g, vers F' est uniforme sur [a, +oo.
n—-+o0o —1

n
Comme de plus, les g, sont continue, on en déduit alors, par le théoréme de continuité des séries de
fonctions que : F est continue sur [a, +0o0].

Comme ce résultat est vrai pour tout a > 0, alors : | F' est continue sur |0, +oo|

8°) ¢) Pour x > 1, les deux fonctions sont définies et donc toutes les séries convergent.

= 1H(-1)"
(@) + F(x) = 3 = Z( —Z e
n=1
Mais 1+ (—1)" —251nest pair (n—Qk) et 1+ (—1)" =0 sin est impair.

Donc ¢(z) + F(x) = Z e = > Z L =2((x)

On a donc : |Vz > 1, ((z) + F(z) = 2'7*((x)

8°) d) Du ¢) on déduit : F(z) = (2% — 1)((x)
Mais on sait que lirf ((x) =1 (5°)¢)), et que lim 2% =0donc: | lim F(z)= -1
T—r+00 T

—+00 T—+00
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