PSI* 2025-2026

Correction du devoir a la maison de Mathématiques n°6

EXERCICE 1 : Suite et série de fonctions

1°)eSiz =0, fo(z) = fu(0)=0 — 0

n—-4o00

e Six#0, fu(x) - 0 par comparaison exp-puissance (car z2 > 0)
n—-+00o

Bilan : | La suite (f,,)nen converge simplement vers la fonction nulle sur R.

2°) @ Sin =0, la fonction f, est nulle sur R. L’étude est donc déja faite.
e Sin#0: f,est de classe O sur R et Vo >0, f'(z) = ne ™ + nz(—2nz)e ™" = ne (1 — 2nz?)
On a donc le tableau de variations suivant :

i
fa(2) + 0 -
Tl ) F(h) = /Fe 2
ful2) /! N
0 0
3°) Comme les fonctions f, sont impaires, on déduit du tableau de variations du 2°) que :
[falle =sup (O] = /e 2 oo

La convergence de (f,),eny vers f n’est donc pas uniforme sur R.
S

4°) Soita>0,comme\/é — 0,alors INEN, Vn >N, a>

2n pnostoo - Van
Pour n > N on a donc f,, décroissante sur [a, +00| et donc :
a,T0o0 —na?
£l = sup [f(0)] = fala) = nae™" — 0
tefa,+oo| n——+00

La convergence de (f,,)nen vers f est donc donc uniforme sur [a, +oo.

+oo
5°) @ Siz =0, f,(z) = f,(0) =0 donc la série S(z) = > fn(x) est convergente.
n=0

o Siz # 0alors &2 — pdze*® 5 0 par comparaison exponentielle-puissance et donc f,(z) = o(=5).

n2 n—-+0o
Comme, de plus, Z nlz est une série de Riemann absolument convergente alors, par négligeabilité on a

+o0o
S(x) =Y fu(z) qui est convergente.
n=0

Bilan : |Le domaine de définition de S est R. |

6°) Comme ||f,||,, = sup|f(?)] -, T alors la série ) || f,||, est grossiérement divergente et donc

la série de fonction ) f, n’est pas normalement convergente sur R

7°) Comme ) | an]|£i’+°°[ =Y fu(a) est convergente (a est dans le domaine de S), alors la série de fonction
>~ fn converge normalement vers S sur [a, +oo[
Comme de plus, chaque fonction f, est continue sur [a, +00[, alors, par le théoréme de continuité des séries
de fonctions, on a : S est continue sur [a, +00|

Comme | [a, +00[=]0, +o0], alors S est continue sur |0, +o00[
a>0

Comme de plus, S est impaire, alors : ’S est continue sur R*
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8°) Soit a > 0 et > a. Alors :
chaque f,, est continue sur [a, +00[

la série de fonction Z fn(z) converge normalement, donc uniformément vers f sur [a, +o0]

On peut donc ut1hser 1e theoreme d intégration terme a terme d’une série de fonctions sur un segment et on

a:fSt fon ffn

a n=0 n=0a
d 7nt2d efnt2 T Too efna2 efn;c2 1 T 7012 n 1 733 n
DOﬂCfS(t)t=ant6 sz[—z]a=2[2 —S5l=s (@) =3 Z( )
a n=0q n=0 n=0 n=0
On a pu couper en deux séries car elles sont convergentes puisque ce sont des séries geometrlques convergentes

(|raison|<1)

= —a?\n __ 1 td A = —z2\n __ 1
;::O(e = — = et de méme nzzjo(e = —
Alors : fS =il - =l

Cette expression permet de voir que S est de classe C™ sur [a, +oo[ puisqu’une de ses primitives l'est.

En dérivant I'expression ci-dessus on obtient :

2
_ re " _ e " _ 1 _ T
Ve >a, S(Jf) =0+ (1—e—22)2 x(e—z2/2(€z2/2,eﬁ:2/2))2 - 'T;(Zsh(gcz/2))2 T 4sh?(2?/2)

Comme cette expression est valable pour tout z > a et pour tout a > 0, elle est valable sur |0, +00[, puis
par parité elle est valable sur R*

0 ix =0
On a donc : |S(z) = N S?x
m Slx?éo

Remarque : on peut déduire de cette expression que f n’est pas continue en 0.

EXERCICE 2 : Exercice oral ccINP 2025
1) Soit X = (z,y) e E,Y = (2/,¢) € Eet A€ R.

e \X = (Az, \y) donc
N(AX) = sup |[Axt+ Ay| = sup |A| |zt +y| = |A| sup |zt +y| = || sup |zt +y| = [N N(X)
t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1] t€(0,1]
e N(X)=0
=Vtel[0,1], 2t +y =20
=rx=y=0
= X =0 car on a un polynoéme qui a une infinité de racines.

e N(X+Y)= sup |[(z+2)t+ (y+ )]
te(0,1]
Mais par inégalité triangulaire :
(@ +2)t+ (y+y) =@t +y) + @t +y)] < ot +y| + |2t + /| < N(X) + N(Y)
En passant au sup sur t € [0,1]Jona: N(X +Y) < N(X)+ N(Y)

Donc | N est bien une norme sur R2.|




2) @ On chercher a dessiner : B = {(z,y) € R* , N(z,y) < 1}

e On remarque que : t — xt+1y est une fonction affine, qui est donc strictement monotone entre y et z+y
On en déduit N(z,y) = Maz(|y|, |z + y|)

Remarque : on aurait pu utiliser cette expression pour montrer que N était une norme.

e On a alors : (z,y) € B<
lz+y| <1 —1<z+4+y<l1

ly <1 @{—1§y§1

On trace les droites y =1, y = —1, 2 +y = —1 et z +y = 12 et on en déduit le tracé de B.

3) On a vuen 3) que : si X = (z,y) alors N(X) = Max(ly|, |x + y|)

o |z| < || X]|, et, par inégalité triangulaire : |z 4+ y| < |z + |y| < || X + || X || = 21X
Donc N(X) < 2||X]||

e On a aussi, par la deuxiéme inégalité triangulaire :
2] = [yl <z +y[ = || < |z 4y + [yl < N(X) + N(X) <2N(X)
D’autre part |y| < N(X) < 2N(X)
En passant au max on a : || X|| < 2N(X)

e En regroupant les deux résultats ci-dessus : ;N(X) < || X]|,, <2N(X)

1
2

e On va maintenant montrer que les deux constantes ci-dessus sont les meilleurs.
Soit donc @ > 0 et > 0 tels que : VX € R? | aN(X) < ||X||, < BN(X)

Si on prend X = (1,1) alors ||X|| =1et N(X)=2donc 2a <1 <2 donc o <
Comme % convient, c¢’est bien la plus grande valeur de a possible.

N =

Si on prend X = (2,—1) alors || X|| =2et N(X)=1donc aa <2< donc > 2
Comme 2 convient, ¢’est bien la plus petite valeur de § possible.

On a bien optimiser les constantes ci-dessus.



EXERCICE 3 : Exercice oral Mines télécom 2025

1 a) @ Pour a < 0 on a, par comparaison exp-puissance : lim f,(x) = 400
n—-+o0o

Donc ) f.(z) est grossiérement divergente.

ePoura>0,ona: 0< f,(r) < 25 <4

52 S 2
. « L, . . 1
Par comparaison a la série de Riemann convergente ) —5 on a ) f,(x) convergente.

e Bilan : |Le domaine de f est [0, +o0]

b) Comme f, est décroissante sur [0, +oof, que : f,(0) = 54 et liril falz)=0":
n—-+0o0

1
14-n?

alors, on peut pose ||f,||., = sup |fu(z)] et on a: ||f,]l, =
zERT

T +1n2 ~ n% >0et ) # est une série de Riemann convergente, donc, par équivalent :

oIl fnlloe = 22 52 est convergente et donc Y f, est normalement convergente sur R*

La convergence uniforme impliquant la convergence uniforme on a »_ f,, converge uniformément sur R

Les f, étant continues et la continuité étant conservé par convergence uniforme on conclut que :

’S est continue sur R*‘

c¢) Posons a > 0 .

Les f, sont C" sur R* et f)(2) = 5%

Posons N(f!) = sup|f/(z)| alors, comme pour f, on a: N(f') =
r>a

nr

ne_ "%

14-n?

. . N(f 2 .
Par comparaison exp-puissance on a : (f") = l_ﬁwe " — 0 puisque a > 0

n—-+00o
On en déduit N(f)) = o(=5)
Comme ) = est une série de Riemann absolument convergente, alors Y N(f;) est convergente et on en
déduit que : " f/ est normalement convergente sur [a, +00[, et donc que Y f; est uniformément convergente
sur [a, +00.

n2

Les f, sont C' sur [a, +00[, Y f, converge simplement vers S sur [a,+o00o[, Y. f/ converge uniformément
sur [a, +oo|, donc S est C*! sur [a, +00]

Comme | [a, +00[=]0, +-00[ alors | S est C! sur |0, +o00]

a>0

d) Soit z > 0, étudions le taux de variations de f en O :

Joo e M _1 400
_ f=&)=f0) _ n2 el 1
On pose §(z) = (x)x - Y=
n=0 n=0
N 1 — einx 1 oo l—e—n® 1
On a pour tout N € N: 0 < ZTW <> e < ()
n=0 , n=0

>0

N
Donc pour tout N € N: 0< Y = < §(z)

nx 14n2 —
n=0

Soit A > 0. Comme la série ) T2 est divergente et a termes positifs, il existe NV € N tel que :

N N
n : n
2> A+1car lim = 400
nz::() 1+n? N—+00 nZ::O L4n?



N
— Z HLQ alors il existe o > 0 tel que :

—nx

1—e™* n
Comme xlir& Z T

\V/.T E]ny(][ ) Z L TeLInT 1+n2 Z 1+n2 ~

n=0

On aalors : VA >0, Jx0 >0, Vo €]0,z0[, A <I(x)
On en déduit lim —d(x) = 400 donc lim 6(z) = —o0
z—01 z—0t

Donc f n’est pas dérivable en 0, par contre sa représentation graphique admet une tangente verticale.

EXERCICE 4 : début de Centrale, Mathématiques 2 PSI 2025

+o0
QL) f(z) = Z e = %" (e™®)" est une série géométrique de raison e~* donc convergente
n=0

si et seulement si—-l1l<e<le-—a<0sx>0
On a donc : | Dy =]0,+oo[ et Vz € Dy, f(z) = —

e~

Q2) Avec 'expression de la question Q1), on a clairement que f est C' sur D (car 1 —e™* # 0 sur Dy)

x

et Vo € Dy, f’(m):ﬁ

—x

fest Clsur Dy et Vo€ Dy, f(z) = (=t

Q3) Au voisinage de x =0 :
1—x+é+o(12)
(1=(1—a+ 5 — % fo(a?)))?

= #(l=et g +ola)(1-5+5 +oe)
(1=2+5 +o(a?) (1-2(=5 + 5) + 2524 +o(a?)
(15 tole®) (1 o+ (5 + D +o(s?))
( () (

On a donc : |au voisinage de 0 : f—iy =5 — 5 +o(l)
Q4) e On pose Vn € N : L U R_m
x — e

Soit a > 0.

On a vu en Q1) que () f,) convergeait simplement vers f sur Dy =|0, 00|
n>0

Pour x >0, fl(z) = —ne™
On remarque que || 7|57l = sup | fi(x)] = ne™™

z€[a,+o00]



na

De plus au voisinage de +00 : ne™™ = o(-5) et comme ) - est une série absolument convergente, alors, par

négligeabilité, > || f,’L||([)‘Z’+°°[ est convergente et donc ) f! converge normalement, et donc uniformément, sur
la, +o0].
les fonctions f,, sont de classe C! sur [a, +00]

>~ fn converge simplement vers f sur [a, +00]
On a =0

> fl converge uniformément sur [a,+00]
n>0
Dong, par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, on a f qui est C' sur [a, +00[ (on le savait déja)
+o00o
mais aussi : Vo € [a, ool , f'(x) =) f(2)
=0

Comme | [a, +00[=]0, +00[= Dy alors ce résultat est valable sur Dy

a>0
+o00o
Donc Vx >0, f'(z) = > (—ne ™)
n=0
e On a aussi vue en QQ) que Vo >0, f'(z) = ﬁ

Donc, Vo >0, (1 -~ I)Q Zne na

+0o0 +oo
En utilisant Q3), pour z au voisinage de 07 : % — L 4+ 0(1) = Y ne™™ = Y ne ™ — 5 = 73 + o(1)

On en déduit : | lim < Z ne " — x2> =

12
z—0t \ =

Remarque : limite par 07 et pas par 0, —1/12 annoncé dans le préambule ...

EXERCICE 5 : probléme issue de ccinp 2025 MP, mathématiques 1

[.1.) ¢ S,y1 — S, = f(n+1) >0 donc ‘ (S,) est décroissante. ‘

n+1
o Joi1—J,= [ f(t)dt >0 donc|(J,) est décroissante.
n VZO

e Soit k € N*
Alors, comme f est décroissante sur [k — 1,kjona: Vit e [k—1,k|, f(k) < f(t) < f(k—1)

En intégrant cette inégalité sur [k — 1, k] on obtient : |Vk € N* | f(k) < [ f(t)dt < f(k—1)

2.) Soit n € N*,
Si on somme la double inégalité obtenue au I.1.) pour k variant de 1 & n on obtient :

Zf <Z I f dtﬁéf(k—l)

=1k-1

On utilise la relation de Chasles et la définition de S, et S,_; pour avoir : S, — f(0) < [ f(t)dt < S,
0

On adonc: |Vne N* S, — f(0)<J, < S,1




[.3.a) Montrons par double implication la propriété voulue.
e Supposons | intégrable sur R
+

Alors J, - [ f(t)dt € R, donc (J,,) est bornée.

Avec 1.2) et la premiére inégalité on en déduit (.S,) majorée, et comme (.S,,) est croissante (I.1.) alors (S,)
est convergente et donc Y f(n) est convergente.

e Supposons »_ f(n) convergente.
Alors (.S,,) est convergente et donc majorée.
Avec la premiére inégalité du 1.2.) on en déduit (.J,,) majorée, et comme (J,) est croissante (I.1.) alors (J,)
est convergente.

Posons alors : lim J, = A
n—-+oo

Pour z >0,ona: [z] <z < |z]+1

lz] x Ed
Et comme f(t) > 0alors : [ f(t)dt < [ f(t)dt < f+1f(t)dt
0 0 0

Donc : J\_xj S ff(t)dt S JLxH-l
0 SN——

— A — A
n——+oo n——+o0o

Par encadrement : lim [ f(¢)dt =

+oo
On en déduit : [ f(t)dt est convergente, et comme f(t) > 0 alors f est intégrable sur [0, +o0]
0

e On a donc P'équivalence : | f est intégrable sur RT si et seulement si la série > f(n) converge

I.3.b) On reprend l'inégalité de I.1.) pour n € N* et on obtient : 0 < [ f(¢t)dt — f(n) < f(n—1) — f(n)
n—1

n

N
En sommant de n =1 4 N € N* on obtient, par télescopage : 0 < ) ( [ f(t)dt — f(n)> < f(0) — f(N)
n=1 -1

Comme f est positive alors f(N) > 0 et on alors : 0 < % ( }L f(t)dt — f(n)) < f(0)
n=1

n—1
( ( f ft)dt — ))) est alors une suite croissante (somme partielle d’une série a termes positifs),
majorée, donc cette suite est convergente et donc ( f ft)dt — n)) est convergente.
n>1

I.4.a) e f est dérivable sur [2, +00 et

fl(x) = W((ln(m))a + a(ln(z))*!) <0car o >0 et x> 2 = In(z) > 0

Donc : | f est décroissante sur [2, 00|

e Calculons [ f(t)dt en distinguant deux cas :

Cas1:a#1

1 2 :
- o= sia>1
f(t)dt = [ a(ln(%]g -1 1 12 { T—a (In(t)* T

N—

t))e 1—a (In(z))o—1 1—a (In(t))o—1 z—+00 | 400 sia<l1



N Cas 2 a=1
2ff dtf —dt [In(In(t))]3 = In(in(z)) — In(In(2)) and +o0

On en déduit que : [ f(t)dt est convergente si et seulement si a > 1
2

Comme f est décroissante et positive sur [2, +oo[, on peut appliquer 1.3.a) et en déduire :

> —n(lnzn))a convergente si et seulement si a > 1
n>2

Remarque : le cas a < 0 n’est pas traité, mais dans ce cas la divergence est grossiére.

+
[.4.b) Comme & la question 1, on a : Vn > 2 : m { 7 < n(m%n))g

En sommant de 2 & 400, par la relation de Chasles, et comme les séries et l’mtegrale sont convergentes :
+00

1 dt 1
= gg (n+1)(In(n+1))?2 S 2f t(In(t))2 S 7122:2 —n(ln(n))2

= 1 o 1 < —1 1400 < 1
g2 n(ln(n))?  (In(2))? — [ln(t)] - 7§2 n(in(n))?

1 1
$ J—
gz n(in(n))*>  (In(2))?

n>2

[ L ;
On a donc : e = ;Z n(ln(n))z < ne T wor

I.5.a) La fonction ¢ — 1 est décroissante et positive sur ]0, 4o0].
n
On peut donc lui appliquer la question 1.3.b) et en déduire : > ( f %dt — %) convergente.

n—1

On remarque que (7),) est la suite des sommes partielles de cette série, donc |(7,,) converge.

15.b) lim T, =~ s'écrit T, = v+ o(1) et donc | Y + = In(n) + v+ o(1)

n—-+00

k=1

On en déduit: |31 ~

n en dédui g::l e n(n)
£i1ad / n?4a2—2z2 n?—x?
1.6.a) g, est dérivable sur |0, 4+o00] et ¢/ (x) = AT = Ty
T 0 n +o00
9n(@) + 0 -
On en déduit le tableau de variation sur |0, n| : =
0 0

||}0 +oo[

On en déduit : ||g,|| L

= sup |[ga(2)] = 3,
z€]0,~+o0[

Comme ) % est une série de Riemann divergente on en déduit que :

> gn n’est pas normalement convergente sur |0, +00]

k1 k
1.6.b) f est décroissante sur |0, +oo[, donc comme en 1.), Vk € N* | [ f(t)dt < f(k) < [ f(t)dt
k k-1
n+1 n n
En sommant de k=1an: |\Vne N, [ f(t)dt Z < [f(
1 k=1 0




A A A
1.6.c) ® Soit A > 0. Alors: [ f(t)dt = [ zimdt = IE: +(1 dt = [arctan(%)]y r 5
0 0 0

t
E) A—+o00
+00 +0o0
On en déduit que : 6[ f(t)dt est convergente et que bf t)dt =%
+
e De méme, on démontre que : [ f(t)dt est convergente et que [ f =2 —arctan(?)
1
_ _ 1
e Comme f(k) = =7 = gx(¥) e 2z > 0 et que ) ;5 est convergente.

+o00 +oo
On en déduit que Y f(k) est convergente et que Y. f(n) = > gu(2)
n=1

n=1

e En faisant tendre n vers 400 dans le b), et en renommant & en n, on obtient :
+oo +o0 +oo

[ ft< S fm) < [ Fo

1

+oo
Avec les remarques et calculs ci-dessus, on en déduit : |3 — arctan(2) < Y g, () <
n=1

NI

1.6.d) e Par encadrement, on déduit du ¢) que : | lim Z gn(z) =

s
:(:—H-oo 2

e Supposons que » _ g, converge uniformément sur ]0, +00|
Alors, comme de plus : Vn € N | liI_iI_l gn(z) = 0, on aurait, par le théoréme de la double limite :
T—r+00

+o0o
lim Zgn( ) = gﬁkﬂogn(@

z—+00
Donc avec ce qui précede : 0= 7
Absurde !!!!

On a montré par Pabsurde que : | g, ne converge pas uniformément sur |0, +00]

n+1
I.1.a) [ f(t)dt on utilise la relation de Chasles et la définition de f

n

"H‘l n+1
f |sin(2mt)|dt + [ |sin(2nt)| dt changement de variable u =t —netu=t—-n—1
n+2
% n+1
= [|sin(2nm + 2um)|dt + [ |sin(2n7 + 7 + 2un)|dt par 7 périodicité de u — |sin(u)|
0 nt1
1
3 n+1
= [|sin(2um)|dt + [ |sin(2ur)|dt
0 n+%

|sin(2ur)| dt mais u € [0, 1] = 2ur € [0, 7] = sin(27u) > 0

||
O%ww

3
[ 2sin(2ur)dt
0

_ [—001(271%}(%

=2 Onadonc:| [ f(t)dt=2




IT1.1.b) e Soit x € [1,+oo[. Comme |z] < z et que |sin(27rt)| > 0 alors :
z lz]

[ |sin(2nt)|dt > [ |sin(27t)|dt on utilise la relation de Chasles

1 1

T lz|—1 k+1
= [|sin(2nt)|dt > > [ |sin(27t)|dt on utilise le résultat du a)
1 =1k

xz]—1

T L
= [|sin(2nt)|dt > 2
1 k=1

= f |sin(2mt)| dt > (|z] — 1)%

On a donc : |Vz € [1,4o00[, [|sin(2nt)|dt > (|z] —1)2
1

e Comme lir+n || — 1 = +o0, on déduit de I'inégalité ci-dessus que : lirf [1f(t))]dt = +o0 et donc
T—r+00 T—r 001

que [ |f(t))]dt est divergente. | f n’est donc pas intégrable sur [1, +o0]
1

e On remarque que : f(n) = 0 et donc que | Y f(z) est convergente.

I1.2.) e Sion prend |a, = # . La longueur de [n — a,,n + a,] est de 2 . Comme I’aire du triangle de base

n

[n — an,n + a,] et de hauteur 1 est égale a la longueur de la base fois la hauteur divisée par 2, alors son aire
est bien égale & —5.

e Voici le graphe de la fonction décrite par I’énoncé. Du moins, nous ne respectons la description que pour
n > 2, car les intervalles [1 — ay, 1 + a;] et [2 — ag, 2 + as] ne sont pas disjoints (on a 1+ a; = 2): nous posons

la fonction comme étant nulle sur [1,2 — ay].

On obtient alors le graphe :

Y
| | | | | | ‘ ‘ | x
0 1 4

T

2 3

Cette fonction est continue et positive.

e On remarque que f(n) =1 donc ) f(n) est grossiérement divergente.

A [Al+1 LA +00
ePour A>1,0< [f(t)dt< [ f(t)dt= ) 5 <> % <-+oo carsérie de Riemann convergente.
1 1 n=2 n=2
A A
Comme A — [ f(t)dt est croissante (puisque f(t) > 0) et majorée, alors Alim | f(t)dt existe dans R et on
1 B!

+00
a [ f(t)dt convergente.
1

Comme f est positive on en déduit que : | f intégrable sur [1, +o0]

Remarque : le IT permet de voir que la condition " f décroissante" est indispensable pour le théoréme de
comparaison série-intégrale.
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