
PSI* 2025-2026

Feuille d'exercices n°42 : chap. 16

Exercice 358. a) Montrer que N∗ est dénombrable.
b) Montrer que l'ensemble des nombres pairs est dénombrable.
c) Montrer que l'ensemble des nombres premiers est dénombrable.
d) Montrer que si p ∈ N∗ alors N× J0; pK est dénombrable.

e) Montrer que si

{
A et B sont dénombrables

A ∩B = ∅
, alors A ∪B est dénombrable.

Exercice 359. Dans cet exercice on veut démontrer, par l'absurde, que Ω = {0; 1}N est non-
dénombrable.
Supposons que φ est une bijection de N dans Ω. On note φ(n) = ω

n
On a donc ω

n
∈ Ω.

On pose ∀n ∈ N θn = 1− (ω
n
)(n).

a) Montrer que θ ∈ Ω.
b) En utilisant θ arriver à une absurdité et conclure l'exercice.

Exercice 360. (⋆)
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions de N dans N. On dé�nit F sur N, par :
∀n ∈ N , F (n) = fn(n) + 1
Montrer que F /∈ (fn)n∈N
NN est-il dénombrable ?

Exercice 361. (⋆⋆)
Dans cet exercice on veut montrer que R n'est pas dénombrable. Pour cela on raisonne par l'absurde
en supposant qu'il existe (un)n∈N telle que R =

⋃
n∈N

{un}

a) Construire deux suites adjacentes (an)n∈N et (bn)n∈N telles que : ∀n ∈ N , un /∈ [an, bn]
(on pourra "tricoter")
b) Montrer que R n'est pas dénombrable.
c) Montrer que [0, 1[ n'est pas dénombrable.

Exercice 362. On admet que
+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6

Calculer
+∞∑
n=1

1
(2n+1)2

et
+∞∑
n=1

(−1)n

n2

Exercice 363. On admet que
+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6

Calculer
∑

(p,q)∈N×N∗

1
(p+q2)(p+q2+1)

Exercice 364. Montrer que la famille ( 1
(p+q+1)α

)(p,q)∈N2 est sommable pour α > 2


