
PSI* 2025-2026

Feuille d'exercices n°50 : chap. 17

Exercice 414. (⋆)
On cherche à résoudre sur I =]0;+∞[ l'équation di�érentielle :
E ⇔ xy′′(x) + 3y′(x)− 4x3y(x) = 0

a) E�ectuer le changement de fonction inconnue y(x) = z(x)
x2 et déterminer F une équation

di�érentielle véri�ée par z.
b) Résoudre F en e�ectuant le changement de variable u = x2.
c) Résoudre E.

Exercice 415. Soit la fonction f dé�nie sur R par f(x) = x
1+|x|

a) Etudier la parité de f
b) Tracer la représentation graphique de f

Exercice 416. Déterminer les fonctions réelles dé�nies sur R véri�ant :
∀(x, y) ∈ R2 , |f(x)− f(y)| ≤ (x− y)2

Exercice 417. a) Rappeler la dé�nition de la fonction partie entière notée t 7→ ⌊t⌋
b) Soit la fonction f dé�nie par ∀t ∈ R f(t) = t2(t− ⌊t⌋)
c) f est-elle continue en 0 ?
d) f est-elle dérivable en 0 ?
e) Quels sont les points de discontinuité de f ?
f) Aux points de discontinuité, autre que 0, f est-elle dérivable à gauche ? à droite ?
g) Tracer l'allure de la représentation graphique de f

Exercice 418. Déterminer le développement limité en 0 à l'ordre 2 de :
f(t) = (ln(1 + et), ch(t)
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Exercice 419. a) Soit p ∈ N∗, on pose a(x) = xp

Montrer que ∀k ∈ J0; pK a(k)(x) = p!
(p−k)!

xp−k Que dire de a(k)(x) pour k > p

b) Soit p ∈ N∗, on pose b(x) = (1− x)p Déterminer pour k ∈ N l'expression de b(k)(x)
c) Soit n ∈ N∗, on pose ∀x ∈ R c(x) = xn(1− x)n

Montrer que c(n)(x) = n!
n∑

p=0
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d) Calculer
n∑

p=0

(
n
p

)2
Exercice 420. On pose x(t) =

√
tcos(t) pour t > 0 et x(t) = 0 pour t ≤ 0

On pose y(0) = 0 et ∀t ∈ R∗ y(t) = sin(t2)
t

a) Etudier la régularité des fonctions x et y au point 0 (continuité, dérivabilité, caractère C1, etc
...)
b) Tracer l'allure des courbes représentatives de x et y au voisinage du point d'abscisse t = 0
On pose ∀t ∈ R f(t) = (x(t), y(t)) et Γ = f(R)
c) Tracer l'allure de Γ au voisinage du point de paramètre t = 0


