
PSI* 2025-2026

A rendre le lundi 23 février 2026

Devoir à la maison n°10 de Mathématiques

Entraînement au concours blanc

Remarque : DM facultatif, donnez la priorité aux révisions de cours et aux exercices corrigés

Contenu du DM :

� Niveau 1-2 : deux exercices d'EPITA 2025 : MP-MPI-PC-PSI

� Niveau 2-3 : ccINP PSI 2023, Problème 2 : puissances et limites de suite de matrices

� Niveau 2,3,4,5,6 : X-ENS PC 2025

EPITA 2025 : Exercice 1 et 3

Exercice 3. Racines carrées de matricess.

Dans cet exercice K = R ou C, n est un entier naturel non nul, et Mn(K) désigne l'espace des matrices
carrées d'ordre n à coe�cients dans K.

20. Démontrer que la matrice A =

 0 1 2
1 0 1
2 −1 0

 est diagonalisable et la diagonaliser.

Dans la suite, A et M sont deux matrices de Mn(K) qui commutent : AM = MA.
On suppose aussi que A admet n valeurs propres distinctes.

21. Démontrer que toute colonne propre de A est aussi colonne propre de M .

22. En déduire qu'il existe P ∈ Mn(K) inversible telle que P−1AP et P−1MP sont toutes les deux
diagonales.

23. On considère à nouveau la matrice A =

 0 1 2
1 0 1
2 −1 0

.

Déterminer le nombre de matrices M ∈ M3(K) véri�ant M2 = A selon que K = R ou que K = C.

Dans la dernière question on suppose que B ∈ Mn(R) est une matrice symétrique positive.

24. Démontrer qu'il existe une matrice M ∈ Mn(R) symétrique positive telle que M2 = B.
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Exercice 1. Etude d'une équation fonctionnelle.

Dans tout l'exercice, f : R → R est une fonction dé�nie sur R et à valeurs réelles, λ est un réel tel que
|λ| < 1 et a est un réel quelconque.

On pose, lorsque cela a un sens, F (x) =
+∞∑
n=0

λnf(x+ na).

1. On suppose dans cette question que f est bornée sur R. Démontrer que F est dé�nie sur R.

2. On suppose dans cette question que f est continue et bornée sur R et qu'elle admet une limite
�nie en +∞ notée ℓ.

(a) Démontrer que F est dé�nie et continue sur R.
(b) Déterminer la limite de F en +∞ en fonction de ℓ.

Dans la suite, on note L l'ensemble des applications lipschitziennes de R dans R, c'est-à-dire des
applications f pour lesquelles il existe une constanteK telle que : ∀ (x, y) ∈ R2, |f(x)−f(y)| ≤ K|x−y|.

On suppose désormais que f est un élément de L.

3. Prouver que L est un R-espace vectoriel.

4. Montrer l'existence de deux réels positifs A et B tels que : ∀ x ∈ R, |f(x)| ≤ A|x|+B.

5. En déduire que la fonction F est dé�nie sur R.

6. (a) Démontrer que la fonction F appartient à L et véri�e : ∀ x ∈ R, F (x)− λF (x+ a) = f(x).

(b) Démontrer que F est l'unique élément G ∈ L tel que : ∀ x ∈ R, G(x)− λG(x+ a) = f(x).

7. On suppose que f est la fonction constante dé�nie par : ∀ x ∈ R, f(x) = 1.
Démontrer que f ∈ L et déterminer la fonction F correspondante.

8. On suppose que f est la fonction dé�nie par : ∀ x ∈ R, f(x) = cos(x).
Démontrer que f ∈ L et déterminer la fonction F correspondante.
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ccINP PSI 2023 : Problème 2
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X-ENS, PC 2025
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