PSI* 2025-2026

Correction du devoir a la maison de Mathématiques n°9

EXERCICE 1

eOna: ANBCB=PANB)<P(B)Deméme: ANBC A=P(ANB) <P(A)

P(ANB) <P(B)

P(ANB) <P(A)
eOna:P(AUB)=PA)+P(B)-P(ANB) donc P(ANB) =P(A) +P(B) —P(AU B)

Comme P(AUB) < 1= —1< —P(AU B) = P(A) + P(B) — 1 < P(A) + P(B) — P(AU B) = P(AN B)

De plus 0 < P(AU B) est évident.

0 < P(AN B)

P(A)+P(B)—1<P(ANB)

o Bilan : [maz(0,P(A) + P(B) — P(AU B)) < P(AN B) < min(P(A), P(B))

On a alors : { = P(AN B) < min(P(A),P(B))

On a alors : = maz(0,P(A) + P(B) — p(AU B)) <PP(AN B)

EXERCICE 2

1°) a) Si ¢ est une surjection de [1,n] dans [1, p] alors ¢([1,n]) = [1,p] et donc n <p
Il n’y a donc pas de bijection de [1,n] dans [1,p] sip >n

Bilan : [p>n= S(n,p) =0

1°) b) Ci-dessous ¢ désigne une application de [1,n] dans [1, p]

e Si p =1 alors il n'y a qu'une image possible pour un élément de [1,n] donc ¢ est la fonction constante
égale a 1 sur [1,n] et donc S(n,1) =1

e Sip=2
Pour commencer, il y a : 2" applications de [1,n] dans [1, 2].
Presque toutes sont surjectives, sauf celle constante égale a 1 et celle constante égale & 2. Car une application
qui n’est pas constante prend deux valeurs, donc toutes les valeurs de [1, 2]
On ainsi : S(n,2) = 2" — 2 (on remarque que si n =1 alors S(n,2) = S(1,2) = 0, on retrouve le a))

e Si p = n, alors comme card([1,n]) = card([[1, p]), une surjection est une bijection et a 1’aide du cours,
on en déduit : S(n,n) = n!

S(n,1)=1
e Résumé : | ¢ S(n,2) =2"—2
S(n,n) = n!

1°) ¢) Si ¢ est une surjection de [1,n + 1] dans [1,n] alors on a :
S card(f1({k}) = n + 1 avec card(f~({k}) > 1
k=1
donc i lcard(f~1({k}) — 1] =1 avec card(f~'({k}) =1 >0 et card(f*({k}) —1 €N
On a]zi_olnc ko € [1,n] tel que card(f~*({ko}) — 1 =1= card(f~({ko}) =2



Pour choisir une surjection ¢ de [1,n + 1] dans [1,n] il faut choisir :

I'élément de [1,n] qui aura 2 antécédents (n choix)

le couple d’éléments de [1,n + 1] (n,m) qui sera envoyé sur cette élément ((";1) choix)

La restriction de ¢ a [1,n]\{n, m} qui est une bijection vers [1,n]\{ko} ((n — 2)! possibilités).

H= F 3

Donc : S(n+1,n) =n("i")(n—2)! = nz((ﬂg) (n—=2)=n(n+1)!

On a donc |S(n+1,n) =n(n+1)!

2°) Soit ¢ est une surjection de [1,n] dans [1, p].
Alors, il y a p possibilités pour la valeur de p(n)
La restriction de ¢; de ¢ a [1,n — 1] atteint donc tout les éléments de [1, p]\{¢(n)}
On a alors 2 cas :

Cas 1: ¢(n) € pi([1,n —1])
Alors ¢ est une surjection de [[1,n — 1] vers [1,p], il y a donc S(n — 1, p) possibilités.

Cas 2 : ¢(n) & p1([1,n —1])
Alors ¢y est une surjection de [1,n — 1] vers [1, p]\{¢(n)}, il y a donc S(n — 1,p — 1) possibilités.

On a donc : | S(n, p) :p(S(n— Lp)+Sn—1,p— 1))

37) a)

def S(n,p):
if p>n:
return 0
if p==
return 1
if p==
return 2%%*n-2
return p*(S(n-1,p)+S(n-1,p-1))

P
3°) b) e Montrons par récurrence sur n € N* que : Vn € N*, Vp € N* | S(n,p) = > (=1)P*(P)k"

k=0
e Initialisation pour n =1

p
On veut montrer que : Vp € N* | S(1,p) = Z(_l)p_k(i)k

Sip=1alors S(1,1) =1et f)(—1)p—k(§)k = i(—1)p—k(§)k =(-1)1=1

La relation est vérifié.

i
I

Sip>1
, __pl _ (p—1)! e
On remarque que : ()k = k!(;—k)!k = (k—1)!(l()p]i1)—(k—1))1 =p())

On adonc : S(1,p) = 3 (~1)pFp(r)) = pz< 1)k (2 1)—pz< 1)p1F (7-1) = p(1 — 1!

k=1

Finalement la propriété est bien vérifiée sin =1

=0



e Hérédité
On suppose la propriété vraie au rang n — 1 et on va la démontrer au rang n > 1.

Si p = 1 alors la formule se vérifie comme dans le cas n = 1 de l'initialisation.

Si p > 1, on peut alors utiliser le 2°) (puisque n > 1) et on a :
S(n,p) = p(S(n —1,pp+Sn—1,p— 1)) donc avec I'hypothése au rang n — 1 :
S(n,p)
P p—1 1
P Z(_]_)pfk(z)knfl 4 Z(_l)pflfk (p; )k,nfl)
k=0

k=0

terme pour k=p
p—1

P SR

terme pour k=p

=p" +Z( P Fp(py) k!

On reutlhse la formule montrer dans l’initialisation :

S(n,p) =p"+ kz::()(—l)p_ (Z) k" kz (_1)17— (Z) En

(
= p( p\”j +:Z_::)(—1)p_k[(£) — (pgl)]k"*) triangle de Pascal
_ p<

et on a bien la relation au rang n.

p
e Conclusion : |Vn € N* | Vp € N* | S(n,p) = > (—1)P* (i)kn
k=0

EXERCICE 3

e Notons By I'événement une boule blanche est tirée lors du k iéme tirage (indépendamment du fait que ce
soit A ou B qui tire la boule) et Vj 'événement une deuxiéme boule blanche consécutive est tirée lors du k
iéme tirage et ce, pour la premiére fois.

On remarque que : By, est Pévénement : tirer une boule rouge au k iéme tirage.

On pose uy = P(Vj)

On notera aussi G I’événement A gagne.

e Par indépendance et équiprobabilité des tirages on a : P(By) = q avec ¢ = %
e Clairement u; = P(V;) = 0 car deux boules ne peuvent pas étre tirées en un seul tirage.
e On a aussi : Vo = By N By, donc par indépendance : uy = P(V3) = P(B;)P(Bs) = ¢*

e Pour k > 3, alors, par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements
(Bl N Bg, Bl N BQ, Bl) :

up = P(Vi) = P(Vi| By N By) P(By N By) + P(Vi|B1 N By) P(By N By) + P(V,,|By) P(By)
N e’ \ /" v ~ 7\ ;

TV TV
=0 Ug—2 q(1—q) Uk—1 1=q




En effet on a :
* P(Vi|B1 N By) =0, en effet By N By étant réalisé on a V5 réalisé donc Vi, ne Pest pas puisque k > 2
* P(Vi| By N By) = P(Vk 9) = ug_o car c’est comme si les deux premiers tirages ne comptait pas
* P(B; N By) = q(1 — q) par indépendance des deux événements.
* P(Vk]Bl) P(Vi_1) = ug_1, car c’est comme si le premier tirage n’avait pas compté.

On a donc : Vk >3, up = (1 — qQug—1 + q(1 — q)up—2
o (uy)r>1 suit une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 & coefficients constants homogéne, d’équation
caractéristique : B, < R2—(1—q)R—q(1—¢q) =0
Commeqz%alors: Ec(:)Pf—%R—%:O(:)r:—our:_—l
On a alors, d’aprés le cours : Vn € N* | u, = a(%)"‘l + b(’l)”_1
Uy = 0 a b e 0 a = é
Avec les conditions initiales : { . 29, + , © 2,
uz =g sa—30=3% b=%
e Donc u,, = (%)HJrl — 4(’1)%1

1

e Par somme des termes d’une suite géométrique : Z u = 4—§ — 4%ﬁ =1-1=1
On a alors que la partie ne se termine pas est de probabilité nulle.
“+oo
e Ensuite : G = |J Vap41 donc, par incompatibilité :
=1
+o0 !
P(G) = Z U2n+1
= ey ()t par somme des termes d’une suite géométrique
3 g
+°° n+tl 1\n+l 16 1 4 1 16 1 32-5 __ 27 3
= Zl[(g) —4(5)" I =St ST T e e = e — 6 = 1o
n—=
La probabilité que A gagne est de 13—0
Exercice 4
On note M I’événement : la personne est malade
On note T I’événement : le test est positif
On traduit les données de I'énoncé par : P(M) = -, P(T|M) = 2 et P(T|M) = 2

1°) On cherche P(M|T)

Par la formule de Bayes on a : P(M|T) = %)T])D(M)

On applique la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événement (M, M) ce qui donne :
P(T) = P(T|M)P(M) + P(T|M)P(M) = P(TIM)P(M) + P(T|M)(1 - P(M))

_ 95 3 . 10 97 _ 2854970 _ 1255
On a donc P(T) = 55155 + 100 100 10000 10000

95 3
Reporté dans la formule de Bayes ci-dessus : P(M|T) = 1930 =
10000

285 _ 57
1255 — 251

La probabilité pour une personne d’étre malade si son test est positif probabilité est de 2% ~ 0,227

251




2°) On cherche maintenant P(M|T)

Comme A — P(A|T) est une probabilité on a : P(M|T) =1— P(M|T) = i3

La probabilité pour une personne d’étre saine si son test est positif est de %g‘ll ~ 0,773

3°) On cherche P(M|T)
Par la formule de Bayes on a : P

5 3

sl 100 100 15 1

Donc P(M|T) = Tgjn = 15 — L
10000

7 _ P(TIM)P(M) __ (1—P(T|M))P(M)
(M|T) - P(T) - 1-P(T)

La probabilité pour une personne d’étre malade si son test est négatif est de @ ~ 0,00172

4°) On cherche P_(M_\ ) B L
Comme au 2°) : P(M|T) =1— P(M|T), donc P(M|T) = 222

583
La probabilité pour une personne d’étre saine si son test est négatif est de ggg ~ 0,999
Exercice 5 : Oral ccINP 2024 et 2025
1) A inversible < det(A) # 0 < xa(0) = (—1)"det(A) # 0 < 0 ¢ sp(A)
Donc : | A inversible < 0 ¢ sp(A)
2) Si on note (ey,...,€n, €nt1,---,€2,) la base canonique de R?", alors les colonnes n+1, 2n de B engendre
un sous espace vectoriel F' C vect(ey,...,e,) et les colonnes n + 1, n de B engendre le sous espace vectoriel

G = vect(eni1,--.,€m)
On a alors Im(B) = F & G et donc rg(B) = dim(F) + dim(G) =rg(A) +n

On a donc : |rg(B) =rg(A) +n
3) xp(X) = )_(fn g}i On effectue C) 1y «— Cpyr + XCy pour k € [1,n]

xs(X) = ‘XI" leg -4 On effectue C), 1 «— Cyyp pour k € [1,n]

xp(X)=(=1)" XZIS -4 )_(fn = (=1)"(=1)"xa(X?) par blocs puisque det(—1,) = (—=1)"
On a donc : | xp(X) = xa(X?)

1) 2% € sp(A) & ya(a?) = 0

On a bien : | z° € sp(A) & = € sp(B)

5) Si A est inversible avec n valeurs propres distinctes, on sait alors que A est diagonalisable et qu’il existe
(A1, An) € (R\{0})™ avec les \; distincts deux & deux tel que A soit semblable & diag(Aq, ..., \)

On a ainsi que le polynéome caractéristique de A s’écrit : xa(X) = H (X — )
k.f
Comme on est dans C, on peut choisir, pour tout k € [1,n] , u, € C tel que pz = Ay

Avec la relation du 3) on obtient :
n n

v(X) = xa(X?) = TT(X2 = M) = 12 —a2) = T1(X — ) (X + )

k=1 k=1 k=1

d



Comme i est non nul (car A\ # 0) alors pp # —py et comme les A\, sont distincts deux & deux alors finalement

xB(X) est scindé simple done, d’aprés le cours : ’B est diagonalisable.‘

Remarque : autre méthode, avec les mémes notations, plus lourde mais qui permet de trouver une base
diagonalisant B
On a il existe une base By = (X1,...,X,) de R" tels que : Vk € [1,k] , AX) = M Xk et A\, #0

. +_ (X — X
On pose alors : Vk € [1,n] , V," = ( X, ) et Y, = X,
Alors BY,t = Pl =R = (PROF) =
F (Mka) (Mk:Xk fe X, e X
On a donc : BYk = uxBY," et de méme BY,” = —uBY;"
Posons Bg = (Y;",...,Y.F Y, ....Y")

Bp est alors une famille de vecteurs propres de R?"

Soit (a1,...,an,b1,...,by) € R*™ tel que : Y (arY,t0rY, ) =0
k=1

On a alors, en regardant par blocs : > (ax — bg)ue Xy =0 et > (ar +bp) X =0
k=1 k=1

—b =0
Comme By est une base, on a Vk € [1,n] , (0 = bi) et comme gy # 0 :
ak—i—bk =0
—b,=0
Vke[l,n], {*
ak+bk:O

On en déduit : Vk € [1,n] , ax = br = 0 et donc Bg libre.
Comme on a le bon nombre de vecteurs alors B est une base de R?"

On a une base formée de vecteurs propres de B donc : | B est diagonalisable.

Exercice 6 : Oral ccINP 2025

1) Puisque f est dérivable et que : Vo € R* | f'(z) = f(7X), alors f’ est dérivable et donc f est deux fois
dérivable sur R*.

En dérivant le relation sur R* alors : f"(z) = 5% 3! (%)

Mais en reprenant la relation initiale : f/(lgx) = f(5 3%) f(x)

On a donc f"(z) = 5 f(x)

f est solution sur R* de (F) < 1622 f"(x) + 3f(z) =

2) @ On va commencer par chercher les solutions sur R*.
Poura € Ron a:
x +— z® solution de (F) sur R*
& Ve e RT | 162%a(a — 1)z* 2 + 32* =0
& Ve e R, (16a(a—1) +3)2* =0
< Vo e RY | 16a(a—1)+3:0
&VreRT, 16 —16a+3=0 A =16>—4.16.3 =4.16 = 64 = 82
sVreRY, a=18 op o =188

32 32

@VI€R+,a:l0ua=%



(E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogeéne a coefficients continues sur R .
Donc, d’aprés le cours, 'ensemble des solutions de (E) est un R espace vectoriel de dimension 2.

Comme (z — z'/*, 2 — 2%/*) est une famille libre de solutions de (E) sur R* alors :

Les solutions de (E) sur R s’écrivent : z — az'/* 4 ba3/* avec (a,b) € R?

3) Grace au 1) on cherche les solutions de (£) sur R parmi les solutions de (E).
SiVe >0, f(z) = az'/*+ ba** vérifie : f'(z) = f(52) alors :
alz=3/1 4 b1/t = ()14 4 (3 )3/45-3/1
Comme (2 — 274 2+ 273/%) est libre, alors :

{ia — (&)

3p = a(2)V/4

- {a — 4b(L )3/

Finalement les solutions du probléme s’écrivent sur R : |z — b(#xl/‘l + x3/4>

4) Si on veut les solutions sur R, alors il faut qu’elle soit dérivable en 0, donc dérivable a droite en 0.
Si f est solution du probléme sur R alors 3(a,b) € R* | Vo >0, f(z) = b(%acl/4 + 234

On remarque alors que : lim f(z) =0 et donc f(0) =0 car f est continue en 0.
z—0

On a alors pour x > 0 : W = @ = b(%ﬂn_?’/4 + .CE_l/4)
f(@)—£(0)
0

. . 3/4 ¢ _ .
mais lim 22-z7%* 4+ 27 /% = 400 donc pour que lim
z—07t z—0t

[0, +00]

existe dans R il faut b = 0, donc f nulle sur

On peut faire le méme type de raisonnement sur R_.

On a donc : ’La fonction nulle est la seule solution du probléme sur R.




