Correction du devoir & la maison de Mathématiques n°10

EPITA 2025 : exercice 3

20.) e Calculons le polynome caractéristique de A.

X -1 =2
xa(X)=|-1 X —1|onfait Ly +— Ly + L3
-2 1 X
X-2 0 X-2
XA(X) = —1 X -1 on fait 03 — Cg — Cl
-2 1 X
X-2 0 0
xaX)=1 -1 X 0
-2 1 X+2

On a alors, puisque la matrice est triangulaire : x4(X) = (X — 2)X (X + 2)

Comme X € sp(A) < xa(A) =0 on en déduit : sp(4) = {-2,0,2}

e On cherche maintenant les sous-esapces propres.

x
y | € E_y =ker(A—(—=2)I3) = ker(A + 2I3)
z

20 +y+22=0

Ser+2y+2=0 on fait Ly «— L1+ Ls
LZ:(:—y—i—Zz:O

dr+ 4z =10

Sz +2y+2=0

20 —y+22=0

z=—x

Sey=0

Lozo

On a donc E_9 = Vect(e1) avec e; =

X

y| € Es :keT(A—Ig)
z

—2x+y+22=0

Sqr—2y+2=0 ona Ll=—Lseton fait L1 «— L1+ 2Ly

20 —y—22=0

—3y+42=0
=
r—2y+2=0

5
On a donc Ey = Vect(eg) avec eg = | 4
3
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y|l €eEy=ker(A) e {x+2=0

x y+22=0
{y:—2z
=
Z —

20 —y =0

On a donc Ey = Vect(ez) avec ez = | 2
-1

e A€ M3(R) et A admet 3 valeurs propres distinctes, donc | A est diagonalisable.
On obtient une base diagonalisant A par réunion des vages des sous-espaces propres. Par la formule de changement

1 5 1 -2 00
debases: |A=PDP lavecP=|0 4 2 etD=| 0 2 0
-1 3 -1 0 0O

21.) Soit C une colonne propre de A. Notons A la valeur propre associée.
Alors C # 0 car on a un vecteur propre. Comme A admet n valeurs propres alors ces valeurs propres sont simples et
donc ker(A — A3) = Vect(X)
Comme AM = M A alors AMX = MAX = A(MX)=MNX = AIMX) = A\(MX)
donc MX € ker(A— \X) = Vect(X)
Onadonc dp e R, MX = pX et comme X # 0 alors X est colonne propre de M

Bilan : ’Toute colonne propre de A est aussi colonne propre de M. ‘

22.) La matrice P de la question 20.) est formée de colonnes propres de A et donc, par 21.) de colonne propre de
M. La base formée par les colonnes de P est donc une base diagonalisant M et on a alors P~!M P diagonale.

On a donc : |il existe P € GL,(R) , P"*MP et P~'AP sont diagonales.

23) M2=As P 'M?P =P 'AP < P'MPP'MP = D (notations 20.)

a 0 0
On pose Y = P~ MP qui est diagonale par 22. et on note alors: D= |0 b 0
0 0 c
a?= -2
Onaalors: M>=AeY?’=Ds ({2 =2
=0
Il n’y a pas de solutions dans M3(R) & cause de a®> = —2, par contre, il y a quatre solutions dans M, (C)

correspondant & (a, b, ¢) = (iv2,v/2,0), (a,b,¢) = (iv2, —v/2,0), (a,b,c) = (—iv/2,/2,0) et (a,b,c) = (—iv/2, —/2,0)

Bilan : | M? = A n’admet pas de solution dans Mz(R) et 4 solutions dans Mz (C)

24.) Si B € M, (R) est une matrice symétrique définie positive, alors on sait qu’il existe P € O, (R) et (A1,...,A,) €
10, +o00] tels que ; B = Pdiag(\1, ..., \n)PT
On peut alors poser, puisque les ); sont strictement positifs : M = Pdiag(v/A1,. .., VA1) PT
Alors MT = (Pdiag(v/A1, ...,V ) PT)T = (P diag(v/ M1, ..., V)T PT = M donc M est symétrique réelle.
Par définition M est diagonalisable de spectre : sp(M) = {V/A1,...,vAn} donc sp(M) CJ0, +o00]
On a donc bien |3M € M,(R) symétrique définie positive telle M2 = B




EPITA 2025 : exercice 1

1. Comme f est bornée sur R alors il existe M > 0 tel que : Ve € R, |f(x)| < M
Soit x € R. On a : |\"f(x + na)| < MA"

Comme |A\| < 1 alors > A" est une série géométrique convergente

Donc, par comparaison Y A" f(x 4+ na) est absolument convergente donc convergente.

Bilan : ’F est donc bien définie sur R si f est bornée sur R.

2.a) Comme dans le 1., comme f est bornée sur Rona: IM >0, Vx e R, |f(z)| <M
Sionpose: VneN, Ve R, fp(x) =A"f(z+ na)
Alors || fallo = sup [fu(z)| < M |A["
T€R

Comme |A| < 1 alors > M |A|" est une série géométrique convergente et on en déduit, par comparaison, que
Y| fnllo est convergente.
On a donc que ) f,, converge normalement sur R, donc que ) f,, converge uniformément sur R
Comme de plus les f,, sont continue (car f continue), alors, par le théoréme de transfert de continuité pour les séries
de fonctions,0 on en déduit que :

’F est définie et continue sur R‘

2b)Ona: VreR, xll)r_{loo fu(x) =X

De plus, par le a), Y f,, converge uniformément vers F'; donc par le théoréme de la double limite on a :
+00

“+o00 “+o0o
xll)l«,{»loo Z fn (:L') = zEIEoo F(ZE) = E zgrfoo fn(x) = Z xggiloo E)\n = % (série géométrique de raison A €] — 1, 1)
n=0 n=0 n=0

On adonc: | lim F(x)= L

Tr—400 1=A

3) e La fonction nulle est clairement dans donc n’est pas vide.
e Soit f,ge et AeR
fe=3K;>0,Y(wy) R, [f(z) - f(y)| < Ky |z -y
g€ =3K; >0, ¥(a,y) €R?, |f(2) — f(y)] < Kglz -y

Alors = [(f + Ag)(z) — (f + Ag) (W) = [(f(z) = f(y) + Mg(x) — g(y))]

Donc par inégalité triangulaire :

I(f +Ag)(z) = (f +Ag) ()| < [f(2) = fy)l + A ]g(x) — g(y)]
= [(f +29)(@) = (f + A (W) < Ky |z —yl + M Ky |z —y| < (K + |\ Kg) |z —

On a donc f + Ag qui est Ky + || K, lipschitzienne et donc dans

e est non vide et stable par combinaison linéaire donc ’ est un R espace vectoriel. ‘

— f(0)]

4) Par la deuxiéme inégalité triangulaire : |f(x)| — | f(0)| < |f(z)
| < Kylo— 0] = Ky|z|

Et puisque f est Ky lipschitzienne : |f(x)| — [f(0)] < |f(z) — £(0)
On en déduit : |f(x)| < |f(0)| + Ky |x]
Avec A= Kyet B=|f(0)]ona:|3(A B)e€|0,+0*, |f(z)| < Alz|+ B




5) Si on fixe z € R et que 'on pose u, = A" f(x + na) alors, avec la question 4) :
|un| < A"(A+ Bz + nal)

U

Donc < A" (A+ Bz + nal| )n? = 0 car |A| < 1 et par comparaison exp-puissance
n—-+0o0

J“F

n

On en déduit : up = o(;3) et comme Y -5 est une série de Riemann convergente, alors, par négligeabilite > uy,
est convergente.

Donc Vo € R, > A" f(z + na) est convergente et donc ’F est définie sur R. ‘

6)a) e Soit (x,y) € R?
+oo
Comme les séries convergent : F(z) — F(y) = > N"(f(z + na) — f(y + na))
n=0
Mais |(f(z +na) = f(y +na))| < Ky |(x +na) — (y +na)| = Ky |z — y|
+o00
Comme les séries convergent on a : |F(z) — F(y)| < Y A" Ky |z — y|
n=0

donc |F(z) — F(y)| < 15—{/\‘ |z — y|, donc F est lipschitzienne et

o F(x) — AF(z +a)

+oo +oo

= > Nf(x+na)— XY \'"f(x +a+na)
n=0 n=0
“+o0o “+o0o

= Y ANf(z+na) — >, N f(z + (n+ 1)a) changement d’indice dans la deuxiéme somme

“+o0o +00
= > N'f(x+na)— > N"f(x + na) changement d’indice dans la deuxiéme somme

n=0 n=1

f(x) par télescopage.

Onadonc:’VaceR, F(x)—)\F(az+a):f(x)‘

6)b) Supposons qu’il existe G € , Vx € R, G(z) — A\G(z + a) = f(x)
Alors en posant H = F' — (G on a, en soustrayant les relations vérifiées par F et G :
VeeR, Hz)—AH(z+a)=0
Ou encore Vx € R, H(z) = AH(x + a)
Ensuite, par une récurrence immédiate : H(z) = \"H(x + na)
Mais H € donc avec la question 4) , 3(A, B) € [0,+o0[*, Vy € R, |H(y)| < Aly| + B

On en déduit : Ve e R, [H(x)| < |\["|H(z 4+ na)| < [N" (A|x+na|+B) — 0

n—+00
(On a utilisé la comparaison exp-puissance et [A| < 1)

Donc Vo € R, H(xz) =0 et donc G = F

’F est 'unique élément G € tel que : Vo € R, G(z) — AG(z + a) = f(z) ‘

+oo +00
7) Avec le f donnée on a: F(z) = Y. A\"f(z+na) = > A" = 1 (car |A| < 1 série géométrique)
n=0

n=0

Si f est la fonction constante égale & 1, alors F' existe et est la fonction constante égale & ﬁ




8) Dans ce 8), comme f est bornée, alors F' est bien définie par la question 1).
+00 +00
Alors : F(z) = ) AN'cos(x 4+ na) = Y, A\"[cos(z)cos(na) — sin(x)sin(na)]
n=0 n=0
+o00 +o0
= cos(x) Y A'cos(na) — sin(x) Y. A"sin(na)
n=0

n=0
ol I'on s’est assurer de la convergence des intégrales.

On remarque que :

+00 “+o0o

> Atcos(na) +1i Y, A\"sin(na)
n=0 n=0

“+00

= Y. A"(cos(na) + isin(na))
=0
— \"eina
n=0
+oo ) . .
= Y (Ae')™ série géométrique de raison Ae'® avec ‘)\em‘ <1
=0
_ " 1 _ 1 _ 1=MXcos(a)+irsin(a) _ 1—MXcos(a)+isin(a)
T 1-Xet T 1-MXcos(a)—irsin(a) — (1—XAcos(a))?+(Asin(a))? T 14+A2—2Xcos(a)
+o0o
1-X
> Aneos(na) = s
On en déduit, par partie réelle et imaginaire : Qﬁg
\"si _ Asin(a)
nzo SZTL(’I’LCL) T 14+A2—2Xcos(a)
. _ cos(z)(1—Xcos(a))—sin(x)Asin(a) _ cos(x)—Acos(x—a)
Et donc: Vo € R, F(I‘) - 1+A2—2)\cos(a) T 14+X2-2)\cos(a)

Et donc : |Vo € R, Fz) = G5




ccINP 2023, PSI :probléme 2

Q18) Si (a,b) € R? alors M(a,b) est une matrice symétrique réelle et on sait alors, d’aprés le cours, qu'elle est

diagonalisable. On a donc : ’M(a, b) diagonalisable. ‘

Q19) Un calcul direct donne: M(a,b)V = (b+ (n —1)a)V. Comme V # 0, on a donc :
’ V est un vecteur propre de M(a,b) associé a la valeur propre b+ (n — 1)a. ‘

Q20)
PL()(X) = det(XIn — ML())
X -1 ... -1
-1 X R . Dy
= on ajoute toute les colonnes dans la premiére
VU T |
-1 ... -1 X
X-mn-1) -1 ... ... -1
X-n-1 X -1 ... -1
= : —1 .. .. : | onretranche la premiére ligne aux autres
: : - . —1
X-n-1 -1 ... -1 X
X-(mn-1) -1 ... .. -1
0 X+1 0 ... 0
: R 0
0 .0 X+1

On a le déterminant d'une matrice triangulaire donc : | Py o(X) = (X — (n — 1))(X + 1) !

Q21) e On a dans cette question a # 0
Py p(X)
= det(XI, — M(a,b))
=det(X1I, — bl, —aM(1,0))
=det((X —b)I, —aM(1,0)) = det(a [T_bln —M(1,0)]) = a"det(%[n — M(1,0)) par multilinéarité du déterminant

et donc | Py p(X) = a" Py 1( b)

e Pp(X)=0&P1(E) =02t =—Toudt=mn-1)eX=b-aouX=b+(n—1)a

On en déduit :
’Les valeurs propres de M (a, b) sont b — a d’ordre de multiplicité n — 1 et b+ (n — 1)a qui est valeur propre simple.

Q22) & Qup(M(a,b))
= (M(a,b) — (b a)( n)( )(a b)) = (b+ (n—1a)ly)

a ... a
B ) a —(n—1)a
a a a
a . a —(n—1a
n
Tout les termes de cette matrice sont les mémes et valent : —(n — 1)a? + > a® =0

1=2

On a donc Q(M (a,b)) =0 et | Qg est un polynéme annulateur de M(a,b).




eb—a=b+(n—1)a<na=0< a=0 On distingue donc deux cas :

Cas 1: si a# 0, Qqp est scindé simple sur C et est un polynéme annulateur de M(a,b), on en déduit d’apreés le
cours que M, est diagonalisable.

Cas 2 : si a =0 alors M (a,b) = bl, est diagonale, donc M(a,b) est diagonalisable.

Bilan : dans tous les cas ’M(a, b) est diagonalisable. ‘

Q23) e a # 0 donc Qg est scindé simple.
Par théoréme sur la division euclidienne, on a :
Vk e N, J(eg,di) € C? , 3Q € C[X], Xk = Q(X)Qa’b(X) + ¢ + dp X
On évalue cette derniere relation aux valeurs qui annulent Qg 3, on a alors :
(b—a)f =0+cp+ (b—a)dy Ck = (b+(n_1)a)(b_a)k7;(b_a)(b+(n_1)a)k
(b+(n—1)a)f =04cp+ (b+ (n—1)a)dy dp = (bt(n=1)a)* —(b—a)*

na

Le reste de la division euclidienne de X* par Q, est donc ((b+("_1)a)(b_a)k_(b_a)(b+(n;a1)a)k)+X((b+(”_1)a)k_(b_a)k)

e En utilisant X* = Q(X)Qap(X) + ¢ + di X pour M, on obtient, puisque Qq (M (a,b)) =

Vk € N M(a b) ((b+(n—1)a)(b—a)*—(b—a)(b+(n—1)a)*) I, +((b+(n—1)a)* —(b—a)*) M (a,b)

na

Q24) Si [b—al <1let |b+ (n—1)a| <1, alors par comparaison exponentielle puissance ¢, — Oet dy — 0
k—+o0 k—+o0

et donc| lim M(a,b)* = O,, (matrice nulle de M, (C))

k—4o0

25) D’apres la premiére colonne de A =T, on a u(e1) = A\jeq, puis par récurrence : u*(e;) = \Feq, en passant a
p p 9 » P p 1 I p
la norme : ||u¥(e1)|| = A" |lex] T 0 puisque |Ag| < 1
—400

On en déduit : | lim wu(e;) =0

k—4o00

Q26) e En "lisant" la (i+1) iéme colonne de T on a : |3z € Vect((ex);jeq;) tel que : u(eir1) = Aiy1€i41 + 2

k—1

e Montrons par récurrence sur k € N* que u*(ejr1) = Al jeip1 + Y )\fjrlm Ly (x)

m=0
Initialisation :
Si k =1 on veut montrer : u(ej+1) = A\it+1€i+1 + @ ce qui est bien le cas par construction.

Héreédité :

On suppose que : uf(ejy1) = AF, €41 + Z )‘f+1m Lum ()
On compose par u. Alors, par hnearlte

W) = Myulens) + 5 M)
On utilise le résultat au rang 1

k 1

W (ein) = M (e +2) + 20 X e (@)

Changement d’indice M = m —|— 1 dans la somme :

k+1 k—M
u (eip1) = A + A a 4 MZ:1 A uM ()

On retrouve le terme pour M =0 et on a : w1 (e;4q) = AF + Z )\fj:ll M=1y,M ()

et on a le résultat au rang k + 1



Conclusion : on a montrer par récurrence que |Vk € N* | u*(e;11) = AF jei1 + Z )\ﬁrlm Lum(z)

i
Q27) e Comme x € Vect((ex)je[;]) on peut écrire x = Y zje;
j=1

i
Donc par linéarité : u*(z) = Z zju”(e;), mais comme chaque u”*(e;) tend vers 0 (hypothése) et que la somme est

finie alors lim wu*(z) =0 et donc lim ||u*(z)|| =0
k—+o00 k——+o0
Soit € > 0.
khm Hu H:OjEIKGN,[VmeN,mZM=>\|um(a:)|]§E]
—+

Pour k > K, par inégalités triangulaires :

k—1 K k—1
k k k
k)| < || £ ke 4| 8 e m<x>|
m=0 m=0 m=K-+1
k=l k—m—1 um k K —m—1 m k=l k—m—1 m
= || 22 M @)|] < Pial™ 22 il lu™ @)+ > Al [[u™ ()|
m=0 m=0 m= +
k=l k 1 k K —m—1 k—m—1
= ’ 2 A (@) < A" 2 il [u™ ()] + Z RYRY e car [[u™(z)|] < €
m=0 m=0 m=K+1
k—1 ok
Mais > [Ap[f™ !t = % (somme des termes d’une suite géométrique de raison différente de 1 puisque
m=K+1 !
k=l kem—1| _ 1+Aesa]* .
[Aigx1| < 1)),donc: | > | Ait1] < Toear ST |/\ 17 Puisque Air1] <1
m=K+1

K
Comme > |Aiy1]”™ !||u™(z)|| ne dépend pas de k et que |Aiy1| < 1 alors
=0
m A [P 30 A [T [[u™(@)]| = 0
k——+o0 m=0

K
donc 3K’ > K tel que : Vk e N, k> K" = [Ai1|" 30 N ™ Hjum(z)|| < e
m=0

k—1
Aubilan,ona: Ve >0, 3K e N, k> K' = || > )\fﬂm Lum () ‘ (14 = |/\+1|)5
m=0 ‘
A l’aide de la définition avec les quantificateurs on a donc : | lim Z /\,’fﬂm Lum (2 )H =0
k—+00 | |m=0
e Par inégalité triangulaire on a : |[u*(e;1)|| < i |" |leiral] + ’ Z )\f_Hm Lum (z)
Comme |\;11| < 1 alors lim Xig1]" |leir1]| = O et avec le résultat c1—dessus et par comparaison :
%
lim Hu €it1 H =0 et on en déduit que : | lim uF(e;11) =0
k—4o00 k—4o00

Q28) Avec Q25) et Q26) on a montrer par itérations que : Vi € [1;n] , klim uF(e;) =0
—+00

n

Comme (e, ...,e,) est une base on écrit pour tout © € C* | x = 3. x;¢;, donc, par linéarite u*(z) = Z zuF(e;) et
i=1
donc u*(z) — 0
k——+o00
Comme TF est la matrice de u* relativement & cette base, on a donc : klim TF =0
—+o00

QQ29) Si A n’est pas triangulaire, on utilise que A € M,,(C) et que donc A est trigonalisable.
Il existe donc P € GL,(C) et T du type déja étudié (méme valeurs propres que A) telles que : A = PT P!

On a A¥ = PT*P~1 et lim T* = 0. Donc par continuité du produit on a : | lim A* =0

k—+o0 k—+o0




QSO) M est triangulaire inférieure et ses termes diagonaux vérifient :

la; | > Z la; j| > 0 et donc |a;;| # 0 et donc a;; # 0

]_
J#i

On a donc det(M) = [] a;; # 0 et donc | M est inversible. |
i=1

Q31) AX =Y
= (M-F)X=Y
= MY M-F)X =M"1'Y
=X-M1'FX=M1Y
= X-BX =M1y
= X=BX+MY

On a bien : | X = BX + M"Y |

Q32)e B=M"'F=BV=M1FV=\V=M1FV=\MV=FV

On abien: |FV =MV

ai,1 0
0 —ai
e On remarque que : A = —
aij 0

Qnpn

M F
Sion regarde la ¢ ieme coordonnée des vecteurs de la relation FV =AMV alors :

Z i, jU; = A E Q4,5 V5
Jj=i+1

E a; jvj = A Z a; jvj + Aa; jv;
Jj=t+1

i—1
et donc |Vi € [1;n] , Aajv; = ( z a; jvj + A Z azjv])
J=i+1

Q33) e m[[ax |v;| est un max sur un nombre finie de valeur, donc il est atteint et donc Jig € [1;n] tel que :
J€llm

Iélﬁx]] [vi| = vy, |

De plus |v;,| =0 =V =0 ce qui est impossible puisque V est un vecteur propre, donc |v;,| # 0

On a donc : |Jig € [;n] , |viy| # 0 et |vi,| = max_|v]
j€[1;n]

i0—1
e On écrit la relation de Q32) pour i =i : Aaig,ioViy = —( Z Ay V5 + A Z ig,jV5)
Jj=to+1
En prenant la valeur absolue et par 1negahte triangulaire :

[Adig g | [vig| < Z |aig | [vj] + [Al Z |aig ] |vs]
Jj=to+1
Mais comme |v;] < |vg] :

n
Ao iol [Vig] < 32 aig 5] [vig| + [A| Z | @i, Vi
j=to+1 Jj=1

n 90—
On peut simplifier par |v;,| qui est non nul et on a donc | [Aaiy o] < Y. iyl + A Do @iyl
Jj=to+1 j=




n
Q34) e Comme A est & diagonale dominante alors : |a;, i > > |ai,,;| et donc :

J=1
J#iQ

n n
Z ‘)‘aio,j| < |)‘ai0,i0| < Z |ai0,j

ig—1
+ AL X2 faio 4
j=1

j=1 j=io+1
J#i0
n n t0—1
= A2 laig il < X0 aig gl + 1Al 22 laig
=1 j=io+1 i=1
FE)
n i0—1 n
= A 22 laig gl = 1Al 20 aig gl < 320 laig 1
j=1 j=1 j=io+1
J#ig
n n
= [Al X ‘aioJ < X |ai07j|
j=io+1 Jj=io+1
n
=0< (1 —=1A]) X lai,;| (les deux termes sont non nuls et de méme signe)
j=io+1
=0<1—|)\
= [\ <1

e On vient de démontrer que toutes les valeurs propres de B sont de module strictement plus petit que 1, on en

déduit avec la question Q29) que : | lim B*¥ =0

k—4o00

Xpy1 = BXp + MY

= X1 — X =B(X; - X
X = BX 4+ M-y k+1 (Xk )

Q35) Par définition et par Q31) : {

Par analogie avec les suites géométriques (X — X)) serait une suite de raison B, on a donc :
VkeN, X — X = B¥(Xo — X)

Comme, par Q34) , lim B* =0 on en déduit alors : ’Vk eEN, X=X

k——+o0

10



X-ENS, PC 2025

1.) Si on note v’ = (vl vy ... vn) et C} la k-iéme colonne de M, alors : C), = vpu
Comme u et v sont non nuls alors il existe au moins une colonne de M non nulle et on a alors :
Vect(Cy,...,Cp) = Vect(u) qui est de dimension 1 et donc : ’M est de rang 1‘

1

1

2.) Sionposeu= | | alors J=uul

avec u # 0 et donc avec le 1.) ona: [rg(J) =1
1
3.) Si on note Cj la k-iéme colonne de K.
Alors comme K est de rang 1 on a : Im(K) = Vect(u) avec u € R™\{0}
De plus, comme Vect(K) = Vect(Cy,...,C,) = Vect(u) alors : Yk € [1,n] , Jvp € R, Cr = viu
U1

V2

En posant v = | | on remarque alors que : K = uv”

Un

v est non nul car sinon K = 0 et K n’est plus de rang 1.

Bilan : | K € M,(R) de rang 1 = Ju,v € R"\{0} , K = uv”

4.) Soit (u,v,z,y) € R™"\{0}.

e Premiére implication :

On suppose que : uv! = zy’

Multiplions & gauche par u” alors : uTuv? = uT2y’ < u 'yl —uley? =0
~—~ ~—~
eRr* €R

On a ulu # 0 car u # 0 et donc la famille (v7, y7) est lice.

Comme les vecteur sont non nuls : 3u € R* | v? = uy? < v = py

De méme en multipliant a droite par v la relation uv” = 2y’ on obtient : I € R* | u = Az

En reportant u = Az et v = uy dans la relation de départ on a : Auzy’ = xy’
Comme zy’ # 0 puisque c¢’est une matrice de rang 1 d’aprés la question 1 . alors A = 1 et donc pu = %

Bilan : I\ € R* | u:AxetU:%y
e Réciproque :

On suppose : I\ € R* | u:)\xetv:§y
Alors wo? = (\z)(3y) = zy’

e Bilan : | Pour (u,v,z,y € R"\{0} ona: w! =2y’ © INER* , u= Az et v= 1y
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5a)Sionnoteu=| | ,v=] | et K=w! = (ki) alors : ks j = uv;

Un, Un

n n
Donc Tr(K) = > kij = Y uv; =< v,u > et a bien que : ’T?”(K) =< v,u >‘
i=1 i=1

5b) K2 = (uwv?)(ww™), puis, par associativitée : K? = u (vTw) vl = Tr(K)uw! = Tr(K)K
~——
<v,u>=Tr(K)eR

On a donc : | K? = Tr(K)K

5.c) Distinguons deux cas.

Cas1:SiTr(K)+#0
alors X2 — Tr(K)X = X(X — Tr(K)) est un polynéme annulateur de K scindé simple donc K est diagonalisable.

Cas2:SiTr(K)=0
alors X? est un polynéme annulateur de K.
Comme sp(K) C Rac(X?) = {0} (avec Rac(X?) 'ensemble des racines de X?2)
Alors la seule valeur propre possible de K est 0.
Donc si K est diagonalisable alors K est semblable & 0, = 0 donc K est nulle, ce qui n’est pas le cas puisque
rang(K) = 1.
Donc K n’est pas diagonalisable.

e Par réunion des deux cas précédents : | K diagonalisable si et seulement si Tr(K) # 0‘

6.) Procédons par double implication.
e Si P =yy! avec ||y|| =1 alors : P est de rang 1 par la question 1.
D’autre part : P2 = Tr(P)P =< y,y > P = P par 5. et puisque < y,y >= ||y|[* =12 = 1.
Donc P2 = P et donc P est un projecteur.
De plus PT = (yy")T = (y")T'y" = yy* = P donc P = PT.
Comme on est dans la base canonique, alors P est autoadjoint.
P est la projection sur A = ker(P), parallelement & B = Ker(P — I,,)

Soita€ Aetbe B. Alorsbe B=PB=18B
Donc < a,b >=< a, Pb >=< Pa,b >=< 0,b >= 0 car P autoadjoint et que Pa =0
On en déduit A I B et donc P est une projection orthogonale.
Finalement P est bien un projecteur orthogonal de rang 1.

e Réciproquement :
Si P est un projecteur orthogonal de rang 1. On note (y) une base orthonormée de I'm(P), donc y € R™ avec ||y|| =1
Par le théoréme de projection orthogonal : Vo € R® , Pr=<z,y >y=y <,y >=yy'
Par identification : P = yy”

e Bilan : | P est un projecteur orthognal de rang 1 si et seulement si 3y € R" | ||y|]| =1 et P = yy”

7) Ly O\ (lp+w? w\ /1, 0y (1, 0\ /1, u\ (1, 0
7\l 1 0 1)\=vT 1) o7 1)\=T 1) \0 1+07u
On a donc : | (1n O L, +w! w\ (1, 0\ _ (1, 0
HAdone i\, g 0 1)\ 1) 7 \0 1407
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8.) En effectutant des déterminants par blocs dans les matrices triangulaires par blocs de la relation du 7. On
obtient : 1 x det(1, +uv') x 1 =1 x (1 4+vTu) =1+ < v,u >

On a donc : |det(1, + wvt) = 1+ < v,u >

9.) Comme A est inversible : A +uv” = A(1, + A~ luwT)
On a, en utilisant le 8. que : det(1, + A~ 'uv?) = det(1, + (A" tu)w?) = 1+ < v, Aty >
Comme le déterminant du produit de deux matrices est égal aux produit des déterminants alors:

det(A +uv?) = det(A)(1+ < v, A= u >)

10.) On raisonne par équivalences :
A+ uvT inversible
& det(A+uvl) #0  on utilise la question 9.
& det(A)(1+ <v, A7 lu >) #0
& (1+ < v, A=ty >) # 0 car det(A) # 0 puisque A € GL,(R)
s<v, A7 u>#£ -1

On a bien : | A 4+ uv” inversible si et seulement si < v, A" u ># —1

11.) Puisque d’aprés la question 10. on a : < v, A~!u ># —1, on peut poser : B = A~! — %
. _ A~y -1
On aalors: B = (]. — m)A

Comme ala 9. : A+uv? = (1+ A ) A

En posant w = A"luona: B = (1 — 1+127:}Tw>>14*1 et A+uv? = (1 +wvl)A

En posant a = wv! =< w,v>ona: B= <1—L> *1:ﬁA*1 et A+w! =(1+a)A

Alors : (A+ww')B = (ﬁA’l) ((1 + a)A) =1,

Donc (A + uv”)B =1, et donc (A+w?)"! =B

S Vacritire . Ty—1 _ g4—1 _ A lwwTA!
En revenant a lécriture de B : [(A+wv' )™ = A S

. (1 (0 r_ (0 1
12.) Slonposeu—<0> etv—(1> alors uv —(0 O>

Si on pose C' = (? 8) alors det(C) =0

De plus C' + wv” = <0 1

1 0> donc det(C +uvT) = —1 #0

Si C € M, (R) telle que det(C) = 0 alors on a pas toujours det(C + uv?) =0
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13.) BT = (A+wu”)T = AT + (vu”)T = AT + (u")Tu? = A+ wu” = B car A = AT puisque A € S, (R) et donc
B € S,(R)

14.) Posons : C' =1,, — Xn: vpvf
Pour i € [1,n] on a : =
Cv; =v; — i vkv,{vi =v; — Zn: v < U, v; >
Mais < vk,llji:1>: Osik#i etk:<1 Vg, v; >= 1 si k =i puisque (v1,...,v,) est orthonormale.

nc Cv; = v; —v; = 1 sur tou vecteurs d’un n =
Donc Cv; i ; = 0, ceci sur tout les vecteurs d'une base donc C' =0

n
Donc : |1, = 3 vpol
k=1

n n
15.a) Comme en 14.) : Aw; — > )\kwkwgwi = \w; — Aw; =0et donc: |[A= )" )\kwkwg
k=1 k=1

n
15.b) Avec la question 14. et comme (wy, ..., Wk, ..., wy) est orthonormée, on écrit : 1, = > wpwl
k=1

Avec la question 15.a) : A= Y Mowgw}

k=1
n

Par combinaison linéaire de ces deux égalités : 21, — A = 3 (x — A\p)wpwk’
k=1

n
14 1 T .
Comme on a x — A\, # 0 on peut considérer kzl Toa Wewy et on a alors :

(.’L’ln - A) ( i ﬁwkwﬁj

k=1
S T N~ 1 T
J— X _ 1. _
= kzl T, WEW > " Awywy, on utilise Awy, = Apwy,
" T N~ 1 T
— X
= 2 T WEWE — X o AWkW
k=1 k=1
n
_ xT )\k T
k=1
n
= > wpwy
k=1
=1, par 14.)
—1 n 1
On en déduit : (:L‘ln — A) = ( > " wmu,?)

16.a) D’apres la formule de Grasmann :
dim(E U {u}*) = dim(E) + dim({u}*) — dim(E N {u}*)
= dim(E N {u}t) = dim(E) + dim({u}*) — dim(E U {u}*)

Mais dim(E) = m car A est diagonalisable et que X est d’ordre m
De plus dim({u}') = dim(R") — dim(Vect(u)) =n — 1 (c’est un hyperplan)
et dim(E U {u}*) <n donc —dim(E U {u}*) > —n

On a donc : dim(EN{u}*)>m+n—-1)—n=m-—1

Bilan | dim(EN{u}t)>m -1

14



16.b) e Soit x € BN {u}*
Alors x € E donc AX = Az et uu’z =u < u,z >= 0 car < u,z >= 0 puisque z € {u}L
Donc Bx = Az +uulz = Az +0 = \z
Donc (E N {u}l> C ker(B — A,) et donc \ est valeur propre de B d’ordre de multiplicité au moins dim(FE N {u}~)

Avec le (a) on a : ’)\ est valeur propre de B d’ordre de multiplicité au moins m — 1 ‘

-1

17.) Comme x n’est pas valeur propre de A, alors 21, — A est inversible et on peut considérer : (acln — A) . On

peut alors effectuer le calcul suivant :
xB(x)
= det(zl, — B)
= det(x1, — A —uu”) par définition de B
= det((:ﬁln — A)(ln - (:L‘ln - A)_luut)
= det(mln - A)det((ln - (mln — A)_luut)
= XA(x)det((ln — (21, — A)_luut)
On notera (1) cette derniére relation.
Alors : (1, — (xln — A)_luut
=1, — ( > x_l/\k wmug)uuT avec 15.b)

n
=1, +UVT avec U = - a:—lAk < wg,u>wg et V=u

Avec la question 8.) on en déduit :

n n
det(ln— (:cln—A)fluut> =1+ <V,U>=1- > ﬁ <wg,u >< wg,u>=1-— Y m_lAk < wy,u >2
k=1 k=1

Reporté dans la relation (1) on a :

Ve € R\ s () = xa(e) (1= 1 <=
=1

18.a) Par l'absurde. Si Vk € [1,n] , < uw,wr >= 0 alors, comme (wi,...,w,) est une base, par linéarité
u € (R")* = {0} donc u = 0 ce qui est absurde puisque ||u|| = 1

Donc 3k € [1,n] , < u,wi ># 0 et donc

18.b) Si £ ¢ J alors < u,wy, >= 0 donc
Bl = Awy — uuTwp = Mwy — u < wg, u > = Apwy
=0
Comme wy # 0 alors : ’ A¢ est une valeur propre de B
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18.c) Dans cette question on suppose J = {j}.
Ecrivons u dans la base orthonormée (wy,ws, ..., wy,), alors, puisque < u,wy >= 0 pour k # j, on a :
u= ) <u,wg>wp=<u,w; > w,;
k=1
On fait le produit scalaire de cette égalité avec u et on a :
<u,u>=< u,w; >< u,w; >=< U, u >=< u,w; >
Comme u est unitaire, on a alors < u,w; >?=1 et donc u = ew; avec < u,w; >= ¢ € {—1,1}

Alors on remplace u par u = ew; dans Bw; = Aw; + uuij
Alors Bwj = Aw; + _¢* w; w]ij =(\j+ Dw;
Y =1 M

Ajw; =1
Avec 18.b) on a que Bwy = \ywy pour k # j
On en déduit que (w1, ..., wy,) est une matrice de vecteurs propres de B associés aux valeurs propres A, ..., Aj—1, Aj+
17)‘j+17 cee 7)‘n

Donc : | Les valeurs propres de B sont (A1,..., Aj—1,A\j + 1, Aj41,..., An)

19.a) e f est une fraction rationnelle, donc f est C*° en dehors de ses poles, donc ici ;
[ fest Csur D =R\{A1,..., A} |

7

eOnaalors: |Vxe D, f'l(z) = iwlf\’:>

19.b) @ Pour ¢ € [1,n — 1] la restriction de f & JAs, Ay est une application continue, strictement décroissante

(car f'(z) < 0 d’apres le (a)) et & valeurs dans R puisque lim = 400 et lim = —oo; ¢’est donc une bijection de
TN, x_))‘Z-H

JAe, Aey1] dans R et donc f(z) = 1 admet une unique solution sur |Ag, Apiq]

e De méme, la restriction de f a ]\, +00[ est une bijection a valeurs dans |0, +o0o[ puisque :
li t i =
Jim, fz) =+ooet lim f(z)
Comme 1 €]0,4+o00|, f admet une unique solution sur |\, +00[

Bilan : | f(z) = 1 admet une unique solution dans chaque intervalle [Ag, Ap11[ pour £ € [1,n — 1] ‘

’ et dans |\, +00|

19.c) D’apreés ¢) , les solutions de f(xz) = 1 sont valeurs propres de B.
Avec le 19)b) , on en trouve ainsi n, dans chacun des intervalles voulu et que l'on nommera p, avec le a), comme
B admet au plus n valeurs propres on a donc trouver toutes les valeurs propres et le b) permet de conclure que :
AL < pp <Ag < o < - < Ay < lp

Bilan : ’Les n valeurs propres de B vérifient: A\ < p1 < Ao < o < -+ < Ay < ,u,n‘
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20.) Comme U prend un nombre fini de valeurs {u1,...,u,}, alors < U,w >2 prend un nombre fini de valeurs
{<up,w>2 .. < up,w >2}
Donc, par définition de I'espérance, quand il y a un nombre fini de valeurs :

n

E(<Uw >*) = 3 |< up,w >*P(U = uy,)
k=1

Mais, comme U suit une loi uniforme sur n valeurs, alors : P(U = uy) =

n
Donc &(|< U,w >*) = 3 |< up, w >\2%
k=1

n
Donc &(|< U,w >[*) = L 3 |< ug,w >|?
k=1

n
Comme les < u, wy > sont les coordonnées de u dans la base (w1, ..., wy) qui est orthonormée alors Y |< ug, w >|2 =
k=1

2
[l

Finalement on a : | &(|< U,w >*) = 1 ||w)|?

21.) Avec la formule de 17.) et par formule de transfert :

£(xp(@)) = xal@) (1 - 3 LU=t

S =
o

En utilisant le 20.) : & (x(z)) = xa(z)(1 - 3 21200
k=1

On utilise que ||wg|| =1 donc : &(xp(z)) = XA(:U)(l — %El x_l)\k)

M=
8 [

Ou encore : &(xp(x)) = xa(z) — %k_l X

A(x)
—Ak

n

Mais x4 est de degré n, unitaire et on connait ses racines. On écrit donc : xa(z) = [] (x — Ag)
k=1

On a donc, en reportant ci-dessus : [&(xp(z)) = xa(z) — x4 (2)

22.) Comme Ay est valeur propre de A alors x4(Ax) = 0 et donc avec 21. On a :
E(x(Ar) = =5 xXa (M)

23.) Raisonnons par 'absurde et supposons que : Yz € R | &(xp(z)) =0
Alors, avec la question 21.) : Vo € R\{A1,..., A} ona: xa(z) = 1x/4(2)
Comme c’est une relation polynomiale valable sur une infinité de valeurs, alors, elle est valable pour tout z € R et on
aalors : ya = x4
Mais x4 est de degré n et x'; de degré n — 1 donc n=n — 1 !!l Absurde

On a donc démontrer par 'absurde que : [z € R, |, &(xp(x)) # 0‘
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24.) Comme € €]0, Ap41[ alors € n’est pas valeur propre de A
donc xa(e) # 0 et donc : det(A —€l,,) # 0 et donc : ’A —€l,, est inversible.‘

25.) B —ely = A+ uu’ — el = (A —ely) +uul = (A — el,) (1n (A eln)uuT>
Alors : det(B — el,,) = det(A — eln)det(ln + (A - eln)uuT>

Comme A — €l,, est inversible on peut utiliser la question 9. et on obtient :

det(B —€ly,) = det(A — €l,)(1+ < (A — €lp)u,u >)

D’apres 24. on a det(A —el,) #0
et d’apres I’énoncé : < (A —ely)u,u >< —1 = 1+ < (A —€lp)u,u ># 0

On a donc det(B — €l,) # 0 et donc ’B — €l,, est inversible. ‘

26.) Comme en début de Q25) : B — €l,, = (A — €l,,) +uu®
Comme A — €l, est inversible on peut utiliser la question 11.; en remplagant A par A — €l,, et v par u, et on a :

_ _ A—ely)  tuut(A—el,) 1t
(B~ ely) ™' = (A el,) ! — Upda) n(Acln)

1wl (A—ely)7!

Posons v = (A — el,)tu alors : (B —el,)™! = (A —€l,) Trcuos

Mais A est symétrique donc A — €l,, aussi et donc (A — €l,,)~! aussi et
ul(A—elp) ' =u"((A=eln) ™)' = (A= elp) ) =0T

Done (B —ely) ™! = (A—ely) ™ — 22—

On utilise maintenant la question 5.a) et on a :

Tr((B—ely)™) = Tr((A—eln) ™) — 1) = Tr((A - ely) ™) — o>

Mais, par hypothese 14+ < u, v >< 0, de plus < v,v >= [|v|[* > 0 (car v # 0 puisque A — €l,, inversible et u # 0)

<v,v>
1+<u,v> >0

On a alors : Tr((B — eln)_l) = TT((A - €1n)_1)

donc —
<v,v >

_1—|—<u,v>
—_———

>0
et on en déduit : |Tr((B —€l,) ™) > Tr((A—el,) ™
27.) e Les valeurs proprede Asont : 0 = A\ =Xy ==X, < Appy1 < - < Ny
donc les valeurs propre de A —el, sont : —€ < —€e+Ap11 << —€e+ Ay
m fois
Puisque A — €l,, est inversible :
les valeurs propre de (A — €l,,)~! sont : _T > e 22 /\,,Ll—e
~—
m fois
n
On en déduit : Tr((A—el,) ' ==24+ Y
k=m+1 k
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n
On en déduit comme ci-dessus que : Tr((B —e€l,) ™! = —(m=1) | > L

€

.CommeAlSHlS)\QSMZSMm—lS)\mzogﬂm<"'§>\n

-1 —(m—1 1 1
et donc que Tr((B —€l,) ™! = # o=t X
e On utilise maintenant la question 26. et on a, avec les deux expressions de la trace :

Sy 1g oy Losomy o $d
€ m —€ g —€ € A —€

k=m+1 k=m+1
—(m-1) | m 1 < 1 1
RO D P ()\kfe - ,We)
n
1 1 L) ?,V
T Em L 2 B
Mais par hypothése : Ay — pux >0, (A\x —€)(u — €) > 0 et donc :
1 1
12 > €—HUm
=t = >0
i,
= le—pm) >0

Comme i, > 0 et € > 0 on en déduit € — py, > 0 donc p, > €
On a pas égalité car € ¢ sp(B) puisque B — €l,, inversible et donc
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