PSI* 2025-2026, Mathématiques DS n°6 CONCOURS BLANC,
type CENTRALE-MINES : adapté de Mines-Ponts MP 2023
Correction

exerice 1

1) Sin =2, il n'y a que 2 possibilités :

cas 1 : le passager 1 s’assoit & sa place et donc 2 aussi puisque sa place est libre

cas 2 : le passager 1 ne s’assoit pas a sa place et prend donc la place de 2 qui ne peut que s’asseoir a la
place 1 qui n’est pas la sienne.

On en déduit : |ug = %

2) On remarque que (Ay)kepi,n] st un systéme complet d’événements.

Par la formule des probabilités totales sur ce systéme complet d’événements : P(S) = > P(S|Ax)P(Ax)
k=1
De plus, par équiprobabilité : Vk € [1,n] , P(Ax) = %

Donc P(S) =1 % P(S|Ay)
k=1
On sépare les cas particuliers : P(S) = %(P(S|A1) + (X P(S|A) + P(S]An)>
k=2
e Si A; est réalisé, alors tout les passagers s’assoient a la bonne place et donc P(S|A4;) =1

e Si A, est réalisé, le dernier passager ne peut pas s’asseoir & sa place puisqu’elle est prise par le
premier passager donc P(S|A,) =0

e Si Ay, est réalisé avec k € [2,n — 1] :
alors, aprés I'arrivée de 1, seule la place k > 2 est prise, donc tout les passagers de 2 a k — 1 peuvent
s’asseoir a leur place.
Quand arrive le k-iéme passager, sa place est prise.
Si on considére la place numéro 1 comme la sienne (ce qui ne change rien pour le passager n), alors la

situation est la méme que si le premier passager arrivait dans un avion & n — (k—1) = n — k + 1 places.
On a donc P(S|Ak) = tn—k

n—1 n—1
Reporté dans la formule ci-dessus on obtient : u,, = %(1 + > Uppr1 F O) = %(1 + > Un—k;+1)
k=2 k=2

Montrons maintenant par récurrence forte que : Vn > 2, u, = +

[ &)

Initialisation : faite a la question 1)

Hérédité : On suppose le résultat vrai pour n € [2,n — 1] et on le montre au rang n
n—1

Onavu: u, = %(1 + > un,kﬂ)
k=2

Comme k € [2,n — 1] = n—k+ 1 € [2,n — 1] alors u,_,11 = 3 par hypothése de récurrence

n—1
Il reste : un:%(l—i— Z%) :%(14-”7—2):%%:%
k=2

Conclusion : |Vn > 2, u, = 3




Exercice 2

Comme on est en dimension n et que f admet n valeurs propres distinctes puisque card(sp(f)) = n,
alors : f est diagonalisable.

Dong, il existe une base B = (ey,...,e,) formée de vecteurs propres de f. On a donc Mp(f) diagonale.
On note alors (Ag)reqi,ng les valeurs propres de f de telle sorte que : f(ex) = Apex
Comme il y a n valeurs propres distinctes alors elles sont simples et donc : dim(E;) = 1 avec

Ex = ker(f — X;) On a aussi : Ey = vect(ey,)

Comme f et g commutent, on a : f(g(ex)) = g(f(ex)) = f(g(ex)) = g(Arex) = Argler)
Donc g(ex) € Ex, = vect(ey) = Jur € R, g(er) = prer

Comme ¢, # 0 alors ey est un vecteur propre de g.

B est donc aussi une base de vecteurs propres de g, donc Mp(g) est diagonale.

Bilan : |il existe une base B de E telle que Mp(f) et Mp(g) soit diagonales.

Probléme : adapté de Mines-Ponts 2023, MP

Q1) e Pour le domaine de définition de o, considérons deux cas :
Cas1l: |z]>1

Alors ‘—’ = +00 et donc o(x) est grossiérement divergente et x ne fait pas parti du domaine de o.
n—-+00

Cas 2: |z| <1
Alors, pour n € N* : ‘ ’ < n2
1 - :
Comme ) -5 est une série de Riemann convergente, par comparaison on a : o(x) convergente.

Bilan : le domaine de définition de o est U = [—1, 1]

: — R
e Posons, pour n € N* : Jr v

r — %
+oo
On a ainsi par construction et par le début de la question, que (> f,,) converge simplement vers o
n=1
sur U.
On a de plus : || fo|| =sup|fu(z)| = =
zelU
+o0o
Donc ) || fnll, est convergente (comme série de Riemann) et donc () f,,) converge normalement et
n=1

donc uniformément sur U.
Comme les fonctions f, sont clairement continues, alors, par théoréme de transfert de continuité, o est
continue sur U.

Bilan : |Le domaine de définition de o est U = [—1, 1] et o est continue sur [




Q2) Soit « et B deux réels. Soit n € N*.
On va calculer I'intégrale avec deux intégrations par parties :

}(cth + ft)cos(nt)dt
0

= [( 515) S’M’L nt ]r QOét—l—B sin m)dt
N ~ 0 |
(20t + 5)24007 - F20=60dt — (2am + Y - 5 - 20200
0 =0
On résout : {QQW—{—B:O & {6: B
—B=1 o=
En prenant o = ;- et § = —1, ona: Vn €N, }(aﬁ + Bt)cos(nt)dt = -5
0

Q3) Soit n € N* et ¢ €]0, w[. Alors :
S cos(kt) = 3 Re(e™) = Re(3" e™) = Re( Y. (¢"))
k=1 k=1

k=1 k=1
somme des termes d’une suite géométrique de raison e” (e # 1 puisque t €]0, 7))

zn: cos(kt)

=1

= Re eit L)

le”)

_ Re 61 znt)

_ett
znt/2 e—int/2_ eznt/Q)

(

(
= Plﬁ(@ne ezt/2 (e—it/2—¢it/2) )
_ Re(e” (14n/2—-1/2) 2zsm(nt/2)>

—2isin(t/2)
.. sin(nt/2 sin(nt/2)cos(2ELt)
= Re((cos n+1)/2)) +isin(t((n + 1)/2))) sm(tt/é))> = i
Mais V(a, b) € R? | sin(a)cos(b) = 3[sin(a + b) + sin(a — b)]
. sin((n+21)t)+sin(—t/2) . sin(2ntLy) 1
Donc ’;1 cos(kt) = 2im(t/2) - 23in(t2/2) T2
On obtient donc : |V N*, S cos(kt) = S22 1
n obtient donc : |Vt €]0, 7| , Vn € ,kz;lcos( t)—w—§
Q4) Soit ¢ une application de classe C* de [0, 7] dans R
Alors pour x > 0, par intégration par parties :
fgp sin(xt)dt = [go(t)M + fgo )<= mt)dt W);OS(”) + @ + 2 [/ (t)cos(at)dt
0

Comme ¢ est C! sur [0, 7], alors ¢ est continue sur [0, 7] qui est un segment, donc, par le théoréme
des bornes atteintes : IM >0, Vx € [0,7] , |¢'(z)| < M

Avec I'inégalité de la moyenne et 'inégalité triangulaire, on a, avec le calcul ci-dessus :

< leml 4 o0y Mn

r—r-+00

t)sin(xt)dt

Donc, par comparaison : | lim f o(t)sin(zt)dt = 0
T—+00 0




Q5) Pour t €] — m, 7| tel que : ¢ # 0 on a sin(%) # 0 et donc S est C sur | — 7, 7[\{0}

Pour ¢t # 0 : on utilise le développement en série entiére en 0 de sin qui a pour rayon de convergence
1
oo Alors: Vt €] —m, @[, S(t) = —“r = t -
i =mal, 50 =5 = T opa & _cynen
o 22n+1(2n41)! “=o 22n+1(2n41)!

n=

On remarque que cette relation est valable en ¢ =0

1)n¢2n - N .
Comme t — Z m est une série entiére de rayon de convergence +oco alors c¢’est une fonction
C> sur R.
Comme de plus cette fonction est non nulle en 0 (puisqu’elle vaut %), alors son inverse est C°° au

voisinage de 0.
On en déduit que S est C* au voisinage de 0 donc en 0.

n=0

Comme il n’y avait pas de probléme ailleurs : | S est C* sur | — 7, 7]

Q6) Posons : Vt € [0,7] , ¢(t) = (at + 8)S(t) Alors, avec Q5) , ¢ est C* sur [0, 7]

T

En utilisant Q4) on a : lim f et)sin((2n+ )t)dt = 0= lim [(at*+ ﬁt)Mdt =0

n—+00 n—+00 {) 2sin(t/2)

En utilisant Q3) : lim [(at? + Bt cos kt)+1)dt =0
n——+0o 0 2

Par linéarité de 'intégrale : hril Z f (at? + Bt)cos(kt)dt + f (% (at? + Bt))dt =0
13 = 1 a3 B 2
Donc en utilisant Q2) : mTsy t55 =0
k=1
1 . T 1 2 2 2
Comme o = - et 8= —1 alors : k_lﬁ:—ﬁ%—I:F
A T, e
On en déduit donc que : |o(1) = > -5 =&
n=1

QT7) e Posons A =0, 7]. Soit € R. Posons Vt € A, a(t) = (sin(t))* = exp(zin(sin(t))
Comme sin(t) > 0 sur A alors a est continue sur A et I'intégrale f(z) ne pose probléme que en t = 0.

Au voisinage de t = 0 :

a(t) = exp(zln(t + o(t?))) = exp (xln (t(l + 0(25)))) = exp (a: <ln(t) +In(1+ 0(t)))>
= exp <xln(t))ea:p(a:ln(1 + o(t)))
~ exp(:z;ln(t)) ~t" >0

Donc par régle de I'équivalent : f(z) est de méme nature que [t*dt = [ t%zdt qui est une intégrale
0
de Riemann convergente si et seulement si —z <1 & —1 <z

On en déduit que : |le domaine de f est I =] — 1,400




e Pour z € I, effectuons une intégration par partie dans f(x + 2). IPP possible car les fonctions sont

dérivables et que les limites aux bornes du crochet sont finies.
™ ™

flx+2)= Of(sm(t))”””dt = bf(sm(t))”lsm(t)dt

= [—cos(t)(sin(t))"|F + bf(x + 1)cos(t)(sin(t))*cos(t)dt

=0—-0+ m—i—l}sm (6))*(1 — sin®(t))dt
= (z+1)(f(2) = f(z+2))

Onadonc: |\Veel, (z+2)f(x+2)=(x+1)f(x)

Q8) o fmt o F(1) = [ sin(t)dt = [—cos(t)]E =1
e Avec la relatlon de Q7)enxz=0¢e1:2f(2) = f(0) =7 donc f(2) =%

O%M\ﬂ

Bilan : | f(0) =3, f(1) =1et f(2) =%

Q9) e Pour commencer, au voisinage de t =0 :
In(sin(t)) = In(t + o(t?)) = In(t(1 + o(t))) = In(t) + In(1 + o(t)) = In(t) + o(1) ~ In(t)

o t — t > (In(sin(t)))Pt* est continue par morceaux sur ]0, 1].
Fixons v €]1, af ce qui est possible puisque a > 1
Alors au voisinage de t =0 :

Ww = (In(sin(t)))?t7 ~ (In(t))Pte—7 — 0 par comparaison In-puissance puisque o > 7y
T

Alors (In(sin(t)))Pt™ = o(t7)
Comme t — t7 est intégrable sur |0, 1] puisque v > —1 alors, par négligeabilité :
> (In(sin(t)))Pt® est intégrable sur |0, 1]

g : IxA — R

Q10) Posons : (1.0) s (sin(t))? (avec A =]0, 7], déja posé)

On remarque que g est C* sur I x A.

e Comme g(z,t) > 0 (donc est de signe constant), on a déja que : Vo € I | t — g(z,t) est intégrable
sur A avec le début de la question Q7)

o On a:V(z,t)elxA, ag( t) = In(sin(t))exp(zin(sin(t)) = In(sin(t))t"
t— 52 (x t) est continue sur A donc l'intégrabilité sur A ne pose probléme que en 0.

On utilise la question Q9) pour avoir ¢t — (33 t) est intégrable sur A.
eOna:Vizt)elxA, 52 2(az: t) = In(sin(t))?exp(xin(sin(t)) = In(sin(t))*t"

Fixons a € I. On a donc a > —1.

Alors V(z, 1) € [a, +oo[x1 ‘392 (z, t)‘ < (In(sin(t)))*te

On utilise la question Q9) pour aovir que ¢ — (ln(sm(t)))Qta est intégrable sur A



(Ve A, x> g(x,t) est de classe C2 sur [a, +00]

Vr € [a,+oo], t+— g(:p t) est intégrable sur A

Vr € [a,+o0], t (x t) est intégrable sur A

Va € [a,+oo[ , t > 2 (:1: t) est continue par morceaux sur A
Y(z,t) € [a, —i—oo[x[ |22 2, t)] < (In(sin(t)))’te

| avec T — (ln(sm(t))) t* est intégrable sur A

On a donc :

On peut alors appliquer la généralisation du théoréme de dérivation sous le signe somme et en déduit
que z — f(x fg x,t)dt est de classe C? sur [a, +oof et que : Yz € [a,+oo[, f'(z) = [ % (x,t)dt et
A

f'(x) = W(I,t)dt
A

Comme J [a, +oo[=] — 1,+ + co[= I et comme la dérivation est une notion locale alors :
a>—1
f@) = [ 52(a.t)dt
est de classe C? sur [ et Vo € I, A
! F1(@) = [ Sty
A

oeVrel, fl(x) = [In(sin(t)) (sin(t))” dt donc f'(x) <0 et donc f est décroissante sur I.
0 S—~——
<0 >0
eVrel, f'(x) = [In(sin(t))” (sin(t))* dt donc f"(z) > 0 et donc f est convexe sur I.

0 N et N e’
>0 >0

e Bilan : | f est de classe C?, décroissante et convexe sur 1.

Q11) Comme f est continue en x = —1, alors :
lin_llf(x +2) = f(—14+2) = f(1) = 2 (on utilise Q8)
Donc, comme Vo > —1, (z +1)f(x) = (v + 2) f(x + 2) alors liml(:c +1)f(z)=(-1+2)2=2
T——

On en déduit : | f(z) ~ -2

rz——1 z+1

Q12) Montrons par récurrence sur n € N que : f(n)f(n+1) = D)
Initialisation : pour n =0
On a bien la relation voulue au rang 0

Hérédité : On suppose la propriété vraie pour un rang n € N a savoir : f(n)f(n+1) = 2(n+1)

Alors avec Q7 et 'hypothése de récurrence:

fn+1)f(n+2) = f(n+ )Ziéf( n) = %2(&1) = 3z €t on a bien la relation au rang n + 1

Conclusion : On a montrer par récurrence que : |Vn € N | f(n)f(n+1) = D)




Q13) e f est décroissante, donc Vn € N | f(n+2) < f(n+1) < f(n)
Comme f(n) > 0 alors £5t2l < foetd <
n+2

< ot <
——

En utilisant Q7) :

— 1
n——+oo

Donc par encadrement : hrf % =1letdonc f(n+1) ~ f(n)
n—-—+0oo

Avec la relation précédent on obtient : f(n)? ~ £ et comme f(n) >0ona: f(n)~ /o

e Pour z au voisinage de +00 : |z] <z < |z] + 1 et f décroissante donne :
f(lz] +1) < f(z) < f(lz])
Mais [z] +1 € Ndonc f([z] +1) ~ /57755 ~ /3, et de méme :f([z]) ~ /555 ~ (/5

Donc par encadrement : | f(z) ~ /5>

Q14) e t — (In(t))" est continue sur ]0, 7].
L’intégrale D,, ne pose probléme que en 0
. s . . . . n __ 1
Comme In(sin(t)) ~ In(t) (déja vu) alors, au voisinage de 0 : (In(sin(t))" = o( )
1
te L
’Dn est convergente.‘

™ s

étant intégrale sur |0

72 2

e Comme D, est convergente on peut effectuer le changement de variable C* bijectif u = 5

2
On a alors : Dy = [ In(sin(5 — = [In(cos(u))du
T 0
g
En reposant ¢ = u on a bien : = [In(cos(t
0

Q15) e D’apreés I'expression trouvée en Q10) : f/(0) = [ In(sin(t))dt = D,

S TSN

e Calculons D avec les deux express10ns connues.

Ona2Dy =D+ Dy = fln cos(t))dt + fln sin(t))dt

En regroupant les mtegrales plllS par proprlete du In :
%
2D, = fln cos(t)sin(t)) fln 1sin(2t))dt = fln $)dt + [ In(sin(2t))dt
0 0
Changement de Variable Ct leeCtlf u = 2t dans la seconde intégrale et calcul de la premiére :

2D, = Wl"@) + fln sin(u)) L

On remarque que : f In(sin(u))du =2 [ In(sin(u))du = 2D,

0

Reporté ci-dessus : 2D; = —””;(2) + Dy et on en déduit | f/(0) = Dy = 5=

SN

7] alors par négligeabilité ¢ — (In(t))™ est intégrable sur |0, Z] et donc



Q16) On effectue dans D,, le changement de variable C! bijectif :

u = —In(sin(t)) < e = sin(t) < t = arcsin(e™) (vu les intervalles considérés)
Alors dt = —————du
1— (e 'u.)2
9 ) +00 n,—u +oo +00 n
et donc Dn :+£O(—1) u \/ﬁdu = “({‘ (—1) mdu = (—1) g‘ mdu = (—1) “({‘ ﬁdu
+oo
On a bien : |Vn € N* | (=1)"D,, = of T du

Q17) @ Pour n € N, ¢t — t"e™" est continue sur [0, +oo[ donc l'intégrale A, ne pose probléme que en
+00.
Mais au voisinage de +o00 : t"e™" = o(e™"/?) et t > e~*/? est intégrable sur [0, +oo[ d’aprés le cours.
On en déduit ¢t — t"e~" intégrable sur [0, +oo[ et donc A,, convergente.

n

e On intégre maintenant A, par parties, possible puisque les limites du crochet aux bornes sont

finies. Alors : A, = [E=e7] f th etdt = A, =0—0+ "“ = A1 =+ 1)A4,

tn+1
n+1

+o0o
OrAg= [ eldt =[-e > =1

0
On reconnait la définition récursive de 'exponentielle, on a donc par récurrence :
"v’n € N, A, est convergente et A, = n!

Q18) a) L (€2*) = 4e® > 0 donc u + € est convexe.
De plus v = 2u — 1 est équation de la tangente a la représentation graphique de u — €2* en u = (

On en déduit par convexité que : [Vu € R, e** —1 > 2u

Q18) b) On utilise Q17). Alors :

+00 +oo
(—=1)"D, —n! = J \/;2{:7 f ue vdy = f uﬂ(

\/QITI eu ) du

n

e —+/e2u — 1) u+\/62u 1
eu\/EQu 1(6“‘-‘1—\/62” 1) )du

eu\/SZu 1 e“+\/e2“ 1

n

[or(’
= u"( s )du
[

euy/e2u—1 6“—}—\/@2“ 1 )du

Mais comme e* + v/e24 — 1 > v/e2v — 1 alors :

+oo
0<(-1)"D, —n! < [ u”(
0

—+o0
e ) du = Of“”<ﬁ>d“

Par inégalité de convexité : €** — 1> 2u > 0 = 5211;—1 < ﬁ et donc :
“+o0o
0<(~1)"D, —nl < [ u”(
0

+0o0
>du =0< (-1)"D, —n! <% [ u" e du
0

ev2u
=0< (=1)"D, —n! < 3(n—1)!

Donc (—=1)"D,, — n! = O((n — 1)!)

= (~1)"D, =nl+0((n— 1) = L =1 L 0(L) — 1

n—-+o0o

et donc | (=1)"D,, ~ n!




Q19) e Pour l'instant on fixe x €] — 1, 1] et on utilise le développement en série entiére de exp

oj sin(t))*dt = fe:cp(xln(sz’n( )))dt f Z (ln(sm apn

fo + 10,Z] — R
¢ s (In(sin(t)))"z™

n!

Posons : Vn € N :

e On a vu en Q14) que t — (In(sin(t)))" était intégrable sur |0, 7], on en déduit donc que f, est
CPM et intégrable sur |0, 7]
+o00
e Par construction on a : ) f, converge simplement sur ]0, 7] vers t — (sin(t))” qui est continue
n=0
par morceaux sur ]0, 7].

eVneN,
| fu(2)| da

O — i

3

ST

42| [(In(sin(t))dt| car t — (In(sin(t)))™ est de signe constant sur ]0, 7] (signe de (=1)")

!

3

TL

=l o= | D] ~ |x|" puisque D,, ~ n! d’aprés Q18)

Comme |z| < 1 alors > |x|" est convergente, donc par équivalent : f | fu(z)| dx est convergente.

e On a bien vérifiée toutes les hypothéses du théoréme d’ 1ntegrat10n terme a terme et on en déduit :

2 +00 E

fon d:v—szn ydz = f(z) = [(sin(t) xdx—ZD”:U
n=00 0

e On en déduit que : | f est développable en série entiére sur | — 1, 1]

(20) e Pour z € R on distingue 2 cas :
cas 1 : cos(z) =0 = sin?(x) = 1 = a’cos?(x) + bsin?(x) = b* > 0
cas 2 : cos(x) # 0 = cos?(x) > 0 = a’cos?(z) > 0 = a’cos*(z) + b*sin?(z) > 0

Dans tout les cas a2cos?(z) + b2sin®(z) > 0 et donc | ¥ est bien C! sur R|

a?(—2sin(x)cos(x 22cos(x)sin(x 2—a?)sin(2x
o AIOI'S, pour x € R ) \Il,<-'17> =22 aécis2(§c)£l—);l;i7212(x() Join(z) a2(—|li(b2—c)12)sz(222x)

° D autre part :
< lal+lbl _ atb

p= b+a = |p| < S5 = 25 = 1 par inégalité triangulaire et puisque a > 0 et b > 0.

Deplus|p|=1=b—a=a+boua—b=a+b=b=0o0ua=0 ce qui est impossible

Donc |p| < 1



+00
Alors : 4" pFsin(2kx)
k=1

+o0 .
=45 pPIm(e***) puisque le terme pour k = 0 est nul
k=0
too ) ) )
= 4[m(< > (pem)> série géométrique de raison pe?® avec |pe*™| < |p| < 1
k=0

- 4Im< —pcos(2z)— zpszn(21’)>
1—2pcos(2x)+ipsin(2x)
- 4]m<1 2pcos(2x)+p2cos? (2z)+p2sin?(x)
psin(2x)
1— 2pcos(2a:)+p
o 4b7a sin(2x)

btay _gb-a 2 cos(2x)+

b+a
=45 —

(b—a)?

(b+a)?

) sin(2x)
(a+b)2—2(b—a)(b+a)(1—2sin?(x))+(b—a)?

4(b2—a?)sin(2x)

a?+b2+2ab—2(b2—a?)+b2+a2—2ab+4(b%—a?)sin?(x)
4(b2—a?)sin(2zx)

4a?+4(b%—a?)sin?(z)

. (b27a2)sin(21) — \I’/(J,’)

T a?+(b?—a?)sin?(z)

+00
On a donc : | W est de classe C' sur Ret Ve € R, U'(x) =4 pFsin(2kx)

Q21) @ On fixe z € R. On pose : Vk € N* :
hy : [0,2] — R . | o .
" s 4pksin(2ka;) avec la convention que : [0, 2] = [—x,0] si z < 0

On a alors : ||h]], = sup |he(t)] < 4]p/*
te(0,z]

Puisque 'on a vu que |p| < 1, alors 3 |p|* est convergente et, par comparaison, 3 | Pel] o
convergente et donc Y hy converge normalement (et donc uniformément) sur [0, x]

Les hy sont continues sur [0, z] et > hy converge uniformément sur [0, z] qui est segment.
On peut donc appliquer le théoréme d’intégration d’une série de fonctions sur un segment et on a :

f Z ha(t fhk t)dt = f\IJ Jiofxélpksin@kt)dt
=

= ‘I/({E) ( ) Z 4 k 1—cos 2ka:)
= \I’(l‘) — ln(a ) =92 Z P? ) Z kaOS(]?kx)
k=1 k=0
2 = k cos(2kzx)
= U(z) —In(a®) = 2(=In(1 — p)) —2 > pF===2
k=1
= cos(2kx) k
= U(x) = 2n(a) = 2n(1 = p)) 2 3 <

:>\I/()—21n( )_220052kx k:>\Il()—2ln(%)— Zcostx)k

b+a,

e Onadonc: |VreR, U(x )—21n( )_22008%:0
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Q22) a) cos(2nx)cos(2kz) = %(cos(%) + cos(%)) = %(cos((n + k)x) + cos((n — k;)x))

Malsfcos Kx)dx—051KEN*etfcos Kz)dr =7 st K =0donc, commen+k>1+1>2>0e¢t

n+k#0ona: |V(k,n)e (N)?, [cos(2nz)cos(2kz)dr =

0 Tsin=k

m {0s1n7ék

Q22) b) e On remarque que : \112(1') — QZn(a;— ) ( ) —9 Z \I’( )cos 2ka:)pk

e U est de classe C'* donc continue sur [0, 7] et donc bornee sur [0, 7] (segment).
e

Donc 3M >0, Va € [0,7] , |¢(z)] < M et on a alors : ‘\Il(x)cos(zkx)pk < Mkpk
Comme ) 2 est Convergente (cours —In(1—) et |p| < 1),

on en déduit que Z U(x )Mp converge uniformément sur [0, 7]
k=0

Comme ce sont des fonctions continues on peut, comme en Q14), intervertir > et [.

P T ey cos(2kx) o =7 cos(2kx) k
On en déduit : [ 3 W(2)2 == phde = Y- [ W(x) 522 pkde < (22)
0 k=1 k=10
e On réutilise la méme méthode et Q21) pour avoir :
f \If cos(ka
; b, cos(2k oo
_ /2ln(a + )COS( x)pkd[lf _2j‘ Z cos(linx) (pkcos(]?kx)pk)dm
2 k 0 n=1
N
=0
T 0 si k
—0—2 Z 2 f Mdm mais par le a) [ cos(2nz)cos(2kz)dr = {W Sl, n# .
0 g sin=

Donc f@(m)cos(skm)pkdx = —w“j—f
0

fRSS ) cos2ka) 2 2
e En reportant en (22) f Z U (z) === pbde = Y0 —miig- = —mo(p?)
=1 k=1

o [ U(z)dx en utilisant Q21
0

2%
2in (%) — 2 Z COS( 2) >dx interversion justifiée comme ci-dessus

o0 (442 da fg‘ 5(2ke)

=3 C—y

dx ok = 7T2ln(“7+b)
0

e A partir de ¥?(x) = QZn(aTb) (z) — 2 Z U(x )cos(Qkx)pk
k=1
T - T 400
ona:f‘lf()dx—an( )f\IJ 2]2‘1’ coska kdq:
0 0 k=

0 1

Avec les résultats précédents : f U2 (z)dr = 2n (L) m2n (L) — 2(—m0(p?))
0

On a donc : | [ U?(z)dx = 477([71(#))27&[71( b) + 270 (p?)
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Q23) a) Soit ¢ €]0, 5] donc sin(t) > 0. Alors :

W, () = In(G + “ois)) 2 In(sin®(x)) = 2In(sin(t))

Donc | (V,,) converge simplement sur ]0, 7] vers ¢ — 2In(sin(t))

Q23) b) e 0 < a2cos?(t) + b2sin?(t) < a2 + b2 <

= + ( _ 14n? < 14+2n+n? -1

n+1) n+1) T (14n)? — 14+2n+n?

Donc In(a?cos®(t) + b2sin®(t) <0

Donc |U,,(t)| = —In(aZcos?(t) + b2 sin?(t))

—__n_ _ 1 1
*hh=in=—"1 22

n

On a donc : |Vn € N*, Vt €]0,7], |V, (t)| < In(4) — 2In(sin(t))

t — W, (t)? est continue par morceaux sur |0, 5]
Q24) On a (W2) converge simplement vers ¢ — 4(In(sin(t))? sur ]0, 5]
S| VRe N, VL]0, 3], [V, (¢)] < (In(4) — (In(4) — 2In(sin(t)))*2n(sin(t)))?

n(t
avec t — (In(4) — 2In(sin(t)))* qui est intégrable sur |0, ]
On peut donc apphquer le théoréme de convergence dominée et ona:

2 2 2
270 _ 2 )? 2
nl_l&looof(\l/n( ))2dt = gﬂnl_l)rlloo(\lln( ))2dt = nl—l&looof(\ll n(t))?dt = f4 (In(sin(t)))*dt
On remarque que comme (1 — ¢) = (t) alors : [(¥,,(¢))%dt = 5 [(V,(¢))%dt
0 0

Alors avec Q22) :  lim <2W(ln(%))2 + WU(M)) = [4(In(sin(t)))*dt

n—+o0 an+bn

ST,

(In(sin(t)))?dt

|
W
O —uwula

= lim <27T(ln(2(11tr%))2+7m(2—1>>_

n—+oo
= 27r(ln(%))2 + 7o (1) = 4D5 ou on a utilisé la continuité de o en 1

= 4D, = 21(In(2))? + = car o(1) = = par Q6)

= Dy = I+ Ln(In(2))?

e Comme on a vue que f”(0) = D alors : | f"(0) = 73 + m(in(2)*
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