PST* 2025-2026
A rendre le jeudi 12 mars 2026

Devoir a la maison n°11 de Mathématiques

EXERCICE 1 : e3a PC 2021 exo 1

1. Justifier que la série > # converge.
n>1

1
, ’ 2 — d

2.1. Démontrer que 1'on a : (fx "(1—z)dz) = J T
On pourra utiliser un théoréme d 1ntegrat1on terme a terme

+o00

2.2. En déduire la valeur de : ) #
n=1
+oo "
3. Déterminer 'ensemble de définition de la fonction ¢ : z +— Y (=1)"1E-
n=1
Calculer ¢(1).
1
4.1. Calculer I'intégrale : [ {=5
+oo 1
4.2. En calculant de deux facons différentes > (—1)"( [ #*"(1 — z)dz), déterminer la valeur de la
n:l 0

. L
somme S = E o +1 (2n 3y aprés en avoir justifié I'existence.

EXERCICE 2 : exercice Oral 2025 - ccINP - Mathis

1) Montrer que : A = f T4t ) Jt est convergente.

2) Exprimer A sous forme de somme et calculer A.

+oo 1 5

. __

On admettra que : 1 S =%
n=

EXERCICE 3 : exercice Oral 2025 - Mines-Télécom - Akram

+oo
xt

Soit f:a s [ S==dt
) VIT
a) Déterminer le domaine de définition D de f.

b) Montrer que f est C* sur D.

c¢) Déterminer la limite en +o00 de f



EXERCICE 4 : exercice Oral 2025 - ccINP - Matéo

On considére une urne contenant des boules vertes et des boules rouges.
On effectue des tirages indépendants, avec remise. La probabilité de tirer une boule verte étant de
p €0, 1].

1) Déterminer la loi de probabilité et Iespérance de X la variable aléatoire donnant le rang du
premier tirage d’une boule verte.

2) Déterminer la loi de probabilité et 'espérance de Y la variable aléatoire donnant le rang du tirage
de la deuxiéme boule verte.

Mines PSI 2025 2 Modéle SIR pour la propagation
d’épidémie et séries de Dirichlet

Notations

Soit J un intervalle de R.

e L’ensemble C*(J,R) avec k € N* désigne I'ensemble des fonctions f : J — R dont les dérivées
jusqu’a ordre k existent et telles que f*) soit continue sur J.

e L’ensemble C*°(J,R) désigne ’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur J.

e Si f:J — R est une fonction bornée, on note
[flloc.s = sup{[f ()], = € J}.

Introduction
Dans ce sujet, on étudie ’équation différentielle non linéaire

(B): o/(@)+y(@)+1= e,

dont I'inconnue est une fonction y : R, — R. On montrera en partie V que cette équation peut étre
utilisée pour caractériser la propagation d’une épidémie non létale au sein d’une population d’individus.

On admet dans tout le sujet que le probléme de Cauchy

. y' () +y(z) + 1 = 1ev®
(C): {y(o) 0

admet une unique solution y € C*°(R,,R) que 'on va chercher a approcher de plusieurs maniéres.



Partie 1. Linéarisation de (F)

Pour approcher la solution y du probléme de Cauchy (C'), on propose dans un premier temps de linéariser
I'équation (F). Comme y est continue et vérifie y(0) = 0, on remarque au voisinage de 0 que

exp(y(z)) ~ 1+ y(x).
On propose donc d’approcher y par la solution de ’équation différentielle linéaire

(B): (a) +u(e) +1= 2(1+u(x)),

dont l'inconnue est une fonction u : Ry — R. On introduit de méme le probléme de Cauchy associé

' u(x) +u(z) + 1 =114 u(z))
(Co) : {u(o) 0

Q1) Justifier qu’il existe une unique solution u au probléme de Cauchy (C;), donner son expression
et dresser son tableau de variations.

Q2) Montrer qu’il existe une unique solution constante de I’équation (Ey), notée v € R, et vérifier
que la solution u trouvée en question 1 satisfait

On admet a présent dans toute la suite du sujet que les propriétés observées sur u, la
solution de (C), restent vérifiées sur y, la solution de (C'). En particulier, on admet que :

e y est décroissante sur R,

) xgrilooy(x) =c,ouceR

Q3) Montrer que c est une solution constante de (E), puis que (£) admet exactement deux solutions
constantes notées ¢; et ¢y telles que ¢; < 0 < ¢o. En déduire la valeur de ¢ en fonction de ¢; et cs.

Partie II. Séries de Dirichlet

On propose dans cette partie d’étudier des séries de fonctions particuliéres appelées séries de Dirichlet.

Définition 1 Une série de fonctions > f, est dite de Dirichlet si
n>0
Vo € Ry fo(n) = ape ",
ot la suite de réels (a,)nen vérifie, pour une valeur donnée M € R,
M
Vn e N |CLn| S 2_71’
et la suite de réels (\,),en est strictement croissante et vérifie

A =0, lim A\, =400, e X, = O(n).

n
n—-+oo n—-+oo



+o0
Pour tout k € N, on définit alors la quantité b, = > Mra,.
n=1

Q4) Montrer que pour tout k € N, les réels by, sont bien définis.

Q5) Montrer que toute série de Dirichlet > f,, converge uniformément sur R, . On note alors f sa
n>0
somme. Justifier que f est continue sur R;.

Q6) Exprimer f(0) et 1ir+n f(z) en fonction de ag et by.
T—>+00

Q7) Soit k € N*. Montrer que f € C*(R,,R) et donner une expression de x — f*(z). Exprimer
ensuite f*)(0) en fonction de by.
Q8) Montrer que si f(x) =0 pour tout x € R, alors a,, = 0 pour tout n € N.

Partie III. Relations sur les coefficients de la série de Dirichlet

Revenons au probléme de Cauchy (C), et a I’étude de sa solution y € C*°(R,,R). Supposons dorénavant
que y est la somme d’une somme de Dirichlet, c¢’est-a-dire que

+o0
VeeR, y(x)= Z ane”

n=0
ou les suites (a,)nen et (A\n)nen vérifient les propriétés mentionnées en définition 1. On introduit
également la fonction g € C*°(R,,R) définie par

Ve e R, g(x)=e!™.

Q9) Exprimer ag et by en fonction de la constante ¢ introduite en partie 1.
Q10) En utilisant I’équation (FE) satisfaite par y, calculer b;.
Q11) Montrer que pour tout k € N*|

g™(0) = (=1)"dy,

otl les coefficients dj sont définis par

P k-1
dy=1, et Vk>1 dk:Z( )dk_ibi.

, 1—1
=1
Q12) Soit k € N*. En utilisant ’équation (FE), satisfaite par y, exhiber une relation de récurrence
liant bk+17 bk et dk
Partie IV. Approximation de la solution y

Soit N € N*. Pour approcher la solution y de (C'), on propose dans cette partie de tronquer toutes
le sommes en s’arrétant au terme de rang N. Les résultats de la partie III permettant d’obtenir une
approximation des quantités ) définies pour tout k£ € N par

N
Br=> Xay.
n=1



On introduit également la fonction tronquée yy : Ry — R définie par

N
Vee Ry yn(z) = Z ape .

n=0
En se donnant les valeurs de la suite (\,),en, on veut dans cette partie calculer les valeurs des
coefficients a,, pour n de 1 & N. On utilisera les notations

ay BO
a

A=| 2] erY, e B= B,l e RV,
an Bn-1

Q13) Montrer que

lyn = Yoo, < o

et déduire que yy converge uniformément vers y sur R,. Proposer ensuite un intervalle J C R, ou
la majoration de |lyy — yl||oo,s serait plus fine.

Q14) Montrer que VA = B ou V € My(R) est une matrice que I'on explicitera.

Q15) Prouver que le systéme VA = B admet une unique solution A € R¥.

Partie V. Modéle de propagation d’épidémie SIR

Pour modéliser la propagation d’une épidémie non létale au sein d’'une population d’individus, on peut
utiliser le modéle de propagation d’épidémie appelé SIR. Dans ce modéle, la population est séparée en
trois groupes :

e Le groupe des personnes susceptibles, n’ayant pas attrapé la maladie, est noté S et sa proportion
au cours du temps est représentée par la fonction S € C*°(R,,R).

e Le groupe des personnes infectées par la maladie est noté [ et sa proportion au cours du temps
est représentée par la fonction I € C*°(R, R).

e Le groupe des personnes ayant contracté la maladie puis récupéré est noté R. On suppose qu’'un
individu ne peut attraper la maladie quune seule fois dans sa vie. Une fois dans le groupe des
individus récupérés, il y reste définitivement et ne redevient jamais susceptible. La proportion du
groupe R au cours du temps est représentée par la fonction R € C*°(R,,R).

On a ainsi la relation

Ve e Ry S(z)+I(z)+ R(zx) =1.

Dans un modéle de propagation d’épidémie SIR, ces trois fonctions sont de plus des solutions d’un
probléme de Cauchy associé a un systéme d’équations différentielles non linéaires

S'(z) =—1(x)S(x)
(F): { F@) = 1)S@) - I(2) ,
R'(z) = I(x) S(0) =Sy, I1(0)=1,, R(0)= Ry

ou Sp, Iy, Ry € [0, 1] sont les conditions initiales. On admet dans la suite le résultat suivant :

5



Théoréme 1 Pour (S, Iy, Ro) fixé, le probléme de Cauchy (F') admet une unique solution (S, I, R) €
(C“(R+,R))3. De plus, si (S,1,R) et (S,1,R) sont les solutions associées aux conditions initiales
(SQ, [0, R()) et (So, [0, Ro), alors

(So,]o,Ro) 7é (S~Ouf0aé0) = Va € R+ (S([E),](ZL’),R([E)) 7é (S’([E),]YZE),R([E))

Q16) On suppose Sy = 0. Donner I'expression du triplet solution (S, I, R) du systéme (F).

Q17) Montrer que si Sy > 0 alors la fonction S du triplet solution (S, I, R) de (F') ne s’annule jamais,
et en déduire que S est strictement positive.

Q18) Supposons que Sy > 0. Montrer que la fonction S du triplet solution (S, I, R) de (F) vérifie la

relation
Sl / ) S/
(_E) -5+ 3

On se place a partir de maintenant dans le cas ou Sy = %, Iy = % et Rp = 0. On introduit
de plus la fonction A : R, — R définie par

S(x)

0

Vz eR, h(z)=In ( ) —In (25(z)) .

Q19) Montrer que h est solution du probléme de Cauchy (C).

Pour approcher la fonction S, on introduit la fonction Sy : Ry — R définie par

N
1
¥z € Ry Sy(r) = Soe!) = Sexp (Z ane_m> .

n=0

Q20) Montrer que Sy converge uniformément vers S sur R, quand N — +o0 et que

M€2M
IS8 = Slloers < St

Partie VI. Modéle probabiliste

Toutes les variables aléatoires que 1’on sera amené & considérer dans la suite sont définies sur un espace
probabilisé (€2, A, P). On rappelle que (‘;) est nul si b > a.
Pour toute suite de variables aléatoires (U,,),>0, on note :
VneN, AU,=U,;1 —U,.

Dans tout ce qui suit, on considére une population P de M > 1 individus, et ’on fixe K € {0,..., M}.
On note

E={(s,i,r) EN* s+i+r=M}

On considére maintenant un autre modéle de propagation de la méme épidémie non létale pendant
plusieurs jours au sein de la population P.



Chaque matin, la population se répartit en trois classes distinctes : les personnes susceptibles (jamais
infectées), les personnes infectées, et les personnes rétablies (et désormais immunisées). On note Sy, I,
et R, les effectifs des trois classes au matin du n-iéme jour et on convient que

§0>0,f02 1,

de sorte que I'on ne soit pas dans un cas trivial ou I’épidémie est finie ou ne peut pas commencer.
Lorsqu’au matin du n-iéme jour, (S,, I, R,) = (s,7,7) € E, I’évolution quotidienne est la suivante :

e dans la journée, chacune des s personnes saines rencontre, indépendamment des autres, K personnes
au hasard parmi les M personnes de la population totale. Dés que I'une au moins des rencontres se
fait avec une personne infectée, la personne saine en question devient infectée le lendemain matin

bl

e dans le méme temps, chaque personne infectée peut guérir a la fin de la journée avec une probabilité
p fixée dans |0, 1[.

Q21) Soit (s,i,r) € E. Conditionnellement a I’événement ((gn,fn,én) = (5,1’,7")), quelle est la
probabilité, notée p(i), pour une personne susceptible d’étre infectée lors de cette journée 7
Q22) Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans {0,..., M}. Montrer que :

EZ= Y (ka( k[ (S, N,]:Zn)—(s,i,r)))P((gn,fn,fin)—(s,i,r)>. (1)

(s,i,r)EE
Q23) Justifier que pour tout n > 0, les variables aléatoires S,, I, et R, ainsi que les variables

aléatoires AS,,, Al, et AI:?n, ont une espérance finie.
(Q24) Etablir I'identité suivant :

E [ARH] — )E [Jn} .
Q25) Etablir I'identité suivant : pour (s,i,r) € E, pour tout k € {0,..., s},

P <A§n — —k‘(Sn, I, Ry) = (s,i, r)) - (Z) (p())* (1 — p(i))* ™.

(Q26) Montrer que

B35 =25 ()]

puis en déduire I’équation satisfaite par E [Afn}

FIN DU PROBLEME



