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Correction du devoir & la maison de Mathématiques n°12

EXERCICE 1 : ccINP PSI 2025 : Exercice

Q1) D’apres le cours : ’E(X) =V(X)= )\‘

Q2) D’apreés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : P(|X — E(X)| > \) < V)g()
Avec le résultat de Q1, on obtient : | P(|X — E(X)| > \) < %

Q) X>20=>X - A>A>0= X —A[> A
Donc : [ (X >2X) C (|X = Al =)

Q4) Comme la probabilité P est croissante, on a, d’aprés Q3 : P(X > 2/\) < P( | X — A > /\)
Avec Q2) on en déduit : P(X > 2)\) < %

n! n! n!

n too n too n
Q5) On connait laloi de X : Vn € X(Q) =N, P(X =n) =e 21 et donc Gx(t) = > e AAn = e A 30 (A"
n=0

n=0
+o0
On reconnait le DSEq de la fonction exponentielle : Vz € R, exp(z) = > %y on en déduit que Gx(t) converge pour
n=0

tout t € R.

’Le domaine de définition de Gx est R. ‘

Q6) En continuant le calcul de Q5) : Gy (t) = e e et donc |Vt € R, Gx(t) = =D

Q7) Comme X (2) = N alors (X > a) = |J {X = k}, puis, par incompatibilité des événements :
k>«
keN

P(X>a)=Y P(X =k)
k>«

Mais, sit > 1 et k> « alors : o < ¢k
Donc, pourt > 1: P(X > a)t® = Y. P(X =k) t* = P(X >a)t* < 3 P(X = k)tF

k>a k>a
kEN <tk keEN

Et comme {k € N, k > a} C N et que 'on somme des termes positifs, alors :

P(X > a)t* < +§Ojo P(X = k)tF = Gx(t)
k=0

On divise par t* > 0 et donc : |Vt >1, P(X > a) < Gfa(t)

A(t—1)

Q8)e Avec QT) utilisé pour o = 2\ et avec le résultat de Q6), on a, pour t > 1 : P(X > 2)) < 55—

A1)

e On pose, pour t >1: f(t) = o
Fest OF et f(t) = ATl AATHEAT (-2)

7o) = 7o)
t 1 2 +00
f'@) - 0+
Donc f” est du signe de t — 2 et on a le tableau de variation suivant :
ft) N\ e
f(2)

On a donc f minimum pour t =2 et f(2) = 2% = (g)/\

Comme on a vu que : P(X > 2)\) < f(t) pour tout ¢t > 1, en particulier pour t =2 on a: | P(X > 2)\) < ( )/\




Q9)

=

Pour comparer (1) et (2) on étudie :
& —ln(\) > Nn(S) &~ > _in4) & In4) -1 > 2

.
A
x = (D)

e On pose YA >0, g(t) = ln(’\)
g est O sur ]0, +oof et ¢'(t) = 2 E\Z()‘)
Donc g atteint son maximum en A = e et ce maximum vaut f(e) = %
Mais In(4) —1> 1 < e(ln(4) — 1) > 1

Avec l'inégalité donnée dans I’énoncé ce résultat est vrai, donc VA >0, In(4) — 1 > g(A) et donc 3 > (g))‘

’L’inégalité (2) est donc toujours meilleure que la (1) ‘

EXERCICE 2 : oral ccINP PSI 2025 : Ryann

1) a) On peut dans ce a) considérer que chaque appel est une épreuve de Bernouilli de parameétre 20% = % (succes =
recevoir un appel pour A).
X 4 est alors le temps d’attente du premier succés. Commnie les appels sont indépendants, alors, on reconnait le schéma

caractéristique d’une loi géométrique de paramétre %

On a donc : | X4 — G(%)

1) b) On sait alors d’apres le cours que X 4 admet une espérance et un variance donnée par :

_1
=5et V(Xa)= 5 =2

(1)

1) ¢) De méme | Xp — G(%) et | E(XB) =

E(Xa) =

=

=2etV(Xp) =5 =3

ow:-\

2)a) Si la premiére série est de longueur n, on a alors A...AB ou B... BA, donc on a :
N—— SN——
n fois A n fois B

(L=n)=(Xs=n+1)U(Xp=n+1)]

2)b) D’apres le a) et par incompatibilité : P(L=n) =P(Xg=n+1)+ P(Xa=n+1)

Comme on connait les lois de A et Bona: |P(L=n)= ()"t + (})"s =+

4 1 1 4
2)c) Avec le b) on peut écrire : P(L =n) = 2 (g)"_lf +E(o) s

P(X a=n) P(Xp=n)
On a donc| P(L = n) = 0.8P(X4 = n) + 0.2P(Xp =)

3) On multiplie la relation du 2)c) par n et on somme de n =1 & 400 ce qui donne :

+oo +o0 +o00
> nP(L=n)=0.8) nP(X4=n)+02)> nP(Xp=n)
n=1 n=1 n=1

= E(L) = 0.8E(X,) + 0.2E(Xp)

Comme on connait E(X4) et E(Xp) alors : E(L) = 0.855 +0.255 = 4.25

) _ _ 17
On a donc : |E(L) =4.25 = T

4) a) (Xq4 = 1) et (Xp 1) sont incompatibles car le premier appel ne peut pas venir de A et de B en
méme temps, donc P((X4 )ﬁ (Xp = 1)) =0, comme P(X4q = 1) # 0 et P(Xp = 1) # 0 alors on a :
P(Xa=1)N(Xp=1))# P(XA 1)P(Xp =1) donc ’XA et Xp ne sont pas indépendantes‘




4)b) Siona L=2alorsona: AB... ou BA.. donc X4 =1ou X4 =2.
On en déduit (L =2)N (X4 =3) =0 donc P((L =2)N (X4 =3)) =0# P(L =2)P(X4 = 3) et donc comme
ci-dessus : ’X 4 et L ne sont pas indépendantes‘

EXERCICE 3 : oral ccINP PSI 2025 : Lauréana

1) On sait que la fonction génératrice de X vaut Gx(t) = e*t=1 et que celle de Y vaut Gy (t) = e#(t=1)
Comme X et Y sont indépendantes alors : Gz = Gx1y = GxGyz
Comme tout les rayons de convergence valent +00, on a a :

Vit e R, Gz(t) = Gx(t)Gy (t) = eMtDerlt=1) = A +u)(t-1)

On reconnait la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A +

Comme la fonction génératrice caractérise la loi, alors :
’X + Y suit une loi de Poisson de parameétre A + u

2) D’apreés le cours, on a Vt €] — %, %[ , Gx(t) =Gy (t) = lf—tqt

Comme en 1) : Gz(t) = (%)2 :pthm

+o0o
On sait que : Yu € | —1,1[, > u" =
n=0

1—u
Comme on a une série entiére, la fonction est C* et on peut la dériver terme a terme sur | — 1, 1] I'intervalle ouverte
de convergence.
+oo
On obtient : Vu € | — 1,1[, 3. nu"! = ﬁ
n=1
11 1 = 1
Donc : Vt G] — e E[ y m = g n(qt)n_
+o00 +00
En multipliant par p?t? : G, (t) = thZW = Y np?t?(qt) "t = Y np?g Tttt
=1 =1
4o n n
Par changement d’indice N = n + 1: G,(t) = 3 (N — 1)p?¢V 2N
N=1

Comme la fonction génératrice caractériste la loi, on en déduit :

Z(Q) =N\{0,1} et Vn € Z(Q) , P(Z =n) = (n — 1)p?>q" 2

EXERCICE 4 : e3A PSI 2025 : Exercice 4

1) On sait d’apres le cours que :
Z(Q) =N'etVne N, P(Z=n)=(1-p)" 'pet B(Z) =1 et V(Z) = F

2) D’apreés le cours :
’Xl et Xo sont indépendantes si et seulement si VA € X1(Q) , VB € X5(Q2) , A et B sont indépendant.

+oo
3) Soit k € N. On remarque que : (X > k)= |J (X =1)
i=k

—+00 +oo )
Par incompatibilité des événements : P(X = k)= >, P(X =i) = > pq¢’
i=k i=k

Somme des termes d’une suite géométrique de raison g et de premier terme pg®
On a donc : P(sz:):qullfq:qk Donc: |Vk €N, P(X > k) =g~




4.1) On a directement : ’X +Y prend ses valeurs dans (X +Y)(Q2) = N‘

4.2) Soit k € N

Alors (X +Y =k) = ALkJO((X:z')ﬂ(Y:k—i))

Par incompatibilité des événements : P(X +Y = k) = 22 P(X=i)Nn(Y =k—1i))
Comme X et Y sont indépendantes : P(X +Y =k) = zk%P((X =i)P(Y =k —1)
Alors : P(X +Y = k) = i(pqi)(pq’“"') = izﬁq’“ = (k+ 1)p*¢*

La loi de X +Y est donc donnée par :

(X +Y)(Q) =N
VEeN, P(X+Y =k) = (k + 1)p>¢*

4.3.1) Si k > n alors X +Y =n et X = k est impossible car sinon Y < 0.
Donc : |k > n = Px y—n(X = k) =0

43.2)Sik<n: Pxiy—n(X =k)= P((XPJEZ;ZL?:%:M) = P(Ylf(g(_fg,]i(szk) puisque X et Y sont indépendantes.

Comme on connait les lois de X, Y et X +Y : Pxiy—n(X =k) = % = n%rl

On a donc Pxiy—n(X = k) qui ne dépend pas de k. On a : | Pxiy—n(X = k) =1y, avec r, = n%rl

5.1) V est la différence de deux entiers donc |V (Q) = Z
M est le max deux entiers naturels donc | M(Q2) =N

52) M >k)=(X>k)nN(Y >k)
Comme X et Y sont indépendantes : P(M > k) = P(X > k)P(Y > k)

Comme X et Y suivent la méme loi : P(M > k) = P(X > k)% = ¢?* en utilisant 3)

Onadonc: |Vk e N, P(M > k) = g%

53) M =k)UM >k+1)= (M > k)
Comme (M = k) et (M > k+ 1) sont incompatibles alors : P(M =k)+ P(M >k+1) = P(M > k)

En utilisant 5.2) : P(M = k) = ¢2% — ¢2++2

On a donc la loi de M est donnée par :

M) =N
VkeN, P(M =k)=¢**(1 - ¢*

54) Y =X +VdoncsiV>0alors M = Min(X,Y)=XetsiV <0alors M = Min(X,Y)=Y

Alorssir >0 ((M:k:)ﬂ(V:r)> =X=knN{Y =k+r)
Par indépendance P((M = k)N (V =7)) = P(X = k)P(Y =k +7) = (pd*)(pg"*") = p?¢*+"

De méme si 7 < 0 : (M:k)ﬂ(V:r) —(Y=E)N(X=Y —r)
Par indépendance P((M = k) N (V =1)) = (pg")(pg"~") = p?¢**—"

De maniére générale : |P(M =k)N(V =7r)) = p2q2k+|r\

—~

<




5.5) Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (M = k)gen :

“+o00 +00 2
P(V = 7") = kz_:o P((M = k‘) N (V = ’I")) = kZ_:OPquk—Hrl = p2q|r| 1}(]2 = (1_ql))(1+q)q‘r| = ﬁq‘r‘

Donc: |VreZ , P(V=r)= %qqlﬂ

5.6) En utilisant 5.3) et 5.5) :
P(M =k)P(V =r) = (¢®*(1 - ¢*)) (1854") = "1, (1= @) (1 + q) = pP* T

En utilisant 5.4) ona: P(M =k)P(V =r)=P(M =k)Nn(V =r))
Comme ce résultat est vrai pour tout k£ € N et tout » € Z alors :
’V et M sont indépendantes. ‘

PROBLEME : centrale PSI 2022 math 1



Math 1, centrale PSI , 2022

Q1) QUESTION DE COURS
s VA = (am-) S Z\/fn(R), VB = (bi,j) S Mn(R), VA eR.

A+ AB = (a; ;+Ab; j) donc tr(A+AB) = 3 (aii+Abii) = > a;i i +A Y by = tr(A)+ Mr(B) donc tr est linéaire.
i=1 i=1 i=1
De plus, tr est & valeur dans R.

’tr est donc une forme linéaire. ‘

n
e Avec les notations précédentes, on pose C' = AB = (¢; ;). Ona: ¢ j = Y a;bi;
k=1

n n

tr(C) = Z cii= Y. Y. a;kbi; Cette formule est symétrique en A et B, donc tr(AB) = tr(BA)
i=1 i=1k=1

VA, B € My(R) , tr(AB) = tr(BA)]|

Q2) QUESTION DE COURS

n n
. N . . . 2
Comme ci-dessus, on montre que : tr(ATB) = 3" 3" a; xb; k. et on reconnait le produit scalaire canonique de R"
i=1k=1

’ (A, B) — tr(AT B) est donc un produit scalaire sur M, (R) ‘

Q3) D’aprés Q2), la forme bilinéaire (A, B) — tr(AT B) est un produit scalaire, elle est donc définie et donc :
tr(ATA)=0= A=0,]

Q4) Soit A une valeur propre (réelle ou complexe) de A une matrice nilpotente de M, (R) d’ordre k& > 1
(autrement dit A* = 0,,). Alors 3X € M, 1(C) tel que X # 0 et AX = \X.
On a alorsA*X = M X = M\*X =0 = X = 0 puisque X est non nul (vecteur propre).
Donc sp(A) C {0}
De plus det(A*) = 0 = det(A)* =0 = det(A) = 0 et donc 0 € sp(A)
On en déduit sp(A) = {0}

’ Si A est nilpotente, alors 0 est valeur propre de A est c’est la seule valeur propre complexe de A. ‘

Q5) Comme toute matrice de M, (C), A est trigonalisable dans M,,(C) et comme spc(A) = {0}, A est semblable
a une matrice triangulaire supérieure avec une diagonale de 0. Le déterminant et la trace d’une telle matrice sont
nuls. Comme deux matrices semblables ont méme trace et méme déterminant on en déduit :

[ A€ N, = tr(A) =0 et det(A) = 0

Q6) Soit M € N,, alors 3k > 1 tel que M* = 0,,.
Mais M?¥ = (M?)* = M*¥M* = 0,, et 2k > 1 donc M? est aussi nilpotente.

(M eN, = M?eN,]|

Q7) e M,N € N,, = 3k > 1tb et Ik > 1 tel que M* =0 et N*¥ = 0.

eAlors (MN)¥ = M*N* puisque M et N commutent (M N = NM),
mais comme M* = 0 alors (M N)* =0 et donc M N est nilpotente.



e Posons K =k + k.

K . .
Comme M et N commutent on a par la formule du binome de Newton : (M + N)K = 3 (") MINE~—
i=0
Sii<kalors K—i>k donc NE=" =0 et donc M'NE—7 =0
Sii>k alors M* =0 et donc MINE-t =

Finalement M + N = 0 puisque l'on a une combinaison linéaire de matrices nulles, et K > 1 donc M + N est
nilpotente.

Bilan : ’Si M et N sont nilpotentes et commutent, alors M N et M + N sont nilpotentes.

Q8) (M + N)2 — M2 — N? = MN + NM
Comme M, N et M + N sont nilpotentes, alors d’aprés Q6), (M + N)2, N? et M? sont aussi nilpotentes et leur
trace est nulle d’aprés Q5).
En prenant la trace dans la relation ci-dessus on obtient : tr(MN) + ¢tr(NM) = 0 et comme tr(MN) = tr(NM)
alors tr(MN) =0 (on a utilisé Q1))

Bilan : ’M, N, M + N nilpotentes = tr(MN) = 0‘

Q9) D’aprés Q5) on a déja M € Ny = det(M) =tr(M) =0

Réciproquement, soit M € M3(R) telle que det(M) =tr(M) =0
Alors, par Hamilton-Cayley : M? — tr(M)M + det(M)Iy = 0, = M? = 0 = M est nilpotente

On a donc ’ M € M;(R) nilpotente < tr(M) = det(M) = O‘

Q10) Soit A symétrique réelle et nilpotente. Alors sp(A) C {0} car A est nilpotente et A est diagonalisable car
symétrique réelle. On a alors A semblable & la matrice nulle et donc A = 0.

’ La seule matrice symétrique réelle nilpotente est la matrice nulle. ‘

Q11) Soit A € M,,(R) antisymétrique et nilpotente.
ATA = (—A)A = —A%2 = A(—A) = AAT donc A et AT commutent. Comme A et AT commutent et sont nilpotentes,
alors avec Q7) AT A est niloptente.
(ATA)T = (AT)(AT)T = AT A donc AT A est symétrique.
En utilisant Q10) avec AT A qui est symétrique et nilpotente, alors AT A est nulle et donc avec Q3), A est nulle.

’ A antisymétrique réelle et nilpotente = A =0

0 1 0 1 0 0
Q12) Soit A= |1 0 0] alors A2= [0 1 0] et A> = A, donc Vk € N, A%¢*+1 = A £ 0 et donc A n’est
0 0 0 0 0

pas nilpotente, alors que det(A) =tr(4) =0

Q13) Cherchons (a,b) € R? tel que E; = a(V — 2E;) + bV, alors en regardant la coordonnée i et les autres
l=a—-2a+0 {a = _71
4

séparément :
O=a-+b b=

1
2

On a donc la relation (qui peut se trouver directement) : | E; = S (V — 2E;) + 3V

On remarque que V et V —2E; € V,, 1 donc E; € Vect(V,, 1) on a donc Vect(En,...,E,) C Vect(V,1)
Comme (E4, ..., E,) est la base canonique de M, 1 (R) alors : ’Vect(Vn,l) =M,1(R) ‘




Q14) Posons j = Max({k € [1;n] , (C1,...,Ck) libre })
Alors j existe et j > 1 car c’est le max d’une partie de N non vide (en effet (C4) libre car Cy # 0, donc j > 1) et
majorée par n.
Onaj<n-—1carj=mn donnerai (Cq,...,C,) libre ce qui n’est pas le cas puisque la famille est liée.

Par définition de j : (C1,...,C}, Cjy1) est lide, donc

J
Aay, . .- ,aj,aj_H) #(0,...,0,0) tel que : Z a;C; +a;41Cj11 =0
i=1

J
Siajpr =0alors ) a;C; =0et donc ag =---=a; =0 car (C1,...,C;) libre. Impossible
i=1

J
Donc aj41 #0et Cjp = > _11 C; € Vect(Cy,...,C5)

T
=1 7

Si j' < jalors (Ch,...,Cj4+1) est libre donc j' ne convient pas.
Si g’ > j alors (Ch,...,Cj) est liée donc j' ne convient pas.
On a donc j unique.

On a donc ’ Il existe un unique j telle que (C4,...,C;) libre et Cjy1 € Vect(Cy,...,C)) ‘

Q15) Considérons la matrice U dont les colonnes sont les vecteurs Uj ... Uy

Alors comme la famille (Uy, ..., Uy) est libre, cette matrice est de rang d.
Il existe donc d lignes de U, notée (Liyy.ooy Liy) avec 1 <4y < -+ < ig <mntelle que (L, ..., L;,) soit libre.
Considérons : i — R qui est de maniére évidente une application linéaire
(@1, yTn) = (X, T4y)
de H dans R
Considérons Mg la matrice de ® relativement & la base (Ui, ...,Uy) de H et & la base canonique de R<.
L;,
Alorson a: Mg = qui est de rang d par construction.
L

iq
® est une application linéaire, de rang d, entre deux espaces vectoriels de dimention d : c’est donc un isomorphisme

de R espace vectoriel et donc | ® est bijective |

Q16) Par Q15), on voit qu’un vecteur de W est déterminé par d de ses coordonnées.
W est en bijection avec My 1(R) et card(Mg1(R) N Vg1 (R)) =29 (1 ou -1 pour les coordonnées z;,)

Donc | card(W N Vg1 (R)) < 24

Q17) Soit X < R. On pose Y = X*l alors Y(Q) = {0;1} avec P(Y = 0) = P(X = —1) = 1 et
P(Y =1) = P(X =1) = 1 On reconnait une loi de Bernoulli de parameétre 3.

Donc| X < R= 3(X +1) < B(3)

Q18) Soit X — R. X admet une variance et une espérance car X () est fini.

E(X)=-1P(X=-1)+1P(X =1)=0
X?2=1doncE(X?)=1etV(X)=FE(X?)-EX)’=1-0=1

On adonc| X < R=E(X) =0et V(X) =1]

Q19) Directement XY (Q) = {-1;1}
XY=1)=(X=1nY=1HUu(X=-1NnY =-1)
On a une union de deux événements incompatibles donc P(XY =1)=P(X =1NY =1)+P(X =-1NY = 1)
Mais X et Y sont indépendantes donc : P(XY =1) =P(X = 1)P(Y = 1)+ P(X = -1)P(Y = -1) =31+ 31 =1

De méme P(XY = —1) = } et donc XY <+ R Donc: |X — Ret Y < R = XY < R|




Par linéarité de espérance : E(7,) = > E(m;;) = >. 0
k=1 k=1

QQO) Tn = tT(Mn) = Z ms
k=1

0

n
Comme les m; ; sont mutuellement indépendants : V(7,,) = > V(m;,;)

On a donc ’ E(rn,) =0et V(r,) = n‘

Q21) Montrons par récurrence sur n € N* que

k=1

: E(6,) =0

k=

1

1

=N

Initialisation : Sin =1 on a §; = mq 1 donc E(61) =E(mq1) =0 (car m11 — R)).

Hérédité : Soit n > 2. On suppose le résultat vraie au rang n — 1.
Alors, en développant par rapport & la premiére ligne :
n

On = det(M,) = 3 (=1)"*my jdet(M; ;) ou M] ; est la matrice obtenue en supprimant la premiére ligne de M, et

la

j=1
j-iéme colonne.

Comme les m; ; sont mutuellement indépendantes. Alors, avec le lemme des coalitions :
n

E(6,) = > (=1)"E(my ;)E(det(M;] ;)) et comme E(m; ;) = 0 (hypothése de récurrence au rang n — 1)

Jj=1

alors on a : E(d,,) = 0.

Conclusion : on a donc : ’Vn eN*, E(6,) = 0‘

Q22) Montrons par récurrence sur n > 1 que V(d,,) = n!

Pour n = 1 on a déja démontré le résultat a la question Q18).

Supposons le résultat est vraie au rang n — 1.

Ona: b, = det(M,) = 3 (~1)imy jdet(M] )

j=1

Par le lemme des coalitions les (m; jdet(M] .)) sont indépendantes et donc : V(4,,)

\Y%

)

Mais V(myjdet(M])) = E((my jdet(M]))?) — E((my jdet(M))))
Par indépendance mutuelle :

J

(mlyjdet(M’

,J

Or E(m3 ;) =1 et E((m,,;) = 0 donc
V(my jdet(M] ;) = E(det(M] ;)?) = V(det(M] ;)?) + E(det(M] ;))* = V(6p—1) + E(6n-1)* = V(6,-1)
Mais V(é,-1) = (n — 1)! par hypothése de récurrence au rang n — 1.

On a donc : V(5,) = 3> (n = 1)! = n(n — 1)! = !

j=1

J

)) = E(m3 ,)E(det(M] ;)?) — E((my;)E(det(M}))

2

Conclusion : on a montrer par récurrence que : ’Vn e N* | V(§,) =n! ‘

Q23) D’aprés Q9) : My € Ny < det(Ms) = tr(Mz) =0

mi1 +mag =0

Donc M; € Ny &

m11mMa — Mi2Mao1 = 0

Alors : (Mz € Ns) est l'union disjointe des événements :

Moo = —M11
2
—my; — Mmi2Mmo1 =

0

ma2

= 3 V(majdet(M!,)))

Jj=1

= —mn

miama = —1

(m11 = lﬁmgz =

71077112 = lﬁmgl

(T)’Lll = ].mWLQQ = 7107)112 = 71ﬂm21 = 1), (m11 = 1ﬂm22 = 1ﬂm12 = 7].(-77’”21 = 71)
et (m11 = —1Nmaa = 1Nmia = —1Nmg; = 1) qui correspondent aux matrices My suivantes :

(

SO0 E DD

Par incompatibilités et indépendances, on a :

P(M2€N2)24X(

1
2

) =

1
1

71)7



Q24) Mg ¢ GlQ(R) = det(Mg) =0< mM11Moo — MM = 0< mi11Mo2 = M12M921
Mais X = my1mas et Y = myamo; sont indépendantes et suivent la loi R d’aprés Q19).
Donec (M3 ¢ GIL(R)) = (X =Y)=[(X=1nY=1HU(X=-1NnY =-1)]

Par incompatibilité et indépendances : P(M, ¢ Glx(R)) =11 + 11 =1

Mais P(M; € Glo(R)) = 1 — P(Ms ¢ Glo(R)) = 1 — et donc |P(M, € Gly(R)) = L

1_1
2 2

n

25) P((cy = e1) N---N(cn = €,)) = [] P((ecx = €x)) par indépendance mutuelle et comme pour tout k :

P((ci, = €;)) = % on obtient : |P((c1 =€) NN (cn =€) = 5=

26) Comme C(w') # 0 alors :
(C(w),C(w") liee
=3INeR, C(w) =AC (W)
=3JINeR, Vie [l;n], ¢; = Ac} on multiplie par ¢, et on utilise (c})* =1
=3INeR, Vie[l;n], ce;=A
= A=1ou A= —1 (car X est constant et ne peut prendre qu’une de ces 2 valeurs)

En posant € = A\, on a donc (C(w), C(w')) lice = Je € {—1;1} tel que C(w) = AC(w')

La réciproque est évidente, donc : ’ (C(w),C(w") lice & Je € {—1;1} tel que C(w) = AC(w')

27) D’aprés Q26), (C(w),C(w")) lite & (Vi € [1;n] , ¢ici =1) ou (Vi € [1;n] , ¢ic; = —1)
On a la réunion de deux événements incompatibles, et comme les ¢;¢; < R alors :

P((C(w),C(w")) lice ) =P(c1cy =1N...cnc)y =1) + Plercdy = —1N...cpc), = —1) =2 X 5= par Q25)

Donc | P((C(w), C(w')) lice ) = 51

28) ¢ Si (C4,...,C,) est libre alors R,,, est vérifié.
e Si (C1,...,Cy) n’est pas libre (donc liée) , alors, comme C; est non nulle on peut appliquer la question Q14) et
il existe un unique j € [1;n — 1] tel que 'on est R;.

Les R; sont clairement incompatibles 2 & 2 et leur union donne 2, on a bien :

’ (R1,...,Ry), est un systéme complet d’événements. ‘

29) En utilisant le systéme complet d’événements du 28) :

P n—1
P(M ¢ GL,(R)) =P(R,)) =P(RiU---UR,_1) = > P(R))
j=1
Mais R; = [(C4,...,C}j) libre et Cj41 € Vect(Ch,...,C;)] C [Cj41 € Vect(Ch,...,C;)] (car AN B C B)

Par croissance de la probabilité on a : P(R;) < P(Cjy1 € Vect(Ch,...,C;)) et donc, en reportant ci-dessus :

P(M ¢ GL,(R)) < ”2111P>(cj+1 € Veet(Cy, ..., C;))




30) (Ch=Vin---NC; = Vj)(vl,...,vj)ev,{,l est un systéme complet d’événements.
Par la formule des probabilités totales sur ce systéme complet d’événements :
P(Cj+1 € Vect(Cl,...,Cj)) = Z P((Cj+1 €V€Ct(01,...70j))ﬂ(cl :Vrlﬁ“'ﬂCj :‘/}))

(Vh"'v‘/j)eV?{,l
Et par le lemme des coalitions et indépendances mutuelle :

P(Cj+1 S Vect(C’l,...,Cj)) = Z v P((Cj+1 S Vect(C’l,...,Cj)))IP((Cl =W ﬂ"'ﬂCj = V;))
(Vl*,"'av’j)evvi,l

31) Soit j € [1;n —1]. Pour (v1,...,v;) € Vil on a dim(vect(vy,...,v;5)) < j
Donc, par Q16) : card(Vect(vy,...,vj) N V1) < 27
D’apreés Q25), Vv € Vi1, P(Cjy1 = v) = 5= donc :

2”L . .
P(Cjt1 € Vect(vy,...,v;)) =P(Cj11 € Vect(v,...,v)) N Vy1) < card(Vect(vi,...,0;) N Vp1)gs = 2055 =27

b
D’aprés Q30) : P(Cj+1 S Vect(C’l, ceey Cj)) < Z 2]’—71}}1)((01 =Vin---nN Cj = ‘/j))
(Vi V)EV
Donc P(Cj+1 GVBCt(Cl,...,Cj)) < 2i—mn Z ]P((Cl :Vlﬂ"'ﬂCj :‘/J)) =2~
(V1,... VeV,
car > P((Cy =Vin---NC; =Vj;)) = 1 puisque [(V4,...,V;) € Vyil] est un systéme complet d’événements.
V1, Vi)EV

On a donc finalement, : ’Vj €lin—1], P(Cj41 € Vect(Ch,...,C;)) < 297"

n—1 _
32) Q29) et Q31) donnent : P(M ¢ GL,(R)) < 2 9imn = gl=nl=2" L _glom(gn—1 1) =1 _ L,

j=1
Et comme |P(M € GL,(R)) =1 —P(M ¢ GL,(R)) alors P(M € GL,(R)) > 5=

277.—1

33) 34) 35)

def modifie_matrice(p,A):
n=A.shape (1)
for i in range(n):
for j in range(n):
if A[i]l[j]l==1 and rd.binomiale(l,p)==1:
ATi1(j]:=-1
return A

def nb_tours(p,n):
A=np.ones((n,n))

nbt=0
while A.sum()<n*n:
nbt+=1

A=modifie_matrice(p,A)
return nbt

def moyenne_tours(p,n,nbe)
m=0
for i in range(nbe):
m=m+nb_tours (p,n)
return m/nbe



36) Par Cauchy-Schwarz on a: |< u;lu; >| < ||w;| | ||u;] | et comme u; et u; sont unitaires alors : |< w;|u; > <1

C(u) est donc le sup d’une partie non vide (car I posséde au mins deux éléments) de R incluse dans [0; 1], donc

’C’(u) existe et appartient a [0;1] ‘

37) Si C(u) = 0 alors V(i,j) € I? ;i # j = (uilu;) = 0 et donc (u;) est une famille orthonormale de M, 1(R),
donc libre, donc finie et card({u;,i € I}) < dim(M, 1(R)) =n.

Donc ’ C(u) =0 = {u;,i € I} est finie et card({u;,i € I}) < n‘

38) Utilisons les DSE, valables sur R de ch et de t — exp(%)
“+o0

t2 _ w (é)" e _ 1 1 142n
eap(f) = eh(t) = [ (B = [3 ) = 3 [k — iyt

Montrons par récurrence que : ¥n € N, 2"n! < (2n)!
Vraie au rang O et aurang 1 car 1 <let 2 <2
Si 'hypothése est vraie au rang n alors : 2"n! < (2n)!
Comme 1 < 2n + 1, en multipliant les deux inégalités (termes positifs) : 2"n! < (2n + 1)(2n)! on multiplie par
2n +2 = 2(n + 1) et on obtient : 2.2"(n + 1)n! < (2n +2)(2n + 1)(2n)! = 27 1 (n + 1)! < (2n + 2)!

s 1
Mais : 57—~ (2n)' >

>0« 2"n! < (2n)!done emp(%)—ch(t) est la somme de termes positifs et donc |Vt € R, ch(t) < exp(%)

39) exp(t < X|Y >) = exp(L E X.;Y:)) = ﬁl exp(LX;Y;)

Comme les variables aléatoires en questions sont indépendantes ( théoréme des coalitions) :
n
E(exp(t < X|Y >)) = [] E(exp(LX;Y7))
i=1

Comme X,Y; — R alors E(exp(LX;Y;)) = sexp(L) + teap(—L) = ch(L)

Donc | E(exp(t < X[V >)) = (ch(L))"

3 |+

40) On utilise Q38) dans Q39) : E(exp(t < XY >)) < (exp(( )2))” = (exp(%))" = exp(%)

On a donc | E(exp(t < X|Y >)) < exp(%)

41) En appliquant Markov a la variable aléatoire exp(tZ) on a : emp(t/\)IP’(exp(tZ) > exp(t)\)) < E(exp(tZ))
Comme ¢t > 0 on a bien P(ea:p(tZ) > exp(tA)) =P(Z > \) et alors :

exp(tN) (Z ) E(exp(tZ)) < exp( ) (hypothése de I’énoncé pour la derniére inégalité)

et donc ( )\) < ezp( — At)

42) Posons Vt > 0, a(t) = # — At Alors a est dérivale et a/(t) = o2t — A

On a le tableau de variation suivant (puisque ¢ > 0 et A > 0) :

b 0 ﬁ +00

a’(t) -+ o 2
0 Foo |avec A=a(X) =2 — Y =34
a(t) pN /
A
Comme l'inégalité de 41) est vraie en particulier pour ¢ = % alors on a (puisque exp est croissante) :
2
P(Z > \) < exp(52r)



On reprend le méme raisonnement que ci-dessus en remplacant Z par —Z et ¢t par —t (on a alors tZ = (—t)(— %))
pour montrer que P(Z < —)\) < exp(gT/\;)

Alors : P(|1Z| > A\) =P(Z > A\) + P(Z < \) et avec les deux résultats ci-dessus : |P(|Z] > \) < Zemp(%)

n peut applique avec =< X,Y >, A = ¢ et o = /- puisque le résultat de permet de
Q43) O lique Q42 A X,Y >, A L pui 1 ltat de Q40 d

vérifier Phypothése voulue sur Z, on a donc : |P(|< X,Y >| >¢) < Qeacp(’g;”)

Q44)IP>( U \<Xi\Xi>|ze)g > IP’(\<XZ'\XJ'>|2€>

1Si<j<N 1<i<j<N
On utilise alors Q43) : IP’( U [<XX7>|> e) < > Qexp(*;”) (cette somme a W termes)
1Si<j<N 1<i<j<N
d 7 g > < N(N-1) —e2n < N(N —e®n
et donc P U  [< XIXT >| =€) < =5 2eap(=52) < N(N — Deap(=52)
1Si<j<N

Bilan : P( U [<Xx7 > Ze) < N(N —1)exp(=52)

1Si<j<N

Q45) Si n > 4208 alors € > 20n(N) et done —2In(N) > — <2
On utilise que exp est croissante et donc exp(—e%) < exp(—2In(N))
On reporte dans I'inégalité de Q44) :
P( U |<X/XI>|>e) < NN —1eap(—2in(N)) = XD =1 - L <1
1Si<j<N

On a donc ]P( U [<XIX7>|> e) <1
15i<j<N

Q46) La condition de Q45) s’écrit aussi : n > 4l"6(2N) & ”TEZ >In(N) e N < exp(”f)
On déduit de Q45) que ]P’( U < XX >| <e) > 0, I’événement ( U (< Xx7 > <e)> est donc
1Si<<N 1Si<<N
possible.

On remarque que les (X*) sont unitaires.

Bilan :

Pour tout entier naturel N tel que N < ea:p("Tg),

il existe un famille de vecteurs unitaires de R™ dont le paramétre de cohérence est majorée par e.




