Devoir surveillé de Mathématiques n°8 : type ccINP : Correction

EXERCICE : Fonction de Bessel (ccINP PSI 2023)

Q1) Pour tout = € R fixé, la fonction ¢ — cos(xsin(t)) est continue sur [0, 7], f(z) est donc définie
comme intégrale d’une fonction continue sur un segment.

’f est bien définie sur R.‘

g+ Rx[0,7] — R

(x,t) —>  cos(zsin(t))
1) = —sin(t)sin(zsin(t))
,t) = —sin?(t)cos(xsin(t))

%(m t) et t — ( t) qui sont intégrable sur [0, 7).
(z,

Q2) Posons :

9g
Alors g est C* sur R x [0, 7] et V(z,t) € R? | {?ff((

Comme en Q1, on a Vx € R,
De plus : V(z,t) € R x [0, 7],

de domination).

8—9 )‘ <1let t 1 est une fonction intégrable sur [0, 7] (hypothése

(o Vit € [0,7] , z+ g(x,t) est de classe C? sur R
eVrec A, t— g(x,t) est intégrable sur /

Onadonc: {®Vr € A, L+ ag(x t) est intégrable sur [ on peut donc appliquer
e i existe une fonction : ¢ :t+ 1, intégrable sur I, telle que :

| V(z,t) e R X [0, 7], ‘ag(x t)‘ < p(t)

Ox2
la généralisation du théoréme de dérivation sous le signe somme de Leibniz et on en déduit que f est de
f'(z) f 99 (g, t)dt
classe C? sur R et que : Vo € R | 0. .
(0) = £,
0

= — f sin(t)sin(zsin(t))dt
On a donc: | f est C? sur Ret Vo € R,
=— fsm )cos(zsin(t))dt

Q3) h est C* sur R? comme composée de fonctions O, |I'existence de est donc justifiée | et

directement | V(z,t) € R? | 2(z,t) = —sin(t)sin(zsin(t)) + zcos (t)cos(xsm(t))

Q4) Pour z € IR fixé, on intégre 1'égalité de Q3) sur [0, 7] :
f 9z, t)dt = —fszn sin(zsin(t))dt + x [ cos?(t)cos(xsin(t))dt
0
= [h(z,t)]§ = f'(x —I—xf (1 — sin®(t))cos(zsin(t))dt
0
= 0—0=f'(x) +(f(z) + ["(x))

f est donc solution de I'équation différentielle : zy” + ' + zy = 0 < (E)




+oo
Q5) Posons y(z) = > aza”.
n=0

On suppose donc que y est de rayon de convergence R > 0 et que y est solution de (E) sur | — R, R].
On sait que y est C™ sur | — R, R[ en tant que série entiére, et que l'on peut dériver y terme a terme

sur son intervalle ouvert de convergence.
+o00o

+o0o
Onadonc: VreR, ¢(x) = > na,z" ' et y'(z) = > n(n — 1)a,z" 2
n=0

n=0
Alors :

y solution de (E) sur | — R, R|
Ve el —-R,R[, xy'(x) +v(x) +2y(z) =0

+o0 +o00o +o0
sSVreel-R R, x> nn—1)a,2" %+ > na,z" ' +2 > a,2" =0
n=0

n=0 n=0
+o0 +o00 +o00
& Vo e]l-R,R[, Y. n(n—1)a,2" '+ na,z" '+ a,z"™ = 0 changement d’indice p—1 = n+1 dans
n=2 n=1 n=0
la derniére somme (et p = n dans les autres)
+oo
& Vo €]-R,R[, Y p(p—1)aya?~ 1—1—2 pa,xP” 1+Z a,_oxP~' = 0 les séries sont convergentes comme SE
p=2 p=1 p=2

de méme rayon de convergence R > 0

+o00
& Vo el —R,R[, a1+ Y. [p(p—1)a, + pa, + a,_o]zP~" =0 unicité du DSEy, comme R >0
p=2

Sa=0etVp>2, p(p—1)a, + pa,+ a,—o =0, on repose n = p
Sap=0etVp>2, an:;—;an_g

Onadonc:|a;=0etVneN, n>2, a, = —22

n2
Q6) Fixons z € R.
+o0 . n +o0 n
Alors, avec les DSEj usuels du cours : Vt € [0, 7], cos(zsin(t)) = > (—1)"% = > (=1)"sin®(t) éi)!
n=0 n=0
4 . . N . 9 .7,’2" +oo |(E‘2"
Comme z est fixé alors xsin(t) € [— |z|, |z|] et |cos(zsin(xt)) — > (—1)"sin () | < > @i
n=0 | om=N41 T Neodoo

0 comme reste d’une série convergente (ch)

La série de fonctions ¢ — %O(—l)”(mg% converge donc uniformément vers ¢ — cos(zsin(t)) sur [0, 7]
qui est un segment. On pré:le)ﬁ donc intervertir les signes Y et [ pour obtenir :
()
= ]rcos(xsm(t))dt
oo

[ 3 (=) sin®(t) ot

0 n=0
pac i . 9 :C2" +oo 2n too x2n
= > [(=1)"sin®(t) Emdt = fsm Gy = > (=)W

Ce résultat est valable pour tout z € R, on a donc :

+o0o
f est développable en série entiére au voisinage de x = et Ve € R, f(z) = ZO(—l)”Wn (éi),
n=




Q7) Par la question Q5), si y est une solution DSEy de E tel que y(0) = alors ag = 7, a; = 0 et
VneN, n>2, a, = =52

Par une récurrence immeédiate : Vn € N | ag,y1 = 0 et ag, # 0 et donc y(x) = > ag,z*"

Pour x # 0, on pose u,(r) = ag,x*" # 0

Unt | _ aznialel"T2 2] — 0<1
un () agn|z]*" (2n+2)? 1

Par la régle de D’Alembert on a donc > u,(x) qui est absolument convergente et donc on en déduit
R = +00 (et donc R > 0)

Par les équivalences de Q5) on a dong, il existe une unique solution DSEj de (F) valant 7 en x = 0.

Comme d’aprés Q6) et Q4), f est cette solution alors :

Alors, en utilisant la relation de récurrence :

f est I'unique solution développable en série entiére en 0 de (E) vérifiant f(0) =«

Q8) Conjecture :

-1 -1 -1 -1 -1 _ -1 _ (="
A2p = (2n)2 Aop—2 = (2n) (2n 2)2 Aop—4 = (2n)? (2n—2)2 (2n—4)2 Aop—6 = H (2k)2 Qg = 4n(nl)2

, —1)n
Montrons par récurrence sur n € N* que : Vn € N | ay, = fw(#)’;

Initialisation : ao = 7 et & (13,(;7; =7, on a le résultat pour n =0

Hérédité : on suppose le résultat vrai au rang n et on le démontre pour le rang n + 1

. . 1 . ( 1)n . ( 1 n+1l,
A2(n+1) = G2n42 = (QnT)QCLQn - (n+1)2 anmh)Z — 4n+1((n+1 OK

(~1)"
4n(nl)?

Conclusion : Vn € N | ag, =

Par identification, en utilisant Q6) : (—1)”Wnﬁ = 51;(17)1,; et donc W,, = 4(3?72:;;

4n(nl)?2

On a donc : |Vne N, W, = [ sin®(t)dt = 227
0




PROBLEME 1 : Marche aléatoire sur Z (ccINP 2023)

Q9) D’aprés le cours : |[Va € R\N |, Ve €] — 1,1[, (1+2)* =1+ Z af (a=n+1) n

’Le rayon de convergence vaut donc 1. ‘

_ —1-3-5 (27L+1) _ nl 1234..2n+41) _ (=1)"(2n+1)!
al@—1)...(a—n+ 1) =222 5 = (1) 27 (21)(22)(2.3)..(2n) ann)
_ +oo n —+00
Donc Va €] = 1,1[, A== (1+2)7 =1+ Y S8 = 3 (1) 5 ()"
n=1 n=0

oo
En remplagant x par —x on obtient : |Vz €] — 1,1], \/1177 = Z %(2:) "
n=0

Q11) Si X; =1 alors 1“ =1,si X; = —1 alors XQH =0, donc ZH( ) ={0,1}

et comme P(XH = 1) = P(XZ- = 1) = p alors : | 25 suit une loi de Bernoulli de paramétre p

De plus, on sait d’aprés le cours que la somme de n variables aléatoires indépendantes suivant une
loi de Bernoulli de paramétre p suit une loi binomiale de paramétre (n,p), alors :

n
>~ 2l suit une loi binomiale de paramétre (n,p)
i=1

Q12) Sn:o@zxi:()@;%:g

=1

X+1 n

Comme est un entier alors S, = 0 est impossible si n impair car 3 n’est alors pas un entier.
On en dedu1t u, = P(S,=0)=0
Si n est pair alors u, = P(S, = 0) = (1)p2(1 — p)" % d’apres le cours sur la loi binomiale.

2

Donc u,, = (g)(p(l —p))z

0 si n impair
On a donc : |Vn € N* | u, =

(g)(p(l —p))? sin pair

QQ13) e Par la formule de Stirling :
n n 2n)! n _ V2mon(22)n n 227(p(1—p))™  4%(p(1—p))™ 4p(1—
usn = () (p(1 = p))" = G (p(L = )" ~ Fgmmayys (P(L — )" ~ FEZE o TRUZRNE o Celtl

Mais 0 <4dp(1 —p) =dp —4p> =1 - (1 —dp+4p*) =1 - (1-2p)* <1

. * 1
Donc : Vn € N ,ogungﬁnjmo

On a finalement : | lim wy, = 0
n—-+o0o

e Comme ug,+; =0ona: lim w,=0
n—-+4o0o

On peut donc interpréter cela comme suit : "au bout d’un temps trés long, il est presque sir que le
mobile ne se trouve pas a l'origine."



Q14) T,, permet de compter le nombre de passage a l'origine entre U'instant ¢t = 0 et Uinstant ¢t = 2n,
puisque Oy; = 1 si la particule est a 'origine a l'instant ¢ = 2j
Comme la particule est a 'origine & I'instant ¢ = 0, cet instant est compté comme un passage & l'origine
et donc 7T, > 1

Q15) On a (Oq; = 1) = (Sy; = 0), donc | Oy; suit une loi de Bernoulli de parameétre wus;.

Par linéarité de I'espérance : E(T,,) = > E(Oy;) = Y usj, et compte tenu de Q12) :
=0 7=0

E(T) = 3 ()1 - )Y

Q16) D'apres Q15) : E(T,) = gz% (%) 2 (4p(1 = p))!

Comme 4p(1 —p) =1 — (2p — 1)? alors, si p # % onal<4p(l—p) <1
On peut donc utiliser la question Q10) avec x = 4p(1 — p) et on en déduit :

L= lim Y (¥) o (4p(1 - p))

1—4p(1—p) n—+00 ;7 J

: _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 . : _ 1
Donc n1—1>1-ll—looE(Tn) T Viw(i-p) N iaprar ez 2o Donc : nngE(Tn) = op

Q17) Montrons par récurrence que : Vn € N, E(T),) = 25t (2”)

n

Initialisation : Pour n = 0. T, = Ty, = Oy avec Oy qui vaut 1 de maniére certaine, puisque la
particule est en I'origine au départ.

Donc E(Tp) = 1. De plus, si n =0, 2;;,21 (2:) =1, on a donc le résultat pour n = 0.

Hérédité : On suppose le résultat vraie au rang n.
Tn+1 = Tn + O2n+2
= E(Th11) = E(T,) + E(O2n2)

= E(Thi1) = E(T,,) + uanio

= E(Tn) = 252 () + Ci) ()

= B(Tun) = 5 G + () s

o B(Ty) = g o ey

 B(Ty) = 253250 + (77 gk

= E(Thi1) = 23&?1) (2;322) + (2::12)22Tl+1)

= E(Th11) = zom (7)) (L+ 20+ 2)

= E(Tun) = 2655 ()

= E(T,41) = 2(22?;13;;1 (2:;32) On a bien le résultat au rang n + 1.

Conclusion : |Vn € N | E(T,) = %(%)

n

m2n (22 )2n n
Par la formule de Stirling : E(T),) = 25t Ei?))?' ~ 22t 2/52?((;)2)2 ~ 2l A 2ntl — oo
. ™™ o VTN VTN n——+o00

On en déduit : | lim E(7),) = +o0

n—-+4o0o

Remarque : si p # % , un coté est favorisé et la particule s’éloigne de 1’origine, et donc le nombre de passages en l'origine est limité.
Sip= %, la position moyenne est l’origine et il est alors logique d’y passer une infinité de fois.



PROBLEME 2 : Temps d’attente avant une collision (ccINP PC 2024)

Q18) I faut au moins deux tirages pour avoir deux fois la méme boule.
Pour que tout les tirages soient différent il faut tirer des boules différentes. Au bout de n + 1 tirages
(sur n boules) on est donc sur d’avoir tirer une boule deux fois.

Les intermédiaires sont bien str possibles, donc : |T,(Q2) = [2,n + 1]

19) Pour (a,...,ax) € [LLn]* : (Z = (ar,...,ax)) = [ (Xi=a)
i€[1,k]
Comme les X; < U([1,n]) et que les X; sont indépendants :
k

(Z:(al,...,ak)):HP(Xi:ai):ﬁ%:n%

On a donc : | Z suit une loi uniforme sur [[1,n]"

20) e Un élément de A correspond & une injection de [1,k] dans [1,n], d’aprés le cours, comme

k<mn,ona: | card(A) = (nilk)y

e T,, > k correspond a un tirage de k boules de [1,n] sans répétition.
Comme Z représente les k premiers tirages et que A correspond aux tirages de k boules différentes
alors : (T,, > k) =(Z € A)

card(A) (nii'k)l
card(Z(Q)) —  nk

Par équiprobabilité puisque Z suit une loi uniforme : P(Z € A) =

On adonc: |P(T, > k)=P(Z € A) = (ny—l!k)ank

21) On sait que T, admet une espérance car T,, prend un nombre fini de valeurs.
+o00o
De plus T'(2) C N, done, d’apreés le cours : E(T,) = > P(T, > k)
k=1
Mais (7,, > k) est impossible pour k > n + 2 donc, pour k > n+2: P(T, > k) =0 et il reste :

n+1
k=1
n+1
On remarque que, comme 7'(2) CN: (T'> k)= (T >k —1) donc: E(T,) = >, P(T,, >k —1)
k=1
On effectue le changement d’indice ¢ = k — 1 et on obtient : E(T,) = > P(T,, > ()

=0

Avec lexpression trouvée en Q20) (qui reste valable pour £ =0) on a: | E(T,) = > #!e)!ne
=0

22) On a : t +— tFe™t est continue sur [0, +oo[ donc l'intégrale I ne pose probléme que en +oo.
De plus Sk = e~1/2¢F 0 donc e *t*F = o(e™/?) au voisinage de +oo.
€ —+00

Comme t — e~*/2 est intégrable sur [0, +00], alors, par négligeabilité t — e~ t¢*
g

On en déduit que : | I est convergente.‘

est intégrable sur [0, +-00[




23) Montrons par récurrence sur k € N que : Vk € N | I}, = k!

Initialisation au rang k =0 :

= [ e tdt =[—e"|{>* =1=0! et on a bien le résultat au rang k = 0.
Hérédité : Soit k£ > 1, on suppose la propriété vraie au rang k — 1 et on la montre au rang k.

Par intégration par parties, comme thm tfe=" = 0 et que les intégrales sont convergentes :
—+00

+oo
I, = [—e"tMg>® + f e tkt*1dt et donc I, = kI,

Or Iy_; = (k — 1)! par hypothése de récurrence donc : I = k(k —1)! = k!
et on a le résultat au rang k.

Conclusion : |Vk € N, I, = k|

n

24) On développe I'intérieur de I'intégrale par la formule du binome : (1 + L)e™ = 3 (") (%)Z

=0
+00 n
Alors f 1+ meTtdt = [ ) (’Z) (i)édt est convergente comme somme FINIE d’intégrales convergentes.
0 (=0
Comme la somme est ﬁnle est finie, par linéarité de l'intégrale :
“+oo n
[+ tyetan= 3 [ ()0 a =3 ()% = Z aow = 2 oo = E(T)
0 =0 0 =0 =0
+oo

On a donc : |E(T,) = [ (14 L)"e 'dt

0

25) On effectue dans J,, le changement de variable C* bijectif : v =t —n

+00 +o0
Alors : J, = [ (14 H2)ne=dy = [ (24 L)"e e "dv
0 0

+oo
On adonc: |J, =e™ [ (2+ )" dv
0

26) Avec I'inégalité donnée par I'énoncé : 1+ 3= < exp(5~)
Comme ¢ — ¢" est croissante sur [0, +oo[ : 0 < (14 )" < /2
En multipliant par ™" > 0: 0 < (1 + 32)"% " < e /2

+o0
Comme les intégrales (cours pour la seconde) sont convergentes on a: 0 < K, < [ e */2dv
0
+o00
[ e */2dv € Rue dépend pas de n et donc : | (K,,) est bornée.
0

27) On met le 2 en facteur dans la parenthése de J, et on a :
+o00
Jo=e" [ 2"(1+ £)"e Vdv = e "2"K, = (3)"K,
0

Alors, comme (K,) est bornée et 0 < 2 <1, on a: |(J,) converge et lim J, =0

n—-+oo




NG N
28) Comme Yu € [0,y/n[, (1+ \/Lﬁ)”e_“‘/ﬁ = fa(u) alors : /n [ (1+ \/Lﬁ)”e_“\/ﬁdu =vn [ folu)du
0 0

Comme de plus : \/_ffn du—\/_deu—O

+o0
alors, par la relation de Chasles : /n f (1+ \/Lﬁ)"e_“\/ﬁdu =vn [ fo(u)du
0 0

On effectue maintenant, dans la premiére intégrale, le changement de variable C* bijectif : u = T

N n
v [(1+ \/Lﬁ)"e*“‘/ﬁdu =n [(1+L)etdt =1,
0 0

Vvn +o0
On a finalement : |1, = v/n [ (1+ \%)"e—“\/ﬁdu =vn [ falu)du
0 0

29) Soit u €]0, v/n[. Alors f,(u) > 0 donc on peut prendre le In et, comme u < \/n:
In(fu(u)) =In((1+ \/Lﬁ)”e_“*/ﬁ =In((1+ 5)") + In(e="V™) = nin((1+ ) —uv/n

“+o00

On utilise le DSEy du cours : VU €] — 1,1[, In(1+U) = > (-1 )k“Uk U+ Z(
k=1
U = -+ €]0, 1] puisque u €]0, /n|

k

+o0 i +00
On a alors : In(f,(u)) = ( Z( 1)k+t :/%) —uy/n = I;;_l)k—i_lnk/u?*lk

Bilan : |Vu €]0,v/n, In(f.(u)) = Z W

30) On fixe u €]0,/n et on pose Vk > 2, Ay =1 m >0
On remarque alors que la série In(f,(u)) est une série alternée.

A kt1 kn§71 ku k u
Comme A; > 0 on peut poser : =+ = u = = — <1
* PP 7T A S R R
<1
< <1
Donc (Ag)r>2 est décroissante.
u oo - uF w2 w2 —1)k-1 gk w2 too (—1)k=1 ok
In(fn(u)) + 7:2 e+ = g W+7:k§: T
k=2 =3

t

)’“Jrl U™ avec

Comme on a vu que la série était alternée et (Ay) décroissante, alors avec le théoréme spéciale :

< A; =

k k21

n( fulu ]_
On a la premiére 1néga11té.

. . LA [ (3 U U2 u
On peut déduire cette inégalité : In(fu(u)) +5) < 322 = N <
<1

Donc n(fu(u) + % < % = In(f,(u)) < 2 — % = =2

Bilan : |Vu €]0,v/n[, |[In(fu(uw)) + “72) < % et In(fn(u)) < ==




31) e On a: t — e /2 est continue sur [0, +00[ et /2 = o(e™*) au voisinage de +oc.

Comme u — e~ est intégrable sur [0, +ool, alors, par négligeabilité :

t — e /2 est intégrable sur [0, 00|

e Soit u €]0, +oo] fixé. Alors a partir d’un certain rang : u < \/ﬁ et donc
fu(u) = (14 Z5)"e"uy/n = exp(nin(l + J))e"uy/n = exp(n(5 — % +o(2)))e uyn
= exp(uy/n — “72 +0(1) — uy/n)
= eap(—% +o(1)) — exp(—u?/2)
n—-+00

La suite de fonction (f,) converge donc simplement sur 0, +o00] vers la fonction :

g : [0,4+00] — R
u — e v/?
e De plus, avec la deuxiéme inégalité de 30), pour u € [0,++/n[ on a : In(fn(u)) < _“ donc en

prenant 'exponentielle qui est croissante : |f,(u)| < e %/
Cette relation est aussi valable sur |0, +o0[ puisque f,(u) =0siu > /n

On a donc :
(fn) converge simplement sur 0, 4o00] vers la fonction g qui est continue par morceaux sur ]0, 00|

Vn € N* | Yu €]0, 400, |fu(u)| < e /6 avec u — e=**/% qui est intégrable sur |0, +oo]
On peut donc appliquer le théoréme de Convergence dominee et on a :

+o00
= 1 — — —u2/2
nl_l)gl_loo of fo(u)du = of nl_l)r_{loo fo(u)du = f g(u)du = f e du

On a donc : | lim f Jo(u)du = f e 2y,

n—-+o00

32) Avec 24), on a: E(T,) =1, + J,
Avec 27) on a : E(T,,) = I, + o(1) puisque 111:{1 J, =0
n—-+0oo

Avec 28) on a : \/_ffn Jdu + o(1)

Donc, avec l'intégrale admise et 31) on a: E(T,) ~ v/n\/%

Bilan : : | E(T,) ~ /%




