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+oo
Q1) t — exp(—t?) est continue sur [0,+oo[. [ exp(—t*)dt ne pose donc probléme qu’en +oo
0
On a au voisinage de +o0o, par comparaison exponentielle-puissance : exp(—t?) = o(t%)
- eap(—?) _ p o _
puisque tLlinoo s tilgrnoot exp(—t*) =0
Mais t — 3 est intégrable sur [1, +-00[ par Riemann, donc par négligeabilité ¢ — exp(—t?) est intégrable
sur [1, +o00|
Comme il n’y a pas de probléme sur [0, 1], ¢ — exp(—t?) est intégrable sur [0, +o0o[ et donc :
+o0
[ exp(—t*)dt est absolument convergente.
0

Q2) A z € R fixé, f(x) est I'intégrale d’une fonction continue sur un segment, donc f(x) est définie.

t z 1 — t2 12
O gy — [ U g — f(a) done f est paire.
0

1
Vo € R (domaine centré en 0) : f(—z) = [ “—p37 T
0

1
On sait déja que f(0) est convergente et : f(0) = [ giqdt = [arctan(t)]g® =5 -0 =
0

ENE

On a donc : | f est définie sur R et f est paire. De plus f(0) = §

F : Rx[0,1] — R
e (1+t2)z?
(IL',t) — =i

Alors F est clairement C* sur R x [0,1] et V(z,t) € R x [0,1] , Z(z,t) = —oge~(1+%)7?

Q3) On pose :

Soit A > 0. Alors Vz € [-A, A] x [0,1] , |%E(z,t)| < 24
On pose alors ¢ : t — 2A qui est une fonction intégrable sur [0, 1].
vVt € [0,1] , x — F(x,t) est C! sur [0, 1]
On & aloss - Vo € [—A, A], t — F(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0, 1]
Vo € [-A,A], t— ZE(x,t) est continue par morceaux sur [0, 1]

V(z,t) € [-A, A] x [ 1], |2 (2, t)| < ¢(t) avec ¢ intégrable sur I
On peut alors appliquer le théoréeme de dérivation sous le signe somme de Lelbmz et on obtient que :

f.:v»—>fF x,t)dt est de classe C! sur [—A, A] et Vo € [-A, A] , f(z) = faF(x t)dt
0 0

Comme ce résultat est vraie VA > 0 et que |J [-A, A] =R, on en déduit :
A>0

1
festClsurRetVeeR, f'(z) = —2:Bfe*(1+t2)m2dt
0

Q4) g est la primitive s’annulant en 0 de la fonction C* sur R : ¢ — et

Donc : |g est de classe C! sur Ret Vo € R, ¢/(z) = e




Q5) On repart de expression de f’'(z) trouvée en Q3) :

1 1
flz) = =2z [em(H)2* = 9= [ ge—(t2) gt
0 0

e Pour x # 0, on effectue le changement de variable C! : u =tz
Alors @ f'(z) = =27 [e“du = —2¢"g(z) = —2¢'(z)g(x)
0

Comme f et g sont C! on peut passer & la limite en & = 0 et cette relation reste valable sur R.

On a donc: |Vx e R, f'(x) = =24 (x)g(x)

Q6) En intégrant 1'égalité de Q5), on a: Ja € R, f(z) = a — g(x)?

Mais g(0) = 0 et f(0) = 7 donc a = 7.

Finalement : |Vz € R, f(z) =T — g(z)?

t9)x e
Q7) Comme pour z >0 on a : O<%§e‘$21+t2 < e
~——
<1
1
Donc: 0< f(z) < [ e dt = e — 0et donc lim f(z) =0
0 Tr—+00 Tr—+00
Avec la relation de Q6) on en déduit : hrf gx)?=7%
T—r+00
+o00 )
Mais, comme pour z > 0 on a g(x) > 0 alors : lirf g(x)= [ etdt = \/TE
T—r+00 0

Q8) Pour n € N, ¢ — t"e~" est continue sur [0, +oo[ donc I, ne pose probléme que en +oc.
Au voisinage de +00 : t"e™" = o(3) et t — 5 est intégrable sur [1, 400, donc, par négligeabilité :
t — t"e~" est intégrable sur [1, 4+o0.
Comme il n’y avait pas de probléme sur [0, 1], t — t"e™" est intégrable sur [0, +0o] et

donc |la suite (I,,)nen est bien définie.

Q9) Soit A > 0, alors par intégration par parties de fonctions dérivables :

A
frretin = (223, + [ 2 ea

En faisant, tendre A vers 400, comme Ahm Atle=4 = () par compraison exp-puissance, on a, car les
—+o00

intégrales convergent : I, =0 — 0+ n+1In+1 = Iy =Mn+1)1,

— t ; _ 1A 1 _ oAy
[O_Agrfoo‘()fe di = Agr—rl—loo[ ¢ ]O Agr—&r-loo(l ¢ ) !

Ensuite, par récurrence : ’Vn eN, I, = n!‘




Q10) On fait le changement de variable C* bijectif t = \/ny +n &y = tT dans I,,. On a alors :
+

+o0 +o0o
L= [ (n+yny)eVvnyndy= [ n"(1+ \/Lﬁ)”e_ﬁye_”\/ﬁdy =vn®)" [ (1 \/ﬁ)”e_ﬁydy
NG v NG
400
Comme I, = n! alors |Vn e N, nl =/n(2)" [ (1+ \/Lﬁ)”e_\/ﬁydy
Vi

Q11) Fixons y € R.
Comme \/ﬁ — 0 alors pour n assez grand —/n < f et donc :

n—-4o00

Faly) = (1 2"e V™ = caplnin(L+ )™ = cap(n(F — 1 + o(1)))e ™

= eap(vny — & + o(1))e~V™

= exp(—%jLo(l)) — mp(Ty

n—-+4o0o

Bilan : | (f,,) converge simplement sur R et Vy € R | lirf fuly) = ea:p(_T?f)
n—-—+0o0

Q12) x > —1 = 1+ > 0 donc pas de probléme avec le In, ¢ est C° sur | — 1, +o00[\{0}

—(a— 22 to(x?
Pour z au voisinage de 0 : ¢(x) = ’”7”;(21”) = = ;2+ S s +o(1)
On a donc lim g(z) = 3 et alors :
z—0
q est prolongeable par continuité en 0 en une fonction continue sur ] — 1, +oo[ (en posant ¢(0) = 1)

Remarque : avec un DSFEjy, on peut montrer que ¢ ainsi définie est C'™

Q13) > —1doncu € [0,1] : 1 +ux >1—2x >0 et I'intégrale est bien définie.
Pourx>—1etx7é0:
1

1
flmdu— 1]%“ Ly = 1 2l 1du- | du] = H1—[2in(1+uz)]i] = 11— Lin(l+a)] = =00 =

1+uz x?
e
1 1
Pour z =0 : [ —du = [udu= 5= q(0)
0 0

Tz du = 4(2)

1
On a donc : Vo > -1, [
0

Q14) @ Soit x > —1 et y > —1. Alors :
1

1 1 1 1
. u . u(14+uy—1—ux) _
Q(x)_Q(y) - bf 1+ua:du {1+uy 0 “(IHuz)(1+uy) 1+uy) 6f 1+ua: 1+uy du / 1 +ux 1_|_uy) du
0
>0

q(z) — q(y) qui est donc du signe de y — x

Onaalors: =1 <z <y=q(z)—q(y) >0=q(x) > q(y)

et donc | ¢ est décroissante sur | — 1, +o0|




e Pour y > 0 on a —/n <ydonc f,(y)=(1+ \/iﬁ)”e*‘/ﬁy
On veut donc montrer que :

fuy) < (1 +y)e?
< (14 f)" e V™ < (1+y)e ™ on prend le In qui est croissant

& nin(l+ %) - vy <lIn(l+y) —
o ln(l-i—%) B @ < In(14y)—y

ﬁ y2 — y2
n(+L) L (L)
el i e
& —q(F) < —qy)
< q(75) = aly)

Cette derniére inégalité est vraie car % y (puisque n > 1 et que g décroissante.

Onadonc: |Vy>0, fuly) < (1+4y)e?

e Pour y < 0, si y < —y/n alors f,(y) =0 < e ¥°/2
Si y > —y/n on veut montrer que :
fuly) = (1+ \/iﬁ)"e*\/ﬁy < e ¥*/2 on prend le In qui est croissant

< nin(l + —/ny < —% méme calcul que ci-dessus

& —() <3

(%) 2 g0
qui est vraie puisque g est décroissante et <= <0

3

On adonc : |Vy <0, fu(y) <ev'/?

 : R — R
Q15) Posons e v’/ siy<0
Y (14+ye v siy>0

Alors @ est intégrable sur R, par négligeabilité puisque, au voisinage de +o00 et de —oo : P(y) = o(#).

(f.) converge simplement sur R vers y — e /2
Avec Q14) on a alors : ) )
Vye R, 0< f.(y) < ®(y) avec ® continue par morceaux et intégrable sur R

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et on a :
400

+o00
lim [ fo(y)dt= [ hm fn(y)d f e v’ 2dy
n—+00 O
Mais d’aprés Q7) : f eV 2y = ﬁ, donc par parité : f eV 2y = Q\F V27
On a donc : f fo(y)dt ~ /27
0

+00
Mais d’aprés Q10) : n! = /n(2)" [ fu(y)dy

On en déduit donc, la formule de Stirling : |n! ~ \/n(2)"v2r = /2n7(2)"




Q16) ® w, = vpyy — Uy = IN(Upp1) — In(uy,) = ln(un+1)

o (n+l)"+le*<”+1>\/n+1 n!
= In( (n 1! o)

_ (DT e Ty
o nn e~ vn o (n+1)!

= In((® ntlyn(p 4 1)e™! "T“n%l)

=In((1+ )"y/1+ 2e™t)

— —1+n((1 4 L)n*)

=—1+(n+3)in(1+1)

U=

=—1+n+3)(L -5+ +o2

2n2

))

=—1+1—-5 +30+3 — 72 +0(z)

= @w o)

On a bien : |w, = 55 + 0(-5)

1
e On a donc w, ~ 153

Comme ) 121nQ , on en déduit, par régle de
I'équivalent que : | Y w, est convergente.
Q17) by, est strictement positive donc le rapport ¢ existe bien et a, ~ b, = lim §* = 1 par
m n—-4o0 """

définition d’un équivalent. Ensuite, par définition de la limite :
Ve>0,3ng, n>2ng=1-¢e< i <1+¢cetcommebd,>0ona: (1—e)b, <a, < (1+¢e)b,

Onabien: |Ve>0, Inge N, n>ng= (1—¢)b, <a, < (1+e)b,

Q18) e 0 < a, < (14¢)b, et Y b, est convergente, donc par régle de comparaisons| > a,, est convergente.

Remarque : direct par la régle de ’équivalent ...

e Soit € > 0.
Avec Q17) il existe ng tel que Vk > ng , (1 — )by < ap < (14 ¢)by

Comme les séries sont convergentes on peut sommer pour k variant de n a +oo et on obtient :
—+oo

> ax
k=n
(1-¢) Zbk< Zak (1495 b= (1-) <2 < (14¢)
k=n ST by

k=n

—+oo

> ag +o00 +o0

et par définition de la limite on en déduit : liril Er_ —Tletdonc: | > ap~ Y b
k=n



Q19) Par décroissance de t — & sur [n,n+1]ona: Vi€ [n,n+1], =5 < H <2

+
< [ pat
n

:IH

En intégrant sur [n,n + 1] on obtient : |Vn € N* |

Q20) On somme l'inégalité ci-dessus de n & 400, on peut le faire car Z — et f —dt sont convergentes.

En utilisant Chasles on a:

—+o00

Z(k—H <ft2dt<zk2

k=n k=n
:>+ZO:OL_L<[;1]+OO<+OOL

BT e = e = L

=n =N
~L<H <Iid
=0<R,—-:<5

- n —n

3=

On adonc R, — 2 =0(3%) = R, =+ 4+ O(z5) On en déduit: | R, ~

Q21) On a, avec Q16) : w, ~ 121712, comine z est convergente, que w, > 0 et 12 —— > 0, on peut

+o00 +o00
utiliser Q18) et on a Y wy ~ >, 7 En utilisant Q20) on a : Z Wy, ~ 15
k=n k=n k=n

Q22) e Soit n e N* et N >n

N
Alors : Y wi = > (V41 — vg) = vy — v, donc v, = vy — > Wy
k=n k=n
aqe . . . n"efn\/ﬁ nnefn\/,ﬁ 1
[ J . = R
En utilisant la formule simple de Stirling on a : wu, Ry iy

e Comme v,, = In(u,) on en déduit : v, — ln(T) = —In(v/2m)

n—-+0oo
ou encore : vy —> = —In(v/2m)
n—-+00
N
e On fait maintenant tendre N vers +oo dans v, = vy — Y wi
k=n

On obtient : v, = —In(v/2m) 4 o(1) — ;io W
e En utilisant Q18) on obtient : v, = —In(vV27) — = 4+ 0() & —v, = In(vV21) — & + o(2)
En prenant Uexponentielle : exp(—v,) = = = v/2mexp(55; + o(3))

= et = V2r(1+ g +o(3)

= nl =n"e"V2rn(l+ &= +o(1))

En écrivant le o(+) sous la forme £ avec g, — 0 alors on a :

I existe une suite (g, )nen- telle que : nl =n"e "v2mn(1+ o + &) avec lim g, =0

n—-+4o0o




Q23) @ (X, + 1) € {0,1} donc (X, + 1) suit une loi de Bernoulli.
P((3(X1+1)=1)=

P(X; = 1) = p donc | 3(X; + 1) suit une loi de Bernoulli de paramétre p.

e S, = ]; X, = > (2X}, — 1) avec Xj, = X% < B(p)

k=1
Donc S, = 2(2 p) —

Les X}, étant HIdependant les X le sont aussi

>~ X, est donc la somme de n variable aléatoire indépendant suivant toutes une méme loi de Bernoulli
de péialnétre p.
D’aprés le cours Y X < B(n,p) (loi binomiale de paramétre (n,p))

k=1
D’aprés le cours E() " X}) =np
k=1

Par linéarité de l'espérance : E(S,) = 2E()_ X}) —n donc E(S,)) =2np —n =n(2p — 1)

D’aprés le cours V(S,,) = V(2(>_ X;) —n) =4V (> X}) =4 > V(X}) par indépendance des X},

k=1

Alors V(S,) = 4" npq = 4n2pq
k=1

On a donc |E(S,) = (2p — 1)n et V(S,) = 4n’pq = 4n’*p(1 — p)

Q24)
def RetourOrigine(n,p):
ro,pos=0,0 # ro = nb de retour origine , pos = position
for i in range(n):
if random.random()<p:
pos=pos+1
else:
pos=pos-1
if pos==
ro+=1
return ro

Q25) Sy, =0 = ZXk—0:> Z(QX’ —1)—O:>22X’—2n—0:> ZXk—n
k=1 k=1 k=1 k=1
2n
Comme S/, = Y X, suit une loi de Bernoulli de paramétre (2n,p) alors :
k=1

a, =P(Sy, =0)=P(S, =n) = (2:)]9”(1 —p)"

On a bien : |a, = (?)pnq




Q26) Pour x # 0, on pose Uy, ; = a,r*"

(2n+2)!
2n+2 () \n+1 112 (2n+2)(2n+1) 2 2
AIOI'S . Un+1,z — n41T (pq) — (n+1) 2 = ———X — 4 x
e | = = P = T S A

On a alors, en utilisant la régle de D’Alembert pour les séries numériques :

lz] < —2\}@ = lim % = 4pgr? < 1= u,, convergente
n—+oo T
1 : n+1 x | __
|z| > N nl_lgloo o = 4pgz® > 1= u,, divergente

Comme R = sup({x € R, , > u,, convergente }), alorsona: |R =

1
2/pq

Q27)R>1< >1e2/p<1sdpg<lesdp(l-p) <l 0<4p’—4p+1 & 0< (2p—1)2

BT

Donc, si p # % alors R > 1 et donc A(x) est définie pour = = 1.

e Etudions le cas p = %

. (2n)!
On aurait alors, dans ce cas : A(1) = Z le 4"

s s @)1 \/47m(2n)2" —2n ~, V4mn4"n2re 2n 41n V2
Avec la formule de Stirling : “5- 5 ~ = Vammie—m)E " “danmmie Sar " Une

Mais ) \/Lﬁ est une série de Riemann divergente.

Dongc, par la régle de I’équivalent pour les séries a termes positifs, on a : A(1) divergente.

Bilan : | A(z) est définie pour z = 1 si et seulement si p # 3

Q28) D’aprés le cours, si on pose a = _—1 alors :
A =(1-X)2 =1+ Za—(“”*”( X)" pour X €] —1,1]

elo=l).loamntl) _ F (G n(!w _ = 1)”1'37;2‘75?”71) — (=1) ;222"2):‘ — =02 (done 1, si n = 0)
Alors VX €] = L[, 7 = 3 () (=X = & (1)(3)"

Mais A(z) = :ZOZ (®™) (pgz®)™ donc en posant : 3 = pga? = X = dpqa?
on obtient : |Vx €] — R, R[, A(z) = \/ﬁ

Remarque : si p = %, la fonction n’est pas définie pour z = 1

Q29) Pour k£ > 1, on note Ay 1’événement Sy = 0 (on passe a 'origine a bout de 2k lancers) et
By, événement [Sy # 0] N ... [Sax—1 7 0] N [Sar = 0] (on passe en l'origine pour la premiére fois au bout
de 2k lancers)

On note aussi By = ﬂ [S; # 0] (on ne repasse jamais par 'origine !)
Alors (B;);en est un systeme complet d’ evenements et par la formule des probabilité totale sur ce systéme
complet d’événements : a, = P(A,) = Z P(A,|B;)P(B;)

On a facilement : P(A,|By) =0, si on ne passe jamais a I'origine, on ne peut pas y passer a l'instant 2n
De méme, si on passe en 'origine pour la premiére fois a I'instant 2k > 2n on ne peut y étre passer a
I'instant 2n donc P(A,|B;) =0sii>n



On remarque aussi de la méme maniére que P(A4,|B,) =1

n—1
Il reste : a, = Y P(A,|B;)P(B;) + b,
i=1

Pour calculer P(A,|B;) il s’agit de savoir si on passe en l'origine a I'instant 2n, sachant que 'on est
en Porigine (pour la premiére fois a I'instant 2i), comme les lancers sont indépendant alors :

P(An|B;) = P(An-i)

n—1
On a donc a, = > a,_;b; + b,
i=1

n
et comme ag = 1 et by = 0 on en déduit : |Vn € N* | a, = > a,_by
k=0

Q30) Comme B, C A, alors 0 < b, < a, et donc B a un rayon de convergence > R.
Par produit de Cauchy, pour x €] — R, R[, A(x)B(z) = apby + Jrzojo(i A1 by ) 2"
En utilisant Q29) et by = 0 : e
A(2)B(z) = +2°j 022 = A(x)B(z) = A(z) — 1

On a donc: |Vz €] — R, R[, A(z)(1 - B(z)) =1

Q31) D’aprés Q28) : A(z) = \/ﬁw done, avec Q30) : 1 — B(z) = /1 — 4pqz?
On adonc: Vo €] —R,R[, B(z)=1— /1 — 4pgx?

Q32) e Si B(1) est définie alors : B(1) =1 — /1 —4pq
Mais 1 —4pg=1—4p(1—p)=1—4p+4p*=(1—-2p)* >0

Alors 'expression de B(z) de Q31) est clairement définie pour z =1 et :

B(1)=1—+1T—4pg=1—|1-2p|
+o0
e Sous forme de série : B(1) = >_ b,
n=0

Comme by =0 et Vn € N* | b, = ]P’([Sl £@) NN [Sou1 # 0N [San = O])
+oo
B(1) = 3 P(R,) avec R, Vévénement ([51 2£0] 00 [Sont # 0] N [Son = 0])
n=1
+o0
Les R, étant clairement incompatibles, alors on a : B(1) = ]P’( U Rn>
n=1

+o0
Comme une probabilité est plus petite que 1, alors : > b, <1
n=1

Les b, étant positifs (ce sont des probabilités), on en déduit ) b, convergente et donc la définition de
B(1) sous forme de série est convergente.

e Bilan : |pour tout p €]0, 1] B(1) est défini avec la fonction et avec la série.




Q33) Avec lécriture de B(1) sous forme de probabilité vu en Q32), on a que B(1) est la probabilité
qu’il y est retour en l'origine.
La probabilité que le point ne reviennent pas en I’origine vaut donc : 1 — B(1)
Comme on a vu que B(1) =1 —|1 —2p| alors 1 — B(1) = |1 — 2p|
On remarque que : p—q=p— (1 —p) =2p—1 et on a donc :

La probabilité de ’événement "le point ne revient jamais en 0" est égale a |p — ¢

Remarque : cette probabilité est nulle pour p = %

Q34) e Considérons un chemin de (0,0) & (n,x) et notons k le nombre de "montée" de ce chemin.
Il y aura alors n — k "descente".

Comme on arrive en z on a: k—(n—k) =z & k = 3=

Comme k est un entier on a donc n + x pair, et comme n+ z et n — x ont la méme parité, on a donc
n — I pair.

e Dans le cas ou n — z n’est pas pair on a donc N,, , =0
e Revenons au cas n — x pair.
On a alors : k € [0;n] © 2 € [-n;n]

Pour avoir un chemin menant en (n, ) il faut donc "monter" a = 2 fois sur n, il s’agit de dénombrer
les placements possibles pour ses "montée", il y en a : (Z)

e Il nous reste a traiter le cas = ¢ [—n,n].
Dans ce cas il n’y a clairement pas de chemin de (0,0) a (n,z) puisque 'on en peut pas monter ou
descendre de plus de n pas en n coups.

e Bilan : |Siz € [-n,n] et a = % est pair alorsN, , = (Z) Dans le cas contraire N,, , = 0

Q35) Par équiprobabilité, comme il y a 2" chemins possibles, on a :

P(S, = z) = (nfnx) si x € [—n,n] et z pair

0 sinon

n
Q36) Si on considére la variable aléatoire T,, = %S", alors T,, = ) % et comme % suit une
k=1
loi de Bernoulli de paramétre £ alors T}, suit une loi binomiale de paramétre (n, 1) (déja vu en Q23)).

Avec (S, = z) = (T, = %) on retrouve le résultat de Q35).
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Q37) Un chemin de (0,z) & (n,y) passant au moins une foi par un point de d’ordonnée 0 peut
s’écrire sous la forme ((0, x),(La1),...,(k—1,a5_1), (k,0), (k+1,a511),...,(n —1,a,_1), (n,y)) avec
k I'abscisse du premier passage par un point d’ordonnée 0.

Alors le chemin ((0, —z),(1,—a1),...,(k—=1,—ax_1), (k,0), (k+1,aks1),...,(n—1,a,_1), (n, y)) est
un chemin quelconque de (0, —z) a (n,y)

On remarque que l'on a construit une bijection entre
les chemins de (0,z) a (n,y) passant au moins une foi par un point de d’ordonnée 0
et les chemins quelconque de (0, —z) a (n,y)

Tl y en a donc |le méme nombre. |

Remarque : on a fait la symétrie par rapport a I'axe des ordonnées de la partie du chemin entre
(0, x) et le premier point d’ordonnée nulle.

Ci-dessous exemple (avec x = 0)

52:2 54:2 312:2

(338) e Si on fait une translation de (—1, —1) alors on transforme un chemin de (1,1) & (n,z) en un
chemin de (0,0) & (n — 1,2 — 1)
Iy a donc N,,_1 .1 chemin de (1,1) & (n, z)

e Parmi ces chemins il faut compter ceux qui rencontre I'axe des abscisses.

e On remarque alors que si on fait une translation de (—1,0) alors on transforme un chemin de (1,1)
a (n,x) rencontrant 'axe des abscisses en un chemin de (0,1) & (n — 1,z — 1) rencontrant au moins une
fois I’axe des abscisses.

D’aprés Q37) il y a autant de ces chemins que de chemins quelconques de (—1,0) a (n — 1,x)

En translatant par (1,0), il on a un chemin quelconque de (0,0) & (n — 1,2 + 1), et il y en a donc
Nn—l,z—i—l

eBilan : |le nombre de chemin de (1,1) & (n,z) ne rencontrant pas I'axe des abscisses vaut :

anl,xfl - anl,az+1
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Q39) Comme (S; > 0) = (X; = 1) correspond a une montée au départ. Si on a (S; > 0) alors on a
chemin qui passe par (1,1)

Alors, 'événement ([Sl >0/N[Sy>0]N---N[Sy—1 > 0] N[y, = 2]<:]> correspond a un chemin de

(1,1) a (2n,2k) ne coupant pas I'axe des abscisses.

Donc, par équiprobabilité :
IP’([Sl > 0[N [Sy > 0]~ N [San_t > 0] N [Som = 2k]>

_ Nap_12k—1—Nop_12k+1
- on

= Mgzt Dciaen _ 4 (Teptpet  Tsiiel) = L(P(Sp, g = 2k — 1) = P(She1 = 2k + 1))
Bilan :

P([Sl > O] N [SQ > O] n---N [Sgn_l > 0] N [Sgn = 2]{?]) = %(]P)(Sgn_l =2k — 1) — P(Sgn_l =2k + 1))

+o0
(Q40) @ Pour commencer, on remarque que Sa, est un nombre entier pair donc| (Sz, > 0) = | (S2, = 2k)
k=1

e De plus, pour k > n on a 'événement S,, = 2k qui est impossible (on monte au plus a 2n) donc
Avec le point précédent on a : (Sy, > 0) = |J (S2, = 2k)
k=1

o Alors : ([51 > 0]N[Sy > 0] NN [San_t > 0] N [San > o])
= ([51 > 0[Sy > 0]+ [Spuy > 010 [ U (S =2k‘)])

k=1
n

- U (([51 > 0]N[Sy > 01NN [Son_t > 0] N [San = 2k]))
k=1
Par incompatibilité (puisque (Sa, = 2k) N (Se, =2k ) =0 si k # k') on a :
P([Sl > 0[N [Sy > 0] AN [San_t > 0] N [Sam > 0])

S P(([Sl > 0] N [Sy > 0] N+ N [Sap1 > 0] N [Say = 2k])>

On utilise alors Q39) et on a :

IP’([Sl > 0[N [Sy > 0] NN [Sant > 0] N [Son > 0]) i L(P(Syn_y = 2k — 1) — P(So_y = 2k + 1))

Par télescopage :
p({gl > 0]N[S>0]N--N[San_y > 0] N[San > 0]) = 3(P(Son-1=1) =P(S3p-1 =2n+1))
=0

On a done : P([Sl > 0] N [SQ > 0] MN---N [Sanl > O} N [Sgn > 0]) = %P(Sgnfl = 1)

e Pour avoir Sy, 1 = 1 il faut n montée et n — 1 descente parmi les 2n — 1 premier mouvements.

Il y a donc (277:11) chemins de longueur 2n — 1 de cette sorte.

2n—1
Par équiprobabilité P(Sy,1 =1) = %
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e Pour avoir S, = 0 il faut n montée et n descente parmi les 2n premier mouvements.
Il y a donc (2:) chemins de longueur 2n de cette sorte.

2n
Par équiprobabilité P(Sy, = 0) = (2;1”)
Mais Ui) — emt _ emnont ___eaoit o G5 pg )

2n T In122n In192n - (n—1)122n—1 7 92n—-1 "~
2 nlnl2 nlnl2 nl(n—1)12

On a donc P(Sy,-1 = 1) = P(S,, = 0)

e Bilan : P([& > 0]N[Sy > 0] AN [San_t > 0] N [Son > o]) = 1P(Sy, = 0)

e Par le principe de réflexion :
IP’([Sl > 0]N[Ss > 0]+ - N [Sant > 0]N[San > 0]> - ]P’([Sl < 0]N[Ss < 0]+ - -N[San_t < 0]N[San < 0])

On remarque aussi que :

(181 # 01N 182 0]+ 1 [Sau1 £ 011 [Son £ 0))
- ([51 > 0]N[Ss > 0]A---N[San_1 > 0]N[San > 0]) U ([51 < 0]N[Ss < 0]A---N[San_1 < 0]N[San < 0])

Par incompatibilité :

IP’([Sl £ 01N [Sy # 0] M- N [Son_1 # 0] N [San # 0])
— ]P’([Sl > 0]N[Sz > 0]N- - -N[San_t > 0JN[San > 0])+P([51 < 0]N[Sz < 0]N- - -N[San_t < 0JA[San < 0])

Et avec les résultats ci-dessus :
IP’([51 £ 0N [S2 % 0] M- N [Son_t % 0] N [San # 0]) = 1P(Sh, = 0) + LP(Sy, = 0) = P(Ss, = 0)

On a donc : 1@([51 £ 0N [Sy # 0] M- N [Som_1 7 0] N [San # 0]) = P(S5, = 0)

Q41) Comme Ty, = 2k est I’événement la derniére visite en 0 & lieu en 2k, on a :
(Ton = 2k] = ([Sak = 0] N (1261 # 0] N+++ 01 [San # 0]

Par la formule des probabilités conditionnelle :
P(Ton = 2K) = P(S = 0)P(sy=0) ([Saks1 # 0] 1+ 1[S00 £ 0])

¢ 042k
Comme Y X, et > X, 12 ont méme loi (admis dans 'énoncé), alors, la connaissance Sa, = 0
m=1 m=142k

permet de translater le probléme de 2k et donc :
P(sy—0) ([Sows1 7# 0] N+ N [Sa # o})

= P([SQk-i-l—Qk 0] NN [Son—ok # 0])
- IP’([S1 401N - [Son_ok # O]>

On en déduit finalement : | P(Th, = 2k) = P(So; = O)IP>([S1 £0]0 - [Sonon £ o])
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Q42) @ D’aprés Q25) : P(Sy, =0) = (22§kk)

e D’aprés Q40) : IP([& £ 0] M- N [Sop_on # 0]> = P(So,_or = 0)
2n—2k 2n—2k
En réutilisant Q25 : B([S) # 011+ 1 [Same #0]) = G2 = ()

: G i) 2wy (202 1
o Avec Q41), on a alors : P(Ty, = 2k) = 5 = () (U20) o=

On a donc : |P(Ty, = 2k) = () (') &

n—k /) 4n

Q43) e Par construction f est continue sur [0, 1]

Alors, par le théoréme sur les sommes de Riemann on a : E f — f f(t)
n%+oo
0

s k< lna)=k<na=t<asf(2)=/()
k> nBl+1=k>n8= %> 8= f(k)= f(8)

e On coupe alors la somme de Riemann en trois et on utilise les remarques ci-dessus :

2 Lk

|_no< [nB] n—1
—Z L8 + Z LFE+ X L
=|nal+1 k=[nB]+1
Lm Los] 1 gk (.
—Z Lf@)+ > ffE+ X Lf(B)
k=|na]+1 k=|ng]+1
[nB]
=l pa)+ 3 Lf(k) 4=l p(p)
k=|na|+1
e On a (pour n assez grand) : na — 1 < |na] gna:a—%g "TO‘J <

Donc par encadrement : lim 2 = ¢
n—+oo "

On montrer de méme que : lim 2 =3
n—+oo M

e De l’égalité ci- dessus on déduit :
[nB]

Y )= z Lp(ky — ot pq) — nolnBlel g ()

k=|na]+

Tous les Lteﬁ"mes du membres de droites ont une limite et on en déduit donc :
nB

im 30 L f()

n=too [na|+1

— flf(t)dt —af(a) = (1= p8)f(B)
Oflf dt—ff dt—gf(t)dt—ff(ﬂdt

«

(par la relation de Chasles et puisque : ff(t)dt =af(a)et [ ft)dt =(1—75)f(0)
0

B
[nB) 8
Bilan : | lim Y L1f(E)= [ f(t)dt
N0 g [no+1 !
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Gl ot utilisant Q22) : (2:) — YAmC™ (1+24"+q22"2>
2mn(2)—2 )(1+12n+q")

(n)?
(271) _ 22n+1\/77rn2n+1/2872n(1+Qin_i_o(%))
27rn2”+1e*2"(1+6in+0(%))

On simplifie : (%) = 2= (1+ g + ()1 = 5, +0(3)) = (1= 5 +o(3))

Q44) On a: (*")

Comme ¢, tend vers O :

j— 471 n
On a donc montrer que : |il existe (¢,) tel que ngrfoo €, =1et ( ") = \/ﬁ(l — o)

Q45) Comme |na] +1 — 400 alors pour k > |naj +1:

n—-+o00

(0 G
k € n—k [
= ﬁ <\/47rk(1 B ﬁ)> <\/71r(nk) (1 o 8(n—7€)>>

=
—~

B §—2)(1 B SEZ:IZ))

(1 o E—Z o 83:;@) + GZZEZ_—IZ))

—(1+0,) avecO,=—g — BEZ:];C) T 6222:;,2)

-

-3
|

o

~

=
—

T3

S
N

Il
Al 3= A=

=
3
3_3

Comme k > na alors 6, = O(%) et donc £ —=—=0, = O(%;)

np npB
Alors (fn(ik) (k) - L L ) = > 0() - 0 puisque la somme est de 'ordre de n
[na+1 n—t

termes

Bilan : | lim %% (L(%)(%—’“)—i : ):0

4n \k

Q46) @ L2 c [, ] & na < &r <np e Lo € [|nal + 1, [nB]]

(8]

Par incompatibilité on a : P(22 € [0, 8]) = > P(T3, = 2k)

k=|na]+1
. T 2B oy f2n2k
En utilisant Q42) : P(Z2 € [0, 8]) = > (D)2 &
k=|na]+1

B

Avec Q45) et Q43) : lirn IP’(%L €lo, 8]) =1 [ f(t)dt

«a

B ﬁ

o i = [ it

«

[0

On effectue le Changement de variable C! : t = u? donc dt = 2udu

p vE o VB : VB : :
[f)dt = [ =+=(2udu) =2 [ =du = 2[arcsm(u)]\/a = 2[arcsin(y/B) — arcsin(y/a)]

Jva Ja
e Reporté ci-dessus, on a : hr_{l P(£2 € [a,]) = Zlarcsin(v/B) — arcsin(y/a)]
n—-—+0oo
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