PSI* 2025-2026

Feuille d’exercices n°67 : Révisions

Exercice 512. Soit n > 2. On pose : ¥(z1,x2,...,2,) € R"
n 2 n n
flenaa o) = (La) + (X a?) = L
i=1 i=1 i=1
On cherche a étudier les éventuels extremums locauz de f.

1) Montrer que f admet un unique point critique que ’on notera )

2) Calculer la matrice Hessienne de f en tout point et en déduire A la matrice Hessienne de f
en €.

3) Déterminer le spectre de A.

4) Que dire de f en Q ¢

+oo n
Exercice 513. Calculer A = ngl ngﬁl)

Exercice 514. On considére la série de fonctions ) f,, définie sur RT par f,(v) = (=1)" 57
+00

On pose f(x) =Y fu(z) pour x >0
n=1

a) Montrer que cette série de fonctions converge simplement sur [0; +o0|.
b) Montrer que cette série de fonctions ne converge pas normalement sur [0; +00[.
¢) Montrer que cette série de fonctions converge uniformément sur [0; +ool.
d) Déterminer lim f(x)
T—r+00

e) Montrer que f est de classe C' sur R™

Exercice 515. Soit § € R et n € N. Calculer Y sin(kf)
k=0

Exercice 516. On considére les nombres complexes sutvants : z; = 1 +i\/§, 2o =141 et z3 = 2—;

a) Ecrire z3 sous forme algébrique.
b) Ecrire z3 sous forme trigonométrique.

c) En déduire les valeurs evactes de cos(75) et sin(75)

Exercice 517. Résoudre dans C : ¢* = 3v/3 — 3i

Exercice 518. Résoudre dans C : 2% + iz — % — \/Li

Exercice 519. Linéariser cos*(z)sin’(x)

Exercice 520. Exprimer cos(4t) en fonction de cos(t) et sin(4t) avec une formule de la méme
forme.



Exercice 521.
E3A 2020 : EXERCICE 2

Soient n € N* et A = (a;;) € A#,(R). On dit que la matrice A est & diagonale propre lorsque

n
son polynome caractéristique est x4 = H(X — ;).

=1

1. Donner deux exemples de matrices a diagonale propre qui ne sont pas diagonales.

0 0 «
2. Soient avet fdeux réelset M = [0 0 B | € #3(R).
a B 0

Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur les réels a et 3 pour que M
soit une matrice a diagonale propre.
3. Soient X;, X5 et X3 des variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un

1
espace probabilisé (€2, A, P) et qui suivent toutes les trois la loi géométrique de paramétre 3

3.1. Préciser X;(€2). Donner la loi de la variable aléatoire X; et donner sans démonstration
les valeurs de son espérance et de sa variance.

3.2. Exprimer I’événement (X; = X5) sous forme d’une réunion dénombrable d’événements
incompatibles.

3.3. Pour tout w € (2, on pose:

0 0 Xl(w) — Xg(w)
B(w) = 0 0 Xz(é«)) — Xg((x))
Xl(w) — Xg(w) Xg((x)) - Xg(w) 0
0 0 X — X5
On notera ainsi B = 0 0 Xy — X3 | la fonction qui, & tout w de €2,

X1 — Xy Xo— X3 0
associe B(w).

Déterminer la probabilité pour que B soit une matrice a diagonale propre.
4. Soit A = (a;j) € #,(R). On rappelle que A” désigne la matrice transposée de la matrice A.

4.1. Calculer tr(AT A) en fonction des coefficients de la matrice A ou tr(M) désigne la trace
de la matrice M.

4.2. On suppose dans cette question que A est une matrice symétrique réelle.

n

Démontrer que tr(ATA) = Z A? oil les \; sont les n valeurs propres distinctes ou non
i=1

de la matrice A.

4.3. Déterminer les matrices symétriques réelles a diagonale propre.



Exercice 522.
E3A PSI 2020 : EXERCICE 4

Soient £ un plan vectoriel, B = (;, 5) une base de E et 0 €]0, 7| fixé.

On considére 'endomorphisme f de E représenté par sa matrice C' dans la base B: C' = ([1) 9 c;sl(e)> .

On définit alors sur E une forme bilinéaire symétrique ® par les relations:

- = — —,

®(i,7) = ®(j,1) = cos(h) et B(7,7) = D(J,7) = 1.

On rappelle qu'une forme bilinéaire sur £ est une application de E? dans R, linéaire par rapport
a chacune des variables.

1. Soient X = z1i + 22] et Y = y1i + o] deux vecteurs de E. Exprimer ®(X,Y) en fonction
des réels 1, xq, y1, Yo €t 6.

2. Montrer que ® est un produit scalaire sur F.

3. Prouver que f est une isométrie pour le produit scalaire .

—

4. Déterminer un vecteur k € E tel que (;, 15) soit une base orthonormée pour ® et que ®(j, E) >
0.

5. Expliciter la matrice de f dans la base (;, E) Préciser la nature de f.

6. Soit m € N*. Pour quelles valeurs de 6 €]0, 7[ a-t-on f™ = idg?

Exercice 523. Soit E un C espace vectoirel de dimension finie.
a) Soit u € L(E) et A € C*
Montrer que : ker(u? — N2Idg) = ker(u — M dg) @ ker(u + A\ dg)

b) Soit uw € L(E). Montrer que : u diagonalisable = u? diagonalisable.
Donner un contre exemple, montrant que la réciproque est fausse.

¢) Soit U € E tel que u* est diagonalisable.
Montrer que : u diagonalisable < ker(u) = ker(u?)

Exercice 524. On considére l'équation différentielle : (E) < x(x — 1)y"(x) + 3zy'(z) + y(z) =0
Chercher une solution développable en série entiere en 0 puis résoudre (E) sur |0, 1] avec la méthode
de variation de la constante.

Exercice 525. Méme exercice avec : (E) < zy"(z) + 2y'(z) — zy(x) = 0 sur |0, +o0]

Exercice 526. Début de Centrale PC 2022, mathématiques 2 : polynome de Lagrange
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Ce sujet en trois parties étudie la convergence des polynomes d’interpolation de Lagrange sous différentes
hypotheses et aborde le phénomeéne de Runge.

La partie I est consacrée a 1’étude de deux familles de polynomes, les polynémes de Lagrange et les polynomes
de Tchebychev.

La partie II donne des résultats généraux de convergence des polyndémes d’interpolation de Lagrange pour des
fonctions de classe € ; elle utilise également quelques résultats de la partie I.

Enfin la partie III présente le phénoméne de Runge. Elle s’appuie sur les sous-parties III.A et III.B, qui portent
sur une intégrale généralisée et sont indépendantes des parties I et II.

Notations

Si ky et ko sont deux entiers tels que k; < ko, on note [kq, ky] Uensemble des entiers k tels que ky < k < ky.
Pour tout réel x, on note |x] la partie entiére de x.

Pour n € N, on note R,,[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans R de degré inférieur ou égal & n.

I Etude de deux familles de polynémes

Soit n € N* et (aq, ..., a,,) une famille de n réels deux a deux distincts.

Pour tout ¢ dans [1,n], on note L, le polyndme de degré n — 1 défini par

E:

a; —a;
=1

J#i
On dit que Ly, ..., L,, sont les polynémes de Lagrange associés a aq, ...,a

n*

I.A — Polynémes de Lagrange
On définit 'application

[Rnfl[X] X IRnfl[X] — [R
) (P.Q) =S Pla)Qlay)

Q1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur R,,_;[X].
Q 2. Montrer que, pour tout ¢ et k dans [1,n],

1 sik=1
Li(ak):{o :

sinon
Q 3. Montrer que, pour tout i € [1,n] et tout P € R,,_;[X],
(L., P) = P(a,).

Q 4. Montrer que la famille (L4, ..., L,)) est une base orthonormée de R,,_;[X] muni du produit scalaire (-, -).
Q5. En déduire que, pour tout P € R,,_;[X],

P:zn:P(a)L

=1

Q 6. Montrer que, pour tout polyndéme P de degré inférieur ou égal a n — 2,
n
LR
=1 H (a —a J)
j=1
J#i
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1.B — Polynémes de Tchebychev
Soit n € N*. On pose

[n/2]
T,(X) =) (=17 (”)X”P(l — X%

p=0 2p
Q. En développant (1 + z)™ pour deux réels = bien choisis, montrer que
[n/2]
p=0 2p
Q 8. Montrer que T, est un polynéme de degré n. Expliciter le coefficient dominant de T,,.
Q9. Montrer que T, est 'unique polynome a coefficients réels vérifiant la relation

Vo € R, T, (cos(8)) = cos(nb).

(2k—1)m

Q 10. Pour k € [1,n], on pose y;, ,, = cos ( 3
' n

) . Montrer que

7,0 =2 TT(X - )
k=1

1.C - Soit n € N* et W un polyndéme unitaire de degré n. L’objectif de cette sous-partie est de montrer
que
1
sup |W(x)| > 51 (1.2)
ze[—1,1]

puis d’étudier dans quel cas on a égalité.

Q 11.  Montrer que sup |7, (z)] = 1. En déduire un polynoéme unitaire de degré n réalisant le cas d’égalité
ze[—1,1]
dans (1.2).

On pose Q = %Tn — W et, pour tout k € [[0,n], 2, = cos (k—ﬂ)
n- n

Q 12.  Montrer que ) est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1.

Q 13.  Dans cette question, on montre (1.2) par 'absurde.

— Si on suppose que sup |W(z)| < 27%17 montrer que, pour tout k € [0,n — 1], Q(z,)Q(z,41) < 0.
ze[—1,1]

— En déduire une contradiction et conclure.

. 1
On suppose maintenant que sup |W(z)| = —.
ze[-1,1] 2

Q 14. Montrer que, pour tout k € [0, n],

n

H (2 — Zj)

7=0
Gtk

Q 15. En déduire que Q = 0, puis que W = 2"%111”’
On pourra considérer la somme des inégalités de la question précédente et exploiter la question 6 appliquée

a des données convenables.

IT Interpolation et convergence des polyndémes d’interpolation pour
une fonction de classe €™

II.A — Interpolation d’une fonction de classe C™

Dans cette sous-partie, n est un entier naturel non nul et I est un segment [a,b], ot a < b. On considére n
nombres réels distincts a; < - < a,, de I.

mn
On note Ly, ..., L,, les polynomes de Lagrange associés & ay, ..., a,, définis par (I.1) et on note W = | | (X — a;).
i=1
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Exercice 527. Trouver tout les polynémes P de R[X] tels que : P(X?) = P(X)P(X +1)

Exercice 528. Trouver les racines de P = X* + 12X — 5 sachant que la somme de deux de ces
racines vaut 2.

Exercice 529. Factoriser dans R[X] le polynéme : P = X% — X4+ X — 1
Exercice 530. Factoriser dans R[X] P = X*+4

Exercice 531. On cherche les polynémes non constant de C[X] tel que : P(X?) = P(X)P(X —1)
a) Montrer que 0 n’est pas racine de P

b) Montrer que les racines non nuls de P vérifient |A\| = A+ 1| =1

¢) Montrer qu’il eziste a € C*et (n,m) € N tel que : P(X) = a(X —j)"(X —j*)™ avec j = exp(%")
d) Finir de répondre au probléme.

Exercice 532. a) Montrer que si P € R[X] et P # Ogx) alors P(X) — X divise P(P(X)) — X
b) Résoudre dans C : (22 + 32+ 1) +322+824+4 =10

Exercice 533. On pose VP € K[X] ¢(P)=(2X +1)P — (X?—-1)P’
1°) Montrer que ® € L(K[X])
2°) Déterminer les éléments propres de ®

Exercice 534. Soit A € M,(C) telle que A*> — A — I, = Opr, (). Montrer que det(A) > 0

a—b—c 2a 2a
Exercice 535. Soit M(a,b,c) = 2b b—a—c 2b
2c 2c c—a—>b
x
a) On suppose que x +y + z = 0, calculer M(a,b,c) |y
z

b) M(a,b,c) est-elle diagonalisable ¢

1 -3 3 110
Exercice 536. Montrer que A= | —2 —6 13| est semblable a |0 1 1
-1 —4 8 0 01

Exercice 537. Soit E un K espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) tel que : uou = —Idp
Montrer qu’il existe une base B de E telle que la matrice de u relativement a B soit une matrice

diagonale par blocs avec les blocs <(1) _01) sur la diagonale.

. . , _ _ (=
Exercice 538. Déterminer la nature de ) u, avec u, = N ST

Exercice 539. Déterminer a et b pour que la série de terme général :u, = In(n) + aln(n + 1) +
bin(n + 2) soit convergente.

Calculer alors la somme de cette série.

Exercice 540. On définit la suite (u,) par ug € R et Vn € N w1 = exﬁ(;j")
Ftudier la suite (u,) puis la série > uy,



