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E programme officiel de la classe de PCSI pour la rentrée 2013 a été profondément remanié
£ par rapport a celui des années précédentes. Il peut étre trouvé en-ligne a ’adresse suivante :
http://cache.media.enseignementsup-recherche.gouv.fr /file /special 3_ESR/45/4/programme-PCSI_252454.pdf
L’année est découpée en deux semestres de 18 semaines, chaque semestre ayant son propre pro-
gramme et ses propres objectifs.
Concernant le premier semestre, les objectifs sont principalement de consolider la formation
des étudiants dans les domaines du raisonnement et des techniques de calcul en
assurant la progressivité du passage aux études supérieures. La plupart des chapitres de
début d’année seront consacrés a des notions directement utilisables en Physique, Chimie
ou Sciences de l’'Ingénieur. Ce choix est non seulement dicté par la nécessité de voir 1’ensei-
gnement scientifique comme un tout et de faire dialoguer les différentes disciplines entre elles, mais
aussi justifié par 'une des facettes fondamentales des mathématiques : elles sont le langage a

l’aide duquel les sciences décrivent le monde.
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« Les savants des temps passés et des nations révolues n’ont cessé de composer des livres. Ils 'ont

fait pour léguer leur savoir a ceux qui les suivent. Ainsi demeurera vive la quéte de la vérité. »
Al-Khwarizmi !

« Le savant n’étudie pas la nature parce que cela est utile; il I'étudie parce

qu’il y prend plaisir et il y prend plaisir parce qu’elle est belle. »
Poincaré >

1. Al-Khwarizmi(~780;850), mathématicien et astronome perse arabophone, fondateur de 1’algébre et dont le
nom est & lorigine du mot frangais « algorithme ». Le terme méme d’algébre est issu d’un de ses livres (Kitab
al-jabr wa’l-muqabalah) et signifie réduction en arabe. Son influence en mathématiques a été considérable, aussi

bien au travers de ses propres travaux que par sa volonté de transmettre les travaux d’autres auteurs.
2. Poincaré(1854;1912), mathématicien et physicien frangais ayant fondé ou contribué & la fondation de la théorie

de la relativité, la théorie du chaos, 'analyse topologique, etc. . .


http://cache.media.enseignementsup-recherche.gouv.fr/file/special_3_ESR/45/4/programme-PCSI_252454.pdf
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Maths - Chapitre 1
Logique, ensembles, applications

I. Eléments de logique

Les themes abordés dans cette section sont aussi utiles en Automatique (SI) et en Informatique.

I.1. Vocabulaire

Définition 1.1
Une phrase mathématique bien construite est appelée énoncé ou assertion.
On appelle définition un énoncé introduisant un nouveau mot.
On appelle axiome ou principe un énoncé concernant des mots déja définis et considéré

comme wvrat dans le cadre d’une théorie mathématique.

Il est ¢#mpossible de tout définir. Par exemple, dans la définition précédente, nous n’avons pas
défini ce qu’est « une phrase mathématique bien construite ». Cette notion repose essentiellement
sur notre propre intuition.

Les axiomes completent les définitions en donnant les propriétés fondamentales vérifiées par les

mots définis. Ainsi le principe fondamental de la logique est le suivant :

\l Axiome 1.2 (Principe du tiers exclus)
| Un énoncé est soit vrai, soit fauzx. Il n’y a pas de troisieme possibilité.

Définition 1.3

On dit qu'un énoncé est démontré lorsqu’on I’a déduit au moyen de modes de raisonne-
ments a partir de définitions, d’axiomes ou d’autres énoncés déja démontrés.

Nous préciserons plus loin quels modes de raisonnements peuvent étre utilisés dans une dé-
monstration. Un énoncé démontré est appelé :

e proposition ou propriété ;

théoréme (lorsqu’il est particulierement important) ;

lemme (lorsqu’il est utilisé pour la démonstration d’un autre énoncé);

corollaire (lorsque c’est une conséquence simple d’une proposition plus importante).

On appelle conjecture un énoncé que l'on pense étre vrai mais qui n’est pas encore démontré.

1.2. Valeurs de vérité

D’apres le principe du tiers exclus, un énoncé mathématique est soit vrai, soit faux. C’est ce qu'on
appelle la valeur de vérité de cet énoncé. En dehors des mathématiques, les valeurs de vérité
pourront étre notées différemment. Le tableau suivant regroupe les différentes traductions possibles

de ces valeurs :
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W Notation
Notation mathématique | Notation électronique | Notation Python
Faux 0 False
Vrai 1 True

Ex. 1.1 En Python, False et 0 sont deux objets différents ayant la méme valeur. De
méme pour True et 1.

>>> False is O
False
>>> False==0

True

I1.3. Opérateurs et fonctions logiques

= s ey
Définition 1.4
Etant donnés deux énoncés A, B, on définit les nouveaux énoncés suivants :
e Aou B qui est vrai lorsque 'un au moins des deux énoncés A,B est vrai, et qui est
faux sinon ;
e Aet B qui est vrai lorsque les deux énoncés A,B sont vrais, et qui est faux sinon ;

e non A qui est vrai lorsque A est faux, et qui est faux lorsque A est vrai.

non A est aussi appelé négation de A.

gf Notation
Opérateur Notation formelle Symbole électronique | Opération booléenne | Syntaxe Python

— 21

AouB AV B | — A+ B A or B
— &

AetB ANB ] — AB A and B

1 _
non A —-A ] e— A=1—-A not A

Ex. 1.2 Comment traduire simplement le test logique suivant ?

>>> (a==b)or(a==-b)

True

I.4. Tables de vérité

Une fagon de définir un opérateur ou une fonction logique est de donner sa table de vérité.

Remplir les tables ci-dessous :
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A B | AouB A B | AetB
A | nonA Faux | Faux | ...... Faux | Faux | ......
Vrai | Faux Faux | Vrai | ...... Faux | Vrai | ......
Faux | Vrai Vrai | Faux | ...... Vrai | Faux | ......
Vrai | Vrai | ...... Vrai | Vrai | ......

Ex. 1.3 Pour chacun des énoncés suivants, donner sa valeur de vérité et écrire sa

négation
e A:6<2x3

e B : Je suis grand et fort.
o C:x<20uz > 3.

/Cor. 1.3

enonA:6>2x3

e non B : Je ne suis pas (grand et fort), c’est-a-dire je suis (petit ou faible).
k. nonC : z > 2etx < 3, cest-a~dire 2 < x < 3.

Propriété 1.5

Etant donnés deux énoncés A, B
e non (Aou B) s’écrit aussi

e non (Aet B) s’écrit aussi

(" Démonstration
A B | AetB | AouB | non(Aet B) | non (AouB)
Faux | Fauz | ...... | ...... | ... | ...
Faux | Vrear | ...... | ... | ... | oL
Vrar | Fauz | ...... | ... | ... | L.
Viras | Viras | ... | oo | oo
A B |nonA | nonB | (nonA)et(nonB) | (nonA)ou(nonB)
Fauzr | Faux | ...... | ...... | ... | ...,
Faux | Vreas | ... | ... | ... L
Vrear | Fauz | ...... | ... | ... | Lo
Vear | Vras | ..o | oo | o
\_

2. Méthode

Comme nous

venons de le voir, une méthode pour démontrer une équivalence logique est

d’écrire des tables de vérité.

%7 Méthode

Etant donnés deux énoncés A, B, pour démontrer A ou B, on rédige ainsi :

PCSI, 2024/2025
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« Supposons que A soit faux et démontrons qu’alors B est vraie. »
En effet, dire que Aou B est vrai revient a dire :
e ou bien A est vrai et alors Aou B est aussi vrai;
e ou bien A est faux et pour démontrer que Aou B est vrai, il faut démontrer que B est
Y vrai. %
Ex. 1.4 Soit I un intervalle (non vide) réel et f une fonction continue de I dans R.
Montrer que f s’annule ou ne change pas de signe.

Cor. 1.4
Supposons que f change de signe c’est-a-dire qu’il existe a,b dans I tels que f(a)f(b) < 0.
Alors, f étant continue, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f s’annule.

Donc ou bien f s’annule ou bien elle ne change pas de signe.

I.5. Implication logique

‘ rd . .
Définition 1.6
Etant donnés deux énoncés A, B, le nouvel énoncé « A implique B » signifie que si A est vrai,

alors B l'est aussi. En revanche, st A est faux, A = B reste vraie que B soit vrai ou

faux.

Notation
| « A implique B » est noté A = B

+ Méthode
Pour démontrer que A = B est vrate, on rédige donc ainsi :

« Supposons que A soit vrai. Démontrons alors que B est vrai... »

4 <

i Méthode

De méme, pour démontrer qu’une implication A = B est fausse, on peut rédiger comme
suit :

« Trouvons un contre-exemple ot A est vrai et B faux. » )

-

Propriété 1.7 (propriété de transitivité)

(A= B)et(B=0C))= (A= C)

/Démonstration

Supposons que ((A = B)et (B = ()) et montrons que A = C.

Supposons donc que A est vraie et montrons que C' est vraie.
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Comme A est vraie et que A = B, B est vraie.
Or B = C, donc C est vraie.

I1.6. Conditions nécessaires, conditions suffisantes

L’implication A = B signifie que si A est vrai, alors B 'est aussi.
Autrement dit, lorsque A = B il suffit que A soit vrai pour que B le soit.

De méme, si B est faux, alors A ne peut pas étre vrai : ¢l faut que B soit vrai pour que A le soit.

Définition 1.8
Lorsque A = B on dit que
e A est une condition suffisante a B ;
e B est une condition nécessaire a A.
Démontrer que A est une condition suffisante a B, démontrer que B est une

condition nécessaire a A et démontrer que A = B ont exactement la méme

signification.

Ex. 1.5 Rappel : on dit qu'un entier p divise un entier n et on note p|n lorsqu’il existe un entier
relatif k tel que n = p x k. Sinon, on dit que p ne divise pas n ce que I'on note p f n.

1) n étant un entier, montrer que (6|n) = (2|n).

2) 6|n est-elle une condition nécessaire a ce que n soit pair 7

3) 6|n est-elle une condition suffisante a ce que n soit pair ?

[ Cor. 1.5 A
1) Supposons que (6|n) et montrons que (2|n).
Comme 6|n, par définition, il existe un entier relatif k tel que n =6 x k =2 x (3 x k).
Or 3 X k est entier.
Donc 2|n.

2) Non, la condition n’est pas nécessaire. Voici un contre-exemple : 2|4 mais 6 /4.

3) Oui, la condition est suffisante d’apres le 1).

-

I1.7. Réciproque

Définition 1.9 (Réciproque)

I Etant donnée une implication A = B, on appelle implication réciproque 'énoncé B = A.

Remarque

| Une implication peut étre vraie et sa réciproque fausse!

En fait, tous les cas sont possibles!
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Ex. 1.6

1) Ecrire A = B et B = A en toutes lettres puis donner leurs valeurs de vérité.
A : (il pleut) B : (il y a des nuages)

2) Trouver des énoncés A et B tels que :
e A= Bestvraiet B= A est vrai.
e A= Bestfaux et B = A est vral.
e A= B estfaux et B = A est faux.

/Cor. 1.6 h

1) A= B :sijai le droit de conduire une voiture, alors j’ai plus de 18 ans.

C’est faux si 'on prend en considération la conduite accompagnée.

B = A :sij’ai plus de 18 ans, alors j’ai le droit de conduire une voiture.

C’est faux, il existe des personnes majeures n’ayant pas le permis de conduire.

2) @ On peut prendre par exemple pour A :(le triangle O PQ) est rectangle) et pour B :(dans le tri-
angle OPQ), la somme des carrés de deux cotés est égale au carré du troisieme). On obtient

alors le théoréme de Pythagore et sa réciproque.

ot

e 1 étant un entier donné, on peut prendre pour A : (6|n) et pour B : (2|n) d’apres 'ex. 1.

e 1 étant un entier donné, on peut prendre pour A : (2|n) et pour B : (6|n) d’apres I'ex. 1.5.

- J

1.8. Equivalence

Définition 1.10 (Equivalence)

Lorsqu’une implication A = B et sa réciproque B = A sont toutes les deux vraies, on
dit que A et B sont équivalents. On dit aussi

A équivaut a B ou encore

A si et seulement st B ou enfin

A est une condition nécessaire et suffisante a B.

W Notation
| A équivaut a B est noté A < B

o N
i Méthode
D’une maniere générale, pour montrer une équivalence, on doit donc montrer deux im-

plications! On peut donc rédiger ainsi :

« Supposons que A soit vrai. Démontrons alors que B est vrai... »

K« Réciproquement, supposons que B soit vrai, démontrons que A est vrai... »

%

Ex. 1.7 Démontrer le théoréme de Pythagore, a savoir :
Soient A, B, C trois points du plan.
Le triangle ABC est rectangle en A si, et seulement si, on a I'égalité AB? + AC? = BC?.

9
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Indication : on pourra s’inspirer du dessin suivant.

I1.9. Contraposée

Définition 1.11 (Contraposée)

Etant donnée une implication A = B, on appelle implication contraposée 1'énoncé
(non B) = (non A).

Propriété 1.12 (équivalence d’un énoncé et de sa contraposée)
(A= B) < ((non B) = (non A))
/Démonstration A
Effectuons les deux tables de vérité :
A B | A= DB A B |nonA |nonB | (nonB)= (nonA)
Faux | Faux Vrai Faux | Faux | Vrai Vrai Vrai
Faux | Vrai Vrai Faux | Vrai Vrai Faux Vrai
Vrai | Faux | Faux Vrai | Faux | Faux Vrai Faux
g Vrai | Vrai Vrai Vrai | Vrai | Faux Faux Vrai )

Une implication et sa contraposée sont équivalentes d’apres la propriété précédente. Autrement dit,
il revient au méme de démontrer qu’une tmplication est vraie ou que sa contraposée
l’est.

10
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57 Méthode
Ainsi, pour démontrer qu’'une implication A = B est vrate, on peut rédiger comme suit :
« Démontrons la contraposée. Supposons que B est faux, et montrons alors que

A est faux aussi. »

Ex. 1.8 Quelle est la contraposée de (6|n) = (2|n) ?

Cor. 1.8
(2/n) = (6/n)

Ex. 1.9 Démontrer que le produit de deux entiers est pair si et seulement si I'un ou 'autre des
deux entiers est pair.

/Cor. 1.9 A

Soient a et b deux entiers.

e On souhaite démontrer que (2|ab) = ((2|a) ou (2|b)). Démontrons la contraposée.
Supposons que (2 fa)et (2 fb) et montrons que 2 fab.

Comme 2 fa, a est impair : il existe un entier k tel que a = 2k + 1.

De méme, il existe un entier &' tel que b = 2k’ + 1.

Donc ab = (2k + 1)(2k" + 1) = 4kk" + 2k + 2K + 1 =2(2kK' + kK + k') + 1.

Donc ab est impair donc 2 fab.

e Réciproquement, supposons que (2|a) ou (2|b) et montrons que 2|ab.

Comme (2|a) ou (2]b), 2 divise au moins I'un des deux entiers a et b, par exemple a.

Donc il existe un entier k tel que a = 2k d’out ab = 2kb, donc 2|ab.

-

Ex. 1.10 Etant donnés deuz entiers a et b, démontrer que
ab est impair si et seulement si a et b sont impairs.

[ Cor. 1.10 )
e Supposons que ab est impair et montrons que a et b sont impairs.
C’est la contraposée de ((2|a) ou (2|b)) = (2]|ab) que nous avons démontré a I'exercice 1.9.

e Supposons que a et b sont impairs et montrons que ab est impair.

C’est la contraposée de (2|ab) = ((2|a) ou (2]b)) que nous avons démontré a l'exercice 1.9.

\ J

1.10. Démonstration par I’absurde

Habituellement, pour démontrer un énoncé A, on part d’axiomes ou d’hypotheses que 1’on sait étre
vrais, puis on déduit par des implications que A est lui aussi vrai. Autrement dit, une démonstration
de A est en général du type

Enoncés vrais = --- = A

Or d’apres le paragraphe précédent, on peut démontrer cette implication en démontrant sa contra-

posée, c¢’est-a-dire qu’'une démonstration possible de I’énoncé A est
(non A) = --- = Enoncé faux

11
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T Définition 1.13 (Démonstration par ’absurde

On appelle démonstration par U’absurde de 1'énoncé A une suite d’implications partant

de non A et aboutissant a un énoncé faux.

%& Méthode
Pour démontrer I’énoncé A, on peut rédiger ainsi :

« Supposons que A est fauxr et montrons que c’est absurde. »

Ex. 1.11 Démontrer que 2 est irrationnel (cest-a-dire qu’il ne peut pas s’écrire comme
quotient d’entiers).

(" Cor. 1.11 A

Supposons que V2 s’écrive sous forme d’une fraction, que on suppose de plus irréductible :
V2 = L. p € N,g € N*. En élevant au carré il vient 2 = Z—z & p? = 2¢? (car ¢ # 0) donc p? est
pair, donc p est pair (d’apres l'ex. 1.10). On peut donc écrire p = 2n,n € N et en remplacant
dans I'expression précédente on obtient 4n? = 2¢? & ¢* = 2n?

Donc ¢ est pair lui aussi ce qui est absurde puisqu’on a supposé que § était irréductible.

Donc v/2 ne peut pas s’écrire comme quotient de deux entiers.

\_ /
Propriété 1.14
L’ensemble des nombres premiers est infini.
/Démonstration h
kFaz'te au chapitre 2. )

II. Ensembles et quantificateurs

I1.1. Définitions

Définition 1.15

Un ensemble est une « collection » d’objets mathématiques, sans répétition possible d'un
méme objet.

Ces objets sont appelés éléments de I’ensemble.

Un ensemble est dit fine s’il possede un nombre fini d’éléments, sinon il est dit infinz.
L’ensemble qui n’a aucun élément est appelé ensemble vide.

Un ensemble possédant un unique élément est appelé singleton.

Lorsque tous les éléments d’'un ensemble A appartiennent aussi & un ensemble B, on dit que

A est inclus dans B ou que A est une partie de B.

Si A et B ont exactement les mémes éléments, on dit qu’ils sont égau.

12
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W Notation

L’assertion « x est un élément de l'ensemble E » est notée x € E.

Elle se lit « x appartient a E ».

L’assertion « x n’est pas un élément de I'ensemble E » est notée = ¢ E.

Elle se lit « x n’appartient pas a E ».

L’ensemble vide est noté (.

L’assertion « A est inclus dans B » est notée A C B et 'assertion « A est égal a B » notée
A= B.

Les ensembles et inclusions suivants sont supposés connus :
fcNcZcDhDcQcRcCethcN*CZ cD*cQ*cCRcCC.

Ex. 1.12 Dans les cas suivants, dire si 'ona A C B, BC A, A€ Bou B € A.
A =[-1;5], B =|3;5] A=-2 B=7 A=[-1;5, B="7
A=0C, B=|-1;1] A={-5;3;7}, B=-3 A=D,B=1

I1.2. Prédicats

Définition 1.16

| On appelle prédicat un énoncé qui fait intervenir une ou plusieurs variable(s).

Ex. 1.13 Nous avons déja vu des prédicats dans ce chapitre :
e (6|n) = (2|n) est un prédicat faisant intervenir une variable n qui est un entier;

e AouB < (/_1 et B) est un prédicat faisant intervenir deux variables A et B qui sont des
énoncés.

Remarque

Pour qu’un prédicat ait un sens, il faut toujours préciser ce que représentent
ses variables! C’est ce que 'on fait lorsqu’on écrit :

e Etant donné un entier n, (6n) = (2|n);

e Etant donnés deux énoncés A et B ,AouB & (fl et B).

I1.3. Quantificateurs
Définition 1.17

| Un quantificateur précise les valeurs prises par une variable dans un prédicat.
On utilise deux quantificateurs.

Définition 1.18 (Quel que soit)

Etant donnés un ensemble F et un prédicat A faisant intervenir une variable de F, I’énoncé
Ve e E, A(x)  selit « Quel que soit I’élément = de 'ensemble E, I'assertion A(x) est vraie ».
On peut aussi le lire « Soit x € F (sous-entendu quelconque), I'assertion A(z) est vraie » ou

encore « Etant donné = € E (sous-entendu quelconque), Iassertion A(z) est vraie ».

13
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%@7 Méthode
Pour démontrer une propriété de ce type, on rédige ainsi :

« Soit x € E. Montrons que A(x) est vrai. »

Ex. 1.14
1) Quelle est la signification de Vn € Z,n? € N?

2) Cet énoncé est-il vrai ou faux?

Cor. 1.14

1) Cet énoncé signifie que pour tout entier relatif n, son carré est un entier positif.

2) Soit n € Z. D’une part n? > 0, d’autre part n? est entier. L’énoncé est vrai.

Définition 1.19 (Il existe)

Etant donnés un ensemble E et un prédicat A faisant intervenir une variable de E, I’énoncé
dr € E,A(x)  se lit « Il existe un élément = de I'ensemble E tel que l'assertion A(x) est

vraie ».

+ Méthode
Pour démontrer une propriété de ce type, il suffit de donner un exemple d’un élément de
E vérifiant le prédicat A(zx).

Ex. 1.15
1) Quelle est la signification de 3z € R,z ¢ Q7

2) Cet énoncé est-il vrai ou faux?

Cor. 1.15
1) Cet énoncé signifie qu’il existe au moins un nombre réel qui n’est pas rationnel.

2) L’énoncé est vrai puisque nous avons démontré que V2 ¢ Q.

I1.4. Enchainement de quantificateurs

l Axiome 1.20

Lorsque plusieurs quantificateurs se suivent,
e leur ordre n’a pas d’itmportance st les quantificateurs sont identiques ;

e leur ordre est tmportant si les quantificateurs sont différents.

Ex. 1.16 Ecrire en toutes lettres les énoncés sutvants, puis dire s’ils sont vrais ou
fauzx.

1) Iz eR,Vye R,z <y.

2) Vy e R,Jz € R,z <.

14
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Cor. 1.16

1) Il existe un réel x inférieur ou égal a tout réel : c’est faux.

2) Pour tout réel y, il existe un réel qui est plus petit que y : c’est vrai.

I1.5. Négation des quantificateurs

l Axiome 1.21

Etant donnés un ensemble E et un prédicat A faisant intervenir une variable de F
non (Vz € £, A(z)) < (3r € E,non A(x))

non (dr € £, A(z)) < (Vo € E,non A(x))

Dans le cas ou des quantificateurs sont enchainés, on fait de méme sans changer l’ordre

des quantificateurs.

Ex. 1.17 Ecrire en toutes lettres les énoncés suivants. Dire, si possible, s’ils sont
vrais ou faux.

1) non (Jx € R,Vy € R,z < y)
2) La négation de « Tout homme est mortel ».

3) La négation de « Il existe un homme plus grand que toutes les femmes ».

/Cor. 1.17 A
1) Quel que soit le réel x, il existe un réel qui est inférieur ou égal a x : c’est vrai.
2) 11 existe un homme immortel. Hum... ¢’est faux jusqu’a preuve du contraire!

3) Pour tout homme, il existe une femme plus grande que lui. Hum... suivant la signification

|_que I’on donne au mot « grand », ¢a pourrait bien étre vrai!

%

Remarque

A Taide des quantificateurs, pour deux ensembles E et F', la définition de l'inclusion £ C F
s’écrit :

(ECF)eNMreE xeF)

De méme, la définition de 1’égalité £ = F s’écrit :

(E=F)e[(Vxe E,x € F)et (Vo € F,x € E)]

Cette remarque conduit aux méthodes suivantes :

o N
g\k Méthode
Etant donnés deux ensembles E et F , pour démontrer que £ C F', on rédige ainsi :
K« Soit v € E. Montrons que x € F.» )
a N

" Méthode
Le plus souvent, pour démontrer I’égalité ¥ = F' on démontre que £ C F puis que F C F.
On rédige donc ainsi :
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e « Soit x € E. Montrons que x € F. »
e « Soit x € I'. Montrons que z € E. »

Ex. 1.18 Soit A = {(z;y) € R, 4x —y =1} et B={(t + 1;4t + 3),t € R}.
Montrer que A = B.

I1.6. Opérations sur les ensembles

Définition 1.22

Etant donnés deux ensembles E ,F', on définit les nouveaux ensembles suivants :
e 'intersection de E et de F qui est formée des éléments appartenant a E et a F.

e la réunion de E et de I qui est formée des éléments appartenant a £ ou a F.

la différence de E et de F qui est formée des éléments appartenant a £ mais pas
a F';

st de plus ' C FE, la différence de E et de F est appelée complémentaire de F
dans F.

W Notation

I'intersection de E et F' est notée E'N F et se lit £ inter F;
la réunion de E et F est notée F U F et se lit £ union F';

la différence de E et F' est notée F\F et se lit F privé de F';

le complémentaire de F' dans E est noté Cg ou F lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur

E.

Ex. 1.19 Compléter en utilisant les opérateurs logique et, ou, non.
l)ze ENF&e(xeFE et azel)
2) e EUF &(re€ Eouxzel)
JreE\F<(reFetaog¢lF)e(xeE et non(zelF))

Propriété 1.23

Les opérateurs d’intersection et de réunion vérifient :
eCommutativité : étant donnés deux ensembles A et B
ANB=BNAet AUB=BUA

e Associativité : étant donnés trois ensembles A, B et C
(ANB)NC=ANn(BNC)et (AUB)UC =AU (BUCQC)

( Démonstration R
e Commutativité : soit x € AN B. x appartient a A et a B. Donc x appartient a B et a A.
Doncx € BN A.

L’inclusion réciproque et la propriété similaires concernant la réunion se démontrent de méme.
e Associativité : soit x € (AN B)NC. x appartient ¢ AN B et a C. Donc x appartient a A et
BetaC.

Donc x appartient a A et a BN C donc a AN (BNC).
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LL’inclusion réciproque et la propriété similaires concernant la réunion se démontrent de méme.)

Ex. 1.20 Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble F.
Montrer que

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

et que
AU(BNC)=(AuB)N(AUC)

Comment s’appellent ces propriétés vérifiées par la réunion et l'intersection ?

I1.7. Diagrammes de Venn

On représente graphiquement les ensembles généralement grace a des diagrammes de Venn :

A A B A B A B

(a) Inclusion, appartenance (b) Intersection (¢) Réunion (d) Différence

FI1GURE 1.1 — Diagrammes de Venn

I1.8. Produit cartésien d’ensembles

Définition 1.24

Etant donnés deux ensembles E, F, on définit le produit cartésien de F par F' comme
I'ensemble des couples d’éléments (z;y) otz € F et y € F.

Cette définition se généralise a un nombre fini d’ensembles.

Notation
| Le produit cartésien de E par F est noté E x F et se lit E croix F.

Remarque

La définition précédente se généralise a un nombre fini d’ensembles : pour trois ensembles F,
Fet G, E X F x G est 'ensemble des triplets (z;y;z) otz € E,y€ Fet z€ G. E X E est
noté £?, F x E x E est noté E3. ..

En particulier, dans le plan ou ’espace rapportés a un repere, I’ensemble des coordonnées des

points du plan est noté R? et I’ensemble des coordonnées des points de 1'espace est noté R3.

17



CHAPITRE 1. LOGIQUE, ENSEMBLES, APPLICATIONS PCSI, 2024/2025

I1.9. Modes de définition d’ensembles

a) Définition en extension

Définition 1.25

On dit qu'un ensemble est défini en extension lorsqu’on donne explicitement tous ses élé-

ments.

Notation
| On note alors les éléments entre accolades, séparés par des (points-)virgules : E = {e;;es;. .. }.

b) Définition en compréhension

Définition 1.26

Etant donné un ensemble F et un prédicat A sur une variable de F, l’ensemble des élé-
ments de E pour lesquels le prédicat A est vrai est un sous-ensemble de E noté
F={xe€E A(x)}.

On dit alors que F' est défini en compréhension.

W Notation
Etant donné un réel r et un sous-ensemble K de R on note rK = {z € R, 3k € K,z = rk}.

Par exemple, 3IN est ’ensemble des entiers positifs multiples de 3.
Etant deux entiers relatifs p et g et deux réels a et b, on appelle intervalles et on note :
e [pal={necZyp<n<q}ie pal ={pp+1;.. ;50— 1;q} (sip<q)
o ;b)) ={reR,a<z<b} ]a;b]={reR,a<z<b}, [a;b[={r € R,a <x<b}
Ja;bl={r € R,a <z < b}, |Ja;+oo[={z € R,a < z}, [a; +o0[= {z € R,a < z}, etc. ..
En particulier [p;q] =0 si p > q et [a;0] = 0 si a > b.

Ex. 1.21 Ezxpliciter les ensembles suivants A = {n € N,2|n}, B=2R, C={z € R,z ¢ Q},
D={peN,p>1letVne[2;p—1],n)p}, E=7Z.

(" Cor. 1.21 ™

A = 2NN est ’ensemble des entiers positifs pairs.

B = R puisque pour tout réel z, v = 2% =2 x y avec y € R.

C = R\Q est 'ensemble des irrationnels.

D est I'ensemble des entiers strictement supérieurs a 1, qui ne sont divisibles que par 1 et
eux-meme : c’est 'ensemble des nombres premiers.

E est 'ensemble des réels x s’écrivant © = kmw avec k € Z : c’est par exemple I'ensemble des

solutions de sin(z) = 0.

\ J

c) Définition comme image directe

En anticipant sur la section II1., on peut aussi donner un troisieme mode de définition d’ensembles :
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Définition 1.27

Etant donné deux ensembles E, F et une application f : F — F, ’ensemble des éléments

de F' qui peuvent s’écrire f(r) pour x € E est un sous-ensemble de F' noté

A={f(x),z € E}

On dit alors que A est défini comme image directe.

Notation
| A={f(z),z € E} est aussi noté f(F).

Remarque

Un ensemble défini comme image directe peut aussi étre défini en compréhension puisque

A={f(z),z e E}={ye F,3r € B,y = f(x)}.

Ex. 1.22 Expliciter (sans justification) les ensembles suivants A = exp(R), B = sin(R),
C = cos’(R), D =1In(R%).

Cor. 1.22
A=R,, B=[-1;1],C=[0;1], D =R.

III. Applications et fonctions

I11.1. Définitions et notations

Définition 1.28

On appelle application ou fonction f d'un ensemble F dans un ensemble F' (ou vers F')
une correspondance qui a tout élément de E associe un unique élément de F'.

E est appelé ensemble de départ de la fonction f et F' est appelé ensemble d’arrivée
de la fonction f.

Etant donné z € E, f(z) est appelé l"image de © par f

et x un antécédent de f(x) par f.

f Important !

" Pour définir une fonction il faut donc donner deux ensembles E et F, et un procédé
permettant d’associer a tout élément de F un unique élément de F'. Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, il peut cependant arriver que I’on omette de donner £ ou F'.

On retiendra par ailleurs que 'image d'un élément x € E par f existe et est unique tandis

qu’il est possible qu’un élément y € ' ne possede aucun ou plusieurs antécédents.
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W Notation

Les éléments nécessaires a la définition d’une fonction sont résumés dans les notations
EFE —- F

ou plus simplement f: 2z € F+— f(z) € F.
v = f@)

L’ensemble de toutes les applications d’un ensemble £ donné vers un ensemble F' donné est

noté F(E, F) ou encore F'¥. On note F(E) = E¥ l'ensemble de toutes les applications de E
vers lui-méme.

Définition 1.29

On appelle fonction réelle d'une variable réelle toute application d’une partie I C R vers
une partie J C R.

II1.2. Restriction d’une application

Définition 1.30 (Restriction d’une application)

Soient E et F' deux ensembles, f : £ — F une application et P C F une partie de E. On

lle restriction de f 4 P Papplication f: 1 © - F
a elle restriction ae a a 1cation :
bp PP rePCE — f(x)

W Notation

On note souvent f|p la restriction de f a P C E. Il peut aussi arriver qu’on note par abus f

la restriction de f a P en précisant simplement une fois a quelle partie P on se restreint par
la suite.

II1.3. Composition d’applications

Définition 1.31 (Composée)
Soient E, F', G trois ensembles et f: E — F, g : F — G deux applications.
On appelle composée de g et de f I'application notée g o f et définie par :

of-{E - G
R P O (10))

f Important ! La composition n’est pas commutative
La définition que nous venons de donner de la composée de deux fonctions f : £ — F et

g : F'— G est cohérente puisque dans 'expression de g o f(z) = g( f (SL’)), I'image de x par f
est un élément de [’ qui possede a son tour une image par g :
(e

reF

f@)yeF —— g(f(x) eG
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l , En revanche, f/¢/f n’a a priori aucune signification. J

IT1.4. Injections, surjections, bijections

Définition 1.32 (Injections)

On dit qu’une application f de E dans F' est
une tnjection, ou encore qu’elle est injective,
si tout élément de F' a au plus un antécédent
par f.

Traduction symbolique : [ est injective
eWVr,a' € E, f(z) = f(2') = x=2)

Définition 1.33 (Surjections)

On dit qu'une application f de E dans F' est une
surjection, ou encore qu’elle est surjective, si
tout élément de F' a au moins un antécédent

par f. Traduction symbolique : f est surjective
S(¥y € F,Ar € By = [(x))

Définition 1.34 (Bijections)

On dit qu'une application f de E dans F' est une
bijection, ou encore qu’elle est bijective, si elle
est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si
tout élément de F' a exactement un antécédent

par f.

s N
4 Méthode

e Pour démontrer qu’'une fonction continue d’un intervalle I C R a valeurs dans
un tntervalle J C R est injective, surjective ou bijective, une simple étude de fonction
peut suffire :

* on étudie la monotonie de la fonction : si elle est strictement monotone, alors elle
est injective;
* on étudie ses extremums ou ses limites : si ils correspondent aux bornes de ’ensemble
d’arrivée et que la fonction est continue, alors elle est surjective;
* si la fonction est injective et surjective, alors elle est bijective.
Le tout peut étre résumé dans un tableau de variations.
e Sinon :

* Pour démontrer qu’une application f : E — F' est injective on rédige ainsi :
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« Sotent v et 2’ deux éléments de E tels que f(x) = f(2'). Montrons que
x=a.»

* Pour démontrer quune application f : E — F' est surjective on rédige ainsi :
« Soit y € F'. Montrons qu’il existe v € E tel que y = f(z). »

* Pour démontrer qu’une application f : £ — F' est bijective, on montre qu’elle est

injective et surjective.

N /
Ex. 1.23 Les applications sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
f R—R [R—=R

o ad R PN + 22

h - { [0;9] = [0; 9] autrement dit, h(k) est le reste de la division euclidienne de 7k par 10.

ko (k% 7)%10

[Cor. 1.23 }

Ex. 1.24 Etudier la fonction & : { ko= Rg 9 .
—_— r = =20+

Montrer que k[, 4o €st une bijection de [1;4o0[ sur un intervalle J a préciser.

[Cor. 1.24 }

Proposition 1.35 (Composée d’injections, de surjections, de bijections)

Soit E, F, G trois ensembles et f € F(E, F), g € F(F,G) deux applications.
e Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
e Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
e Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

Les réciproques des implications précédentes sont fausses.

KDémonstration

On démontre les deux premiers points ce qui garantit la validité du troisieme.

e Supposons [ et g sont injectives. Soient x,z" € E tels que go f(z) = go f(a').
Alors g(f(ar)) = g(f(x’)) = f(x) = f(a') car g est injective.
Or f(z) = f(a') = o = 2’ car [ est injective.
Donc g o f est injective.

e Supposons f et g sont surjectives. Soit z € G.
Comme ¢ est surjective, il existe y € F tel que z = g(y). Or f est surjective, donc il
existe € F tel que y = f(x).
Finalement, quel que soit z € G, il existe z € E tel que z = g(f(x)) = go f(z) donc

g o f est surjective.

\_
Ex. 1.25 Soit E, F et G trois ensembles et f € F(E,F), g € F(F,G).

1) Montrer que si g o f est injective alors f est injective.

2) Montrer que si g o f est surjective alors g est surjective.
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3) Montrer que les réciproques des deux implications précédentes sont fausses.

4) Que peut-on conclure si g o f est bijective?

[Cor. 1.25

II1.5. Bijection réciproque

Définition 1.36

F — E qui a tout y € F associe 'unique = € E tel que y = f(x).

W( Notation
| On note f~': F — E la bijection réciproque de f : E — F.

Etant donnée une bijection f : E — F', on appelle bijection réciproque de f 'application

Propriété 1.37 (Propriétés des bijections réciproques)
Sif: E — F est bijective :

1) Vo € B, 1 (f(@)) = 2

2) Yy e F f(f7'(v) = v;

3) on a l'équivalence suivante : Vo € E,Vy € F, (y = f(z) & x = f~!(y)).
Si f:E— Fetg:F— G sont bijectives, alors (go f) ™' = flog™.

( Démonstration

1) Soit z € E et y = f(x) € F son image.

7 H(f(z)) = f' (y) est par définition P'unique antécédent de y par f. C'est donc .
2) Soit y € F et x = f~!(y) € E son unique antécédent par f.

P W) = 1) =y

3) Soit x € E,y € F.

e Supposons que y = f(x). On a alors f~'(y) = f~!(f(z)) = z d’aprés la propriété 1.

-

e Supposons que z = f~1(y). On a alors f(x) = f (f~'(y)) = y d’apres la propriété 2.

Enfin, pour deux bijections f : E — F et g : F — G, la proposition 1.35 garantit que go f est
bijective et Vo € E,Vy € G, d'une part, y = go f(x) &z = (go f)_1 (y), d’autre part,
y=gofl@)ey=9(f(@) e W) =Ff)e W) =rer=["og (.

%

Définition 1.38 (Application identité)

I Etant donné un ensemble E , on appelle application identité de E et on note idg 'appli-
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cation de F dans F qui a tout élément x de F associe x lui-méme :

_ E — E
idg :
r — idg(x)==z

Remarque
La propriété 1.37 s’écrit donc, pour f : E — F bijective :

1) flof=1idg;

2) fofl=idp.
La troisieme propriété - Vo € E,Vy € F,(y = f(z) & = f(y)) - est utile pour obtenir
l’expression de la bijection réciproque d’une application [ bijective : en effet, étant
donnée une application f : E — F bijective, obtenir I’expression de sa bijection réciproque

revient a résoudre l’équation y = f(x) d’inconnue z € E ot y € F est donné.

Ex. 1.26 Compléter
e Pour une bijection f: E — F,ona f~': F — E bijective et (ffl)_lz f:E—F.
e exp: R — R} et In: R} — R sont deux bijections réciproques 'une de I'autre.
e La fonction carré ¢ : * € R — 22 € R, n’est pas bijective mais sa restriction a R, est

bijective et la fonction racine carrée r : & € Ry — /x € R est sa bijection réciproque.
. ~( [0;9] — [0;9] : . N o
e La fonction A : { ks (k x T)%10 de l'exercice 1.23 est une bijection dont la bijection
[0; 9] — [0; 9]
k— (kx3)%10 °
Ex. 1.27 Soit E et F' deux ensembles, f € F(E,F) et g € F(F, E).

1) Montrer que f et g sont deux bijections réciproques I'une de l'autre si et seulement si
gOfZIdE et ngZIdF
2) Que peut-on affirmer si go f =idg?

réciproque est h~! : {

/Cor. 1.27 A

1) Supposons que f et g sont deux bijections réciproques 1'une de 'autre. Alors, par défi-
nition de la réciproque dune bijection, go f =idg et fog=idp.
Réciproquement, si go f =idg et fo g = idp, d’apres I'exercice 1.24, comme idg est
bijective, f est injective et g surjective.
De méme, comme idg est bijective, g est injective et f est surjective.
Donc f et g sont bijectives, et go f =idg et fog=1idp donc g = f~1, f=g¢ "
2) Sigo f =1idg, on peut uniquement affirmer que f est injective et g surjective (puisque
leur composée est bijective).
Pour montrer qu’on ne peut rien conclure de plus, on peut prendre 'exemple E' = {0},
F ={0:1}, £(0) = 0 et g(0) = g(1) =0,
On a bien g o f = idg, f n’est pas surjective donc n’est pas bijective, et g n’est pas
Y injective, donc pas non plus bijective.

)

IT1.6. Graphe, représentations graphiques
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L

-0,4-

-0,6-

-0,8

(a) Fonction g de l'exercice 1.23 (b) Fonction |h| de Pexercice 1.23

FIGURE 1.2 — Représentations graphiques

Définition 1.39
On appelle graphe d’une application f : E — F lensemble {(x; f(x)),z € E, f(x) € F}.
Dans le cas oil ce graphe est une partie de R? ou de R?, on I'appelle aussi représentation
graphique de f (souvent notée Cy) et il s’'interprete comme un ensemble de points du plan

ou de l'espace rapporté a un repere.

Propriété 1.40 (Représentations graphiques d’une bijection et de sa réciproque)

On rapporte le plan a un repere (O; 7, ) orthonormé. Soient [ et J deux partiesde R, f : [ — J
une bijection. Alors la représentation graphique de la bijection réciproque f=! : J — I est

déduite de C; par la symétrie orthogonale autour de la droite d’équation y = x.

~

( Démonstration

Soit (d) la droite d’équation y = x. On considére les points M(z, f(x)) € C; et N(f(x),x)
appartenant a la représentation graphique de la fonction v € J — f~!(u) € I. Alors le vecteur
MN = (f(x) —x) (= 7) est orthogonal a (d) (qui est dirigée par 7+ 7) et le milieu du segment

[M N] est le point I(m —|—2f(37)7 L —|—2f(r)) de (d).

- /

T

Ex. 1.28 (Cor.)  Montrer que la fonction f: 2 € R — f(z) =

€ J est une bijection de R
1+e

sur un intervalle J & préciser. Donner une expression de f~!. Représenter graphiquement f et sa
bijection réciproque.

IV. Equations

IV.1. Définitions
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Définition 1.41

On appelle équation une égalité faisant intervenir une ou plusieurs variables #nconnues.
On appelle tnéquation une inégalité faisant intervenir une ou plusieurs variables inconnues.
Les parties gauche et droite sont appelées membres de 1'équation ou de I'inéquation.

On appelle systéme un ensemble d’équations ou d’inéquations.

L’ensemble des valeurs des inconnues pour lesquelles I'équation, I'inéquation ou le systeme
ont une signification est appelé ensemble ou domaine de définition.

Les valeurs des inconnues pour lesquelles 1’équation, I'inéquation ou le systéeme sont vrais

sont appelées solutions. Trouver ces valeurs, c¢’est résoudre ’équation, 'inéquation ou le

systeme.

i Meéthode
Pour résoudre une équation, une inéquation ou un systeme, il faut toujours commencer

par obtenir leur domaine de définition.

IV.2. Résolution d’une équation

s N
% Meéthode : Pour résoudre une équation

e il faut autant que possible raisonner par équivalences. La propriété 1.37 garantit
qu’on obtient une équation équivalente en appliquant une méme bijection aux deux
membres d'une équation;

e si on utilise des implications, ¢l faut vérifier que les valeurs obtenues sont so-
lution de l’équation de départ ;

e dans le cas d’équations de degré 2 ou plus, factoriser puis utiliser le fait qu’un produit
est nul si et seulement st l'un de ses facteurs est nul. On dispose aussi de la
méthode du discriminant pour les équations polynomiales du second degré ;

e si I’équation dépend d’'un parametre, il est parfois nécessaire de distinguer (le plus tard

possible) différents cas permettant de conclure.

-

Ex. 1.29 (Cor.) Résoudre les équations d'inconnue x € R suivantes
1) V6—a++V3—o=+vVr+5++v4—=3xz 2) m(m+5)r=6x olt m € R est un parametre

IV.3. Résolution d’un systéeme d’équations

/ v \
i Méthode : Pour résoudre un systeme d’équations

e a nouveau autant que possible raisonner par équivalences. Notamment, on
prendra soin de toujours conserver le méme nombre de lignes pour les
systémes, sauf dans le cas ou plusieurs lignes sont identiques.

e utiliser soit la méthode par combinaisons des lignes, soit la méthode de
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substitutions des inconnues (voir exemple).
D’une maniere générale, la méthode par combinaisons des lignes est préférable car plus

efficace.

Remarque

On retiendra par ailleurs qu'un systeme linéaire de n € IN* équations a n inconnues peut
avoir :
e soit un unique n-uplet solution;

e soit aucune solution ;

e soit une infinité de solutions.

Ex. 1.30 Résoudre dans R? le systéme suivant par les méthodes de combinaison et de substitution :

3r —by = -9
Ty = 1
(" Cor. 1.30 )
e Par la méthode de combinaison :
S 54
x—y =1 Lo <+ Lo r—y = 1 r = 1+y=7
e Par la méthode de substitution :

T — by 9 - 3(1+y)— by 9 - 3—2y 9 oY 6
x—y =1 x = 1+vy x = 1+y x =T
KCe systeme possede donc une unique solution (x;y) = (7;6). )
Ex. 1.31 Résoudre dans R? les systémes suivants par la méthode de combinaison des lignes :

20+5 = y+z r+y+z =1
Sy y = 14+3x—2 et So:{ x+2y+32z = 0
r4+2y+2z = 1 r+4y+92z = -1
[ Cor. 1.31 h
2 —y—2 = —H Ly« 14 2 —y—2z = —H
S Brty+z = 1 & Ly Lo Sy dr+y+z =1
x+2y+2z =1 Ly L1+ Lo+ L3 0 = -3
Il n’y a pas de solution au systeme.
rT+y+=z
Se&{ z4+2y+32z = 0
r+4y+92 = -1
r+y+z =1 r+y+z =1 r = 5/2
<14 0+y+2z2 = -1 &4 0+y+2z2 = -1 &4 y = -2
043y +82 = -2 0+0+22z = 1 z = 1/2
Ce systeme possede donc une unique solution (x;y;2) = (5/2; —2;1/2).

\ J

V. Exercices corrigés

Cor. 1.28 : Etudions f +il sagit d'une fonction définie, continue et dérivable sur R comme quo-
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tients de deux fonctions définies, continues et dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule

pas. Calculons sa dérivée :
e’ (14+¢e*) —e® xe* e’
Pour tout = € R, f'(z) = ( ) > = 5 >0
(1+e") (1+e")
Donc f est strictement croissante sur R, donc injective. De plus
x x

lim =0 et lim = lim =1
z——o00 | 4+ % r—+oo | + % z—+oo 7% 4 1

Donc f est une bijection de R sur |0; 1] et sa réciproque est définie de ]0; 1] sur R.

N.B. : les limites en +0o ne sont pas atteintes, donc J =]0; 1| est un intervalle ouvert.

o4 —-3r >0 1< %
On résout donc I’équation sur [—5; %] Les deux membres étant positifs et la fonction carrée étant
bijective de R, sur R, I'équation équivaut a (\/6 —x4+3— :E)2 = (\/x +5+V4— 3:15)2

e 9-20+2V6—2vV3—1=9-20+2Vz +5/4 -3z

& (6—2)3—2)=(zr+5)(4—32)

& 18 -9z + 22 =20 — 11z — 322

& 22 +2x—-1=0
La méthode du discriminant ou l'utilisation de la racine évidente —1 permettent de conclure que

cette équation possede deux solutions {—1; %} - qui appartiennent toutes les deux a I’ensemble de
définition [ —5; 1 ].
2) m(m+5)z = 6x & (m?+5m —6)z = 0.
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Si m? + 5m — 6 # 0, alors il existe une unique solution z = 0.

Si m? + 5m — 6 = 0, c’est-a-dire si m € {—6;1}, alors tout réel x est solution.
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Maths - Chapitre 2
Ensembles finis, calcul littéral

I. Les entiers

I.1. Relation d’ordre totale

Définition 2.1 (Relation d’ordre totale)

L’ensemble Z des entiers relatifs et ’ensemble IN des entiers naturels sont munis d’une relation
d’ordre <, c’est-a-dire d’une relation binaire vérifiant

e Réflexivité : Vx € Z,z < .

e Antisymétrie : V(z,y) € Z*, (x <yety < x) =y = 2.

e Transitivité : V(z,y,2) € Z®, (z <yety<z) =z < 2.

Cette relation d’ordre est totale, c’est-a-dire que pour tout (z,y) € Z* » <y ouy < .

Remarque

e Pour tout couple (z,y) € Z2, z < y équivaut a y > .
e Le fait d’exiger qu'une relation d’ordre soit totale garantit qu’elle est réflexive.
e La relation binaire < n’est pas une relation d’ordre.

I1.2. Bornes et extremums d’une partie

Définition 2.2 (Majorant, minorant)

On dit qu'une partie £ C Z est majorée par M € Z et on dit que M est un majorant
de FE sipour tout x € B, v < M.

On dit qu’une partie £ C Z est minorée par m € Z et on dit que m est un minorant
de E si pour tout x € £/, m < x.

Une partie qui est minorée par m et majorée par M est dite bornée par m et M.

Définition 2.3 (Maximum, minimum, extremums)
On dit qu'une partie E C Z possede un plus grand élément M € 7 aussi appelé maxi-
mum de E si M est un majorant de £ qui appartient a E.
On dit qu'une partie E C Z possede un plus petit élément m € 7 aussi appelé minimum
de E si m est un minorant de E qui appartient a FE.

Proposition 2.4 (Unicité du maximum et du minimum)

Si une partie de Z possede un plus grand élément (ou un plus petit élément), alors il est unique.
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Démonstration

Soit I/ une partie de Z et M; et M, deux maxima de E. Alors par définition, M; < M, car
M est un majorant de E et M; € E. De méme, My < M; car M; est un majorant de F et
M € E. Donc My, = M, par antisymétrie de la relation d’ordre.

W Notation
I On note max F le maximum de F s’il existe et min £ le minimum de E s’il existe.

\l Axiome 2.5 (Propriété fondamentale des entiers)
Toute partie non vide minorée de 7 possede un plus petit élément.

Toute partie non vide majorée de Z possede un plus grand élément.
Comme IN est lui-méme minoré par 0, toute partie non vide de IN possede un plus petit

élément.

I.3. Démonstration par récurrence

a N

i Méthode : Démonstration par récurrence faible

Etant donné ng € Z, pour démontrer qu’'un prédicat P(n) est vrai pour tout entier n > ng, on
peut effectuer une récurrence faible, que l’on présentera toujours ainsi :

e Initialisation : on vérifie que P (ny) est vrai. On peut éventuellement vérifier
que P (ng+ 1), P(ng+ 2) sont aussi vrais pour avoir une idée de la fagon dont on va
effectuer la prochaine étape de la démonstration.

e Hérédité : on suppose que pour un entier n > ng, la propriété P(n) est vraie, en
énoncant clairement cette propriété appelée hypothése de récurrence. On
démontre alors, sous cette hypothese, que P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : on termine par une simple phrase résumant les deux étapes de la démons-
tration :

« La propriété est initialisée au rang n = ny et héréditaire a partir de ce

rang, elle est donc vraie pour tout entier n > ngy. »
Initialisation

—
En résumé, on démontre : P (nyg) = P(ny+1)=---=Pn)=Pn+1)=...

~~

Upg = 1
Ex. 2.1 Soit u la suite définie par :{ WneEN, u., — 9
6 — u,
Calculer (et simplifier) uy, uy et us.
Montrer que la suite u est minorée par 0 et majorée par 3.
Cette suite est-elle monotone ?

A-t-elle une limite ? Si oui, peut-on obtenir cette limite ?

1.4. Division euclidienne
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Propriété 2.6 (Division euclidienne dans IN)

Etant donnés (a,b) € N x IN*, il existe un couple (¢,7) € IN x [0,b — 1] tel que a = bq + 7.

( Démonstration R
On le démontre par récurrence sur a € IN :
e Initialisation : quel que soit b € IN*, 0 = 0 x 0+ 0. En posant g =0 &€ Net r =0 €
[0,b — 1] la propriété est vérifiée pour a = 0.
e Hérédité : supposons que pour a € IN donné, la propriété
P(a) :« Vb e N*,3(q,r) € Nx [0,b— 1] ,a = bg + 7 » est vraie.
Montrons qu’alors P(a + 1) est elle aussi vraie.

Soit b € IN*; d’apres la propriété de récurrence, 3(q,7) € IN x [0,0 — 1] ,a = bg + r.
Donc a+1=bg + (r +1).

* Sir+1€[0,b—1], en posant " =7+ 1, on a
I(q,r") e Nx [0,b—1],a+ 1 =bq+71’

* Sinon, r € [0,b—1] = r+ 1 € [1,0]. Or r +1 ¢ [0,b—1] donc r + 1 €
[1,6]\ [0,b — 1] = {b},i.e. r+1 = b. On en déduit que a+1 = bg+b = b(qg+ 1) +0.
En posant ¢ =g+ 1€ Net =0 € [0,b— 1], on a & nouveau

(¢, r") e Nx [0,b—1],a+1=bq +r'

e Conclusion : la propriété est initialisée au rang a = 0 et héréditaire a partir de ce rang,
Y elle est donc vraie pour tout entier a > 0.

J

Corollaire 2.7 (Division euclidienne dans 7))

Etant donnés (a,b) € ZxIN*, il existe un unique couple (¢,7) € Zx[0,b — 1] tel que a = bg+r.
q est appelé quotient et r est appelé reste de la division euclidienne de a par b.

Définition 2.8 (Multiple, diviseur)

Etant donnés (a,b) € Z x IN*, si le reste de la division euclidienne de a par b est nul, on dit :
e que b divise a ou que b est un diviseur de a;

e que a est un multiple de b.

gf Notation

Si b € IN* divise a € Z, on note bla ou encore a = 0 [b].
Sinon, on note b} a.

Ex. 2.2 Soit x € IN, 0 < 2 < 100.

Montrer que le nombre obtenu en juxtaposant trois fois x est divisible par 37.
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~

/Cor. 2.2

On sépare I’étude en deux cas :

e Si 0 <z < 10, alors I'entier n obtenu en juxtaposant trois fois x s’écrit n = x+ 102+ 100z =
111z. Or 111 = 37 x 3, donc n = 37 X 3z est un multiple de 37.

e Si 10 < x < 100, alors I'entier n obtenu en juxtaposant trois fois x s’écrit

n = x + 100z + 100002z = 10101x. Or 10101 = 37 x 273, donc n = 37 x 273z est un multiple

I.5. Plus grand diviseur commun, plus petit multiple commun

Proposition 2.9 (PGCD,PPCM)

Etant donnés a,b € IN*, les deux entiers suivants sont toujours définis

e on appelle plus grand diviseur commun a a et b le maximum de I’ensemble
D = {n € N*, (n|aetn|b)}
e on appelle plus petit multiple commun a a et b le minimum de 1’ensemble

M = {n € N*, (a|netbn)}

4 Démonstration A
e Sinla, alors il existe k € IN* (car a # 0) tel que a = kn > n. Donc les diviseurs communs
a a et b sont inférieurs a max(a;b). D est donc majoré et non vide car 1 divise tout
entier, il possede un plus grand élément d’apres I'axiome 2.5 : PGCD(a; b) est toujours
défini.
L e De méme, M C IN est non vide car ab € M, donc PPCM(a; b) est toujours défini. )
%7 Notation

| On note PGCD(a;b) le plus grand diviseur commun a a et b et PPCM(a;b) le plus petit

multiple commun a a et b.

I.6. Algorithme d’Euclide

s h
4 Méthode : Algorithme d’Euclide

Etant donnés deux entiers a et b strictement positifs, I'algorithme suivant permet d’obtenir
PGCD(a;b) :
e Initialisation : on pose ug =a et vy = b;
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e Propagation : tant que v, # 0, on pose

Uk+1 Uk
vgr1 = (reste dans la division euclidienne de wuy par vy)

L e Arrét : lorsque vy = 0, la valeur de uy, est PGCD(a;b). )

Ex. 2.3 Calculer (en utilisant I'algorithme d’Euclide) PGCD(a, b), PGCD(a, ¢), PGCD(b, ¢) pour
a =105, b =170 et ¢ = 231.

Cor. 2.3

a=5x21=3x5x7, b=2x5x17, ¢=3xT77=3x7x11. On en déduit :
PGCD(a,b) =5, PGCD(a,c) =21, PGCD(b,c)=1cet

PPCM(a,b) =2 x3x5x7x 17, PPCM(a,c) =3 x5x7x11, PPCM(b,c) = be.

I.7. Nombres premiers

Définition 2.10

| On dit qu’'un entier n > 1 est premier s’il n’est divisible que par 1 et par lui-méme.

Théoréme 2.11 (Théoréme fondamental de I’arithmétique)

Tout nombre entier supérieur ou égal a 2 se décompose de facon unique (& l'ordre pres) en

produit de facteurs premiers.

[Démonstration hors programme }

Ex. 2.4 Donner I’ensemble des nombres premiers inférieurs a 30.

Cor. 2.4
E=1{2;3;5;7,11;13;17;19; 23; 29}.

Ex. 2.5 Décomposer les nombres a = 105, b = 170 et ¢ = 231 en produit de facteurs premiers puis

calculer PGCD(a, b), PGCD(a, ¢), PGCD(b, ¢), PPCM(a, b), PPCM(a, ¢), PPCM(b, ¢).

Cor. 2.5

a=5x21=3x5x7, b=2x5x17, ¢=3xT77=3x7x11. On en déduit :
PGCD(a,b) =5, PGCD(a,c) =21, PGCD(b,c)=1cet

PPCM(a,b) =2 x3x5x7x 17, PPCM(a,c) =3 x5x7x11, PPCM(b,c) = be.

1.8. Ensembles finis, infinis
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Définition 2.12

| On dit qu'un ensemble E est fini §’il existe un entier n € IN et une bijection e : E — [1;n].

Sinon, on dit que E est infini.

Remarque

e Par convention, ) est considéré comme un ensemble fini : on choisit n =0 et e : ) —
[1;n] = 0.
e L’entier n € IN intervenant dans la définition 2.12 s’interprete simplement comme le

nombre d’éléments d'un ensemble fini E et la bijection e : E — [1;n] comme une

numérotation de ses éléments.

Proposition 2.13 (Cardinal d’un ensemble fini)

Si E est un ensemble fini alors 'entier n € IN intervenant dans la définition 2.12 est unique.

On appelle cardinal de E cet entier.

[Démonstration hors programme }

Notation

| Le cardinal d’'un ensemble E fini est noté Card E ou |E| ou encore #E.

I1. Sommes et produits finis

I1.1. Famille finie d’éléments d’un ensemble

Définition 2.14 (Famille finie)

Etant donné un ensemble £ , on appelle famille de n € IN éléments de E toute application
a:[l;n] — E. Sin =0, la famille est dite vide.
a(1), a(2), etc. .. sont appelés éléments de la famille a.

Un méme élément de E peut apparaitre plusieurs fois dans une méme famille.

Notation
| On préfere généralement la notation aq, ag, etc. .. pour les éléments de la famille a.

I1.2. Sommes et produits finis de nombres réels
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W Notation
Etant donnnés un entier n € IN et une famille a de n éléments de R, on note

n 0 sin =0 (somme vide)
-1

YIS SRS ST B

i=1 1€[1;n] 1<i<n ap + Z a; sin>0
i=1

n 1 si n =0 (produit vide)

i=1 i€[1;n] 1<i<n Qp X l_[ a; s1n>

i=1
n

et nl= l_[Z =1x 2 x---xn prononcé factoriel n avec 0! = 1.
i=1

Remarque

De fagon plus simple, on pourrait écrire Z a; =a;+as+---+a, et l_[ a; = a1 X ag X+ XAy,

Cependant, la définition précédente, donnee par récurrence, rnontre qu’'un des outils

principaux pour le calcul des sommes et des produits finis est la démonstration par récurrence.
n

Par ailleurs, les écritures du type Z a; sont valides et la section I1.6. les généralisera plus

i=m

encore.

Propriété 2.15

L’ensemble des nombres premiers est infini.

[Démonstration ]

Propriété 2.16

Etant donnnés n,p € N, A € R et une famille a de n éléments de R,

Z (Aa;) = )\Z a; l_[ (Aa;) = A" l_[ai l_[ (a;)F = (l_[ ai)

=1

La démonstration rigoureuse se fait par récurrence. Plus simplement, la premiere formule consiste
a factoriser le facteur commun A, la seconde a regrouper les n facteurs A en début de produit, la

derniere a utiliser la formule (ab)? = aPb” sur un nombre fini de facteurs.

I1.3. Exemples fondamentaux

Propriété 2.17
Soit n € N. On a

S

n(n+1)

k=14+243+..4+n= 5

k=1
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n(n+1)(2n+ 1)
6

D =1+4+9+ . +n*=

k=1

\

/Démonstration

KPar récurrence. )

Ex. 2.6 Ecrire chacune des sommes suivantes a 1’aide du signe E ... puis donner une expression
k=...

simplifiée de cette somme.

Dans tout ce qui suit, n est un entier naturel.
Ap=nx1l+n—-1)x24+n—-2)x3+...+1xn
B,=24+44+6+..4+(2n)
Co=1+3+5+..+2n+1)

D, =22 +4246%+ ... + (2n)?
E,=12+3+5"+ ...+ (2n+1)?

II.4. Techniques de calcul de sommes et de produits

1 1 1
Ex. 2.7 Montrer que pour tout : € IN*, — = - — - puis simplifier pour n € N,
E— i(i+1) i i+41

/Cor. 2.7 A

, 1 1+1—1 1 ., . P
Pour tout + € IN*, — — - = — = — , chaque expression étant bien définie.
i i+1 0 di+1) i+ 1)

n

1
Pour le calcul de — ,
27

n 1 n . |
;i(i+1):;(?_z+1) Z__ZZ+1—Z—_Z—= — enreconnalssant

une somme télescopique.

si n = 0, la somme est vide et vaut 0. Sinon,

n
1 1
Finalement, les deux cas peuvent étre regroupés et pour tout n € N, Z — =1- :
g ~i(i+1) n+1

Y

%w Méthode : Regroupement de termes, changement d’indice, télescopage
Pour simplifier I’expression d’une somme ou d’un produit fini, on peut utiliser les principes
suivants :

e Regroupement de termes : pour m,n € 7, Z (a; + b;) Z a; + Z b;

i=m

(1 1 1 i 1
Dans 'exemple précédent, on a écrit - — - = - — , .
piep ;(z H—l) ;z ;H—l
n n+k n n
e Changement d’indice : pour m,n, k € Z, Z Qirg = Z a; et Z a; = Z mtn—i
=m i=m+k ] =
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n
1 1 1 1
Dans I'exemple précédent, on a écrit — , == — —— . = = — —.
pep ZE i+1_ 2 3 nt 1 ZQI
n ,L_TL =
e Télescopage : pour m,n € 7., Z a; — Z Giy1 = G — Gpy car les termes s’annulent
i=m =m

deux a deux sauf le premier terme de la premiere somme et le dernier terme de la

seconde somme.

ENRRI7IE
S || -

Dans I'exemple précédent :

141
e Des principes similaires sont applicables aux produits.

- %
- 1

Ex. 2.8 Simplifier pour n € N, T,, = _—

=% 2.2 SIMPIEr p ;2(z+1)(2+2)

(" Cor. 2.8 A
Sin = 0, la somme est vide et vaut 0. Sinon, on essaye d’écrire m comme une différence
afin d’obtenir une somme télescopique.

- 1 1 o i2—i 2
Pour tout i € N*, 72y — ey = wnae) = ey Pone
1< 1 1 | 15 1 1 1
1= (T - ) e T T s T — i
24\i(i+1) i+ 1)(+2) 2&q(i+ 1) 24i(i+1) 4 2(n+1)(n+2)

en reconnaissant une somme télescopique.

- 1 1
Finalement, pour tout n € N, E _— =
i=1

1
G+ 1)GE+2) 4 2+ 1)n+2)

-

II.5. Somme d’une progression arithmétique ou géométrique finie

Proposition 2.18 (Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique)
La somme de n € IN termes consécutifs d'une suite arithmétique réelle vaut :

ptn
Up+1 + Uptn
S, = Up, = n#
k=p+1

Autrement dit, la somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique est égale au produit
du nombre de termes par la moyenne arithmétique du premier et du dernier de

ces termes.

\

/Démonstration

u est une suite arithmétique, donc il existe a,r € C tels que pour tout k& € [p+ 1;p+ n],

u = a + kr. La somme & calculer est donc

Sy = Iff a—l—kr:Zn:a—i—(k—i—p)rzzn:(a—i—pr)—i—rik.
k=p+1 k=1 k=1 k=1
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n

= S k(k+1)— (k= 1k 1
OrZ(a+pr):n(a+pr) et Zk::z (k1) ) :n(n;— )par télescopage.

k=1 k=1 k=1 2
nn+1 a+(p+lr+a+(p+n)r Ups1 + Upgn,
Donc S,, = n(a+pr) +r ( ):n (p+1) (p+n) _ Uttt Upin
\_ 2 2 9

Proposition 2.19 (Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique)
La somme de n € IN termes consécutifs d'une suite géométrique réelle de raison ¢ # 1 vaut :

ptn

1—q"
Sp = Z Uk:Up+11_q
k=p+1

Autrement dit, la somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique de raison g # 1
1—qg"

est égale au produit du premzier terme par

4 Démonstration

u est une suite géométrique de raison ¢ # 1, donc il existe a € C tels que pour tout k €

[p+ 1;p+n], ux = ag®. La somme a calculer est donc

\

Pour x = 0 ou x = y, c’est évident.
Pour x # 0 et x # y, il s’agit d'une conséquence de la proposition précédente appliquée a

la. somme des n premiers termes de la suite géométrique de premier terme 2" ! et de raison

¥ #1:
7%;1 n—1 y”l n
Z n—l—kyk _ -1 (g)k _ Lol I _ " — y"
_ Y _ _
kk:o k=0 L 1 z r—y r—y

p+n n—1
Sy = Z aq® = agP™ Z ¢". En multipliant par (1 —¢), on a :
k=p+1 k=0
n—1 n—1 n—1 n—1 n
1— ko k_ k1 _ b F =1 — ¢" par télescopage.
(1—q) D q q q q q q"p pag
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1 L L
Comme ¢ # 1, c’est-a-dire 1 — ¢ # 0, on obtient donc S, = ag’t'— ¢ _ up+1_—q.
1—gq 1-—
o %
Corollaire 2.20
n—1
Quels que soient n € N, z,y € R, 2" — y" = (x — y) 1Ry
k=0
(" Démonstration )
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Remarque
—1

Pour n = 0, le corollaire précédent s’écrit 2°—y° = 1—1 = 0 d’une part, (z—y) Z T
k=0

d’autre part, car la somme est vide.

n

Ex. 2.9 Soient n € IN et x € R. Simplifier f,(z) = Zixi_l.

i=1

/Cor. 2.9 A

. 1 — 2"
Notons F,(z) = Zx’. Pour tout z # 1, F,(z) =« ’

— X

. Or F,, est définie et dérivable sur

i=1
R et f, = F}. Donc pour tout x # 1

1 —nz"(1—z)-(1—-2")x(-1) (A—-2")(1—-z+z)—na"(1—x)
Jalw) = l—x . (1 —x)? B (1—x)? '
nz" ! — (n z"
Done Va € R\{1}, f.(x) = (1(_1;) 1
Enfin, f,(1) = Zz = M
\_ = /

Ex. 2.10 Pour quelle(s) valeur(s) de n € IN le nombre 4™ — 1 est-il premier ?

[ Cor. 2.10 h
Sin=0,4"—-1=1—1=0 n'est pas premier.

Sin=1,4' —1 = 3 est premier.
n—1 n—1

Sin>24"—1=(4- 1)24’? Or n > 2, donc Z4k >1+4>1donc 4" — 1 est divisible
k=0 k=0

par 3 et distinct de 3 : il n’est pas premier.

En résumé, pour n € IN, 4" — 1 est premier si et seulement si n = 1.

\ J

I1.6. Généralisations des sommes finies

Définition 2.21 (Famille finie (bis))

Etant donnés un ensemble F et un ensemble [ fini, on appelle famille d’éléments de E
indexée par I toute application a : [ — FE.
Si I = (), la famille est dite vide.

W( Notation
Un cas fréquent de généralisation de la notion de famille finie est celui ou I = [1;n] x [1;p]
avec n,p € IN. Les éléments de la famille a : [1;n] x [1;p] — E sont alors le plus souvent

notés a; ; pour i € [1;n] et 5 € [1;p].
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Ex. 2.11 Le tableau ci-dessous présente les valeurs des termes de la famille (a; ;)1<i<n.
- 1<5<

ISP

J=.. ,

i 1 2 3 P
1 1 2 3 p
2 3 4 ) p+2
3 > 6 7 p+4
n 2n—1|2n | 2n+1 | ... | p+2n—2

Que vaut as5?
Donner (sans justifications) une formule donnant a; ; en fonction des valeurs de i et de j.

Définition 2.22 (Somme double)

Etant donnés deux entiers n, p € IN et une famille a de nombres réels indexée par I = [1;n] x [1; p],

on appelle somme double des éléments de a la somme

n P P n
E: aij = E:%:E: E:%‘ :E: E:am
(i,)€l 1<i<n i=1 \j=1 j=1 \i=1
1<g<p

Remarque

n p p n
En principe, dans la définition précédente, il faudrait démontrer que Z (Z ai,j) = Z (Z a, j),

i=1 \j=1 =1 \i=1

c’est-a~dire que 'ordre dans lequel on effectue les sommes finies n’a pas d’incidence sur le

résultat.

/ < \
% Méthode : Somme double

Pour le calcul d’'une somme double S = Z a; j, il est souvent plus facile

1<i<n
1<j<p

p n
e de commencer par calculer T; = E a; ; puis de calculer S = E T;
Jj=1 i=1

n p
e ou de commencer par calculer U; = Z a; ; puis de calculer S = Z U;.

Y i=1 j=1 )

Ex. 2.12 Simplifier pour n,p € IN la somme S = Z 1— .
1<i<n
I<j<p

Cor. 2.12
p P
- . plp+1)
na ; 1— 7] =pi ]Zl:j i 5
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LDaOﬁ S:Zm_gp@;‘ 1) :pii_ np(p2+ 1) _ pn(n+1) ;pn(p+1) _ np(nQ—p). J

i=1

Ex. 2.13 (Cor.)  Simplifier pour n,p € N la somme S = Z (i —j)%

1<i<n
1<j<p

Proposition 2.23 (Produit de deux sommes finies)

Etant donnés une famille a de n € IN nombres réels et une famille b de p € IN nombres réels,

on a )
i=1 j=1 1<1<n
1<5<p
4 Démonstration N

Notons A = Z a; et B = Zb Alors

S = (Zn: ai) (Z ) Azp: by = > (Aby) = Zp: (bjzn:ai) - jzplj (iaibj).

=1 7j=1 7=1 7=1 7j=1 =1

i=1 i=1

n n p
La démonstration similaire obtenue en développant le produit B Z a; conduit a S = Z (Z aibj).
j=1

Dans les deux cas, on a bien S = Z (a;b;).

1<i<n
1<g<p

\_
Ex. 2.14 Simplifier pour n,p € IN la somme S = Z 7.

1<i<n

%

1<i<p
Cor. 2.14
y - n(n+1p(p+1)
S:Zw:( z)(Zg) 1 )
1<i<n i=1 7j=1
1<y<p

Définition 2.24 (Sommes triangulaires)

Etant donnés un entier n € IN et une famille @ de nombres réels indexée par I = [1; n]]Q, on

appelle somme triangulaire des éléments de a les sommes du type

Z a;; = Z (Z a”) Zn: (Z ai,j) (triangulaire large)

1<i<j<n =1 \i=1
n—1 n 7—1

E a;; = E E a; E a; (triangulaire stricte)
1<i<yi<n =1 \\gj=i+1 7j=2 \1=1

42



CHAPITRE 2. ENSEMBLES FINIS, CALCUL LITTERAL PCSI, 2024/2025

s N
i Meéthode : Sommes triangulaires
Pour le calcul d’'une somme triangulaire, on peut utiliser la méme méthode que pour le calcul
des sommes doubles.
Par ailleurs, il existe un lien entre les sommes triangulaires et les sommes doubles explicité
ci-dessous :
j
ay a2 a1,n—1 a1n Z aivj = Z aizj + Z aivi + Z aizj
1<i<n 1<i<j<n 1<i<n 1<j<i<n
_ 1<j<n
a 5 Ce lien peut permettre de calculer
: e des sommes doubles a 'aide de sommes triangulaires,
T N ou réciproquement
Gmi Gzt Gamd Gmn e des sommes triangulaires a ’aide de sommes doubles.
\_ %
Ex. 2.15 Simplifier pour n € IN la somme S = Z li — 7.
1<i<n
1<j<n
(" Cor. 2.15 R
S:Z j—z+Zz—z+Z z—j—ZZ (j —1).
I<i<j<n 1<ig<n 1<j<isn 1<i<j<n
-1
o G-1; _ G-1)J
O lcule T; = —1) = -1)— = .
n calcule 7} ;(‘7 i)=74(—1) 5 5
—~ (-1 <., . nn+D)2n+1)=3n(n+1) (n—1n(n+1)
On adonc S =2 = -] = = :
\_ %
Ex. 2.16 (Cor.)  Simplifier pour n € IN la somme S = Z (i — )%
1<i<j<n

IT1. Coefficients binomiaux et formule du binome

III.1. Coefficients binomiaux
Définition 2.25
On appelle coefficients binomiaux les nombres définis par

n! ~nn—=1)...(n—p+1)
pl(n —p) IX2X---xXp

VnE]N,VpE[[O,n]],(n)—
p

n . .
( ) se lit « p parmi n ».
p
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Propriété 2.26

VnE]N,VpG[[O,n]],(Z):(nip)et(g):(Z)zl.

( Démonstration A
| |
Par définition, (L [ et " = n — "
p pl(n —p)! n-—p (n—p)(n— (n—p)) P
|
Par ailleurs, en prenant p = 0, on obtient (A [ R
0 n n'O'
\_ /
—1 -1 —2
Ex. 2.17 Pour tout n € N, N g n, " :M, " :n(n Jn—2)
— 1 1 2 2 3 6
. n+1Y) nm+1) n+2Y\ nn+1)(n+2) 7 8
De méme, ( 9 ) == ( 3 ) = 5 , etc.Que valent (2 ), (6 ),
10 7 7x6 8 8 87 10 10 x9x8
? pu— p— p— pu— pum— == —-—-——
(7)(2)-=2(5)-(2)-F == (7)-"F—-m
Propriété 2.27 (Formule de Pascal ')
1
Vn € N*,Vp € [0;n — 1], n Y B n
p+1 p p+1
( Démonstration h
Vn € N*,Vp € [0;n — 1],
noy L n B n! N n! ~nl(p+1)+nl(n—p)
p p+1 plin=p)! = (p+1in—p—1)! (p+1)l(n —p)!
B nln+1) [ n+1 '
e+ Dn-pt \ p+1
\_ /

(o
%& Méthode : Triangle de Pascal

Les propriétés des coefficients binomiaux permettent de les calculer en remplissant le triangle
ci-dessous appelé triangle de Pascal. Cette méthode est beaucoup plus efficace que le

recours aux factoriels.

1. Blaise Pascal(1623;1662), mathématicien, physicien et philosophe frangais, il a notamment contribué & fonder

la théorie des probabilités et la théorie statique des gaz.
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Plol1il2]3]4|5]6]7
n

0 1 AR I A R A N
1 I I O R U B R A
2 1 I U R U A
3 1 I IS B A NS
4 1 LHdjdd
5 1 1414
6 1 1]y
7 1 1|

\_ J

I11.2. Formule du binéme de Newton 2

Théoréme 2.28 (Formule du binéme de Newton)

Vn € N,V(z,y) € R? (z +y)" = Z( " )xkyn_k

o\ F
(" Démonstration )
Par récurrence sur n € IN :
e 1 . : 0
e Initialisation : pour n = 0, quels que soient z,y € C, (z +y)’ =1 = ( 0 )xoyo =
k=0
e Hér édzte : supposons que pour n € N, quels que soient z,y € C, (v + y)" =
—~( n
( ):L’ky” k. Alors
o\ F
(z+y)" " =(z4+y)(z+y)" = (z+v) ( Fyn=k d’apres hypothese de récur-
k=0
rence. Donc
n
T+ n+l .’I‘k+1 n— k+ k+1 n+1 k
(v +9) 2\ 3

k=0
f( n )k k+1 n( )k +1-k
_ yn + yn
k=1 k=1 k=0 k
_ n n+1,0 n 0, nt+1 n n k. n—k+1
-~ + + +
Lo (8 )z (W )+ ()

n+1

_ Z n+1 gtk
. kzo . k . . . . . . .

e Conclusion : la propriété est initialisée au rang n = 0 et héréditaire a partir de ce

rang, elle est donc vraie pour tout n € IN.

N /

2. Newton(1643;1727), mathématicien et physicien anglais ayant fondé la mécanique des solides, la théorie de

la gravitation et le calcul différentiel (en méme temps et indépendamment de Leibniz).
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Corollaire 2.29

VnE]N,Z(n):T.
pr AN

4 Démonstration

11 suffit de développer 2" = (1 + 1)"

-

-2(1)

%

Ex. 2.18 Développer les expressions suivantes en utilisant la formule du binoéme et le triangle de

Pascal :

(a+b)® =a® + 3a*b + 3ab* + V? (a —b)?
(a+b)* =a* + 4a3b + 6a*b* + 4ab® + v*  (a —b)*
(x+1)* =2 +32® + 3z +1 (z—2)*

Ex. 2.19 Simplifier pour n € IN la somme S = Z

0<i<n

=a3 — 3a%b + 3ab® — b®
=a* — 4a3b + 6a%b?
=x* — 823 + 2422 — 32z + 16

2 (1)

— 4ab® + b*

Cor. 2.19
On écrit S = Z 2i1"i( " ) =2+1)"=3"
0<i<n L
) . n n
Ex. 2.20 Simplifier pour n € IN la somme S = Z ( ; ) — Z ( ; )
0<i<n 0<i<n
i pair ¢ impair
L. - n - n
En déduire T = Z ( ; )etU— Z (z )
0<i<n 0<i<n
i pair ¢ impair
(" Cor. 2.20 R
On écrit S = Z (—l)i( n ) =(-1+1)"=0.
0<i<n t
OrS=T-U=0etT+U= Y. (T_‘)zgn.
0<isn !
KDODC T=U=2""1 )
IV. Exercices corrigés
p p
1 1)(2 1
Cor.2.13:OnaTZ~:Z(i— Z 1 —22j+j pi2—2ip(p; )+p(p+ )6(p+ ).D’oﬁ:

j=1 7j=1
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5==§KWLWW+U+p@+%%+U)

n(n+1)(2n+1) n(n+1) +np(p+1)(2p+1)

=p ; —p(p+1) 6
24+ 2n+n+1—-3pn—3p—3n—-3+2p> +2p+p+1
= pn
b 6
~ np(2n® +2p° — 1 — 3np)
B 6

2

n?(n® - 1)
C . 2.16 : O I = — )2 - @
or nasS Z (1—17) 5
1<i<n
1<j<sn

d’apres I'exercice 2.13.

1<i<j<n 1<i<n 1gj<isn

47
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Maths - Chapitre 3
Nombres complexes

I. Définitions

|‘i Axiome 3.1

| 11 existe un nombre i ayant la propriété i2 = —1.

Remarque

| i ¢ R puisque le carré de tout nombre réel est positif.

‘ rd . .

Définition 3.2

On appelle nombre imaginaire le produit de ¢ par un nombre réel et nombre complexe
la somme d’un nombre réel et d'un nombre imaginaire.

Autrement dit, un nombre complexe z peut toujours s’écrire sous la forme

z=a-+1b, ontaeR,beR

Cette écriture est appelée forme algébrique du nombre complexe.

Notation

On note iR I'ensemble iR = {ib,b € R} des nombres imaginaires.

On note C l'ensemble C = {a + ib,a € R,b € R} des nombres complexes.

Pour tout a,b € R, on note a = a + 0i (réel pur), ib = 0+ ib (imaginaire pur) et 0 = 0 + 0i.
On peut donc écrire R C C, iR C C et RNiR ={0}.

ﬁ Axiome 3.3

L’addition et la multiplication des nombres complexes vérifient les mémes propriétés que

I’addition et la multiplication des nombres réels, a ceci pres que
= ..

En particulier, les techniques de calcul des sommes finies du chapitre 2 restent valables pour

des familles de nombres complexes, tout comme les identités remarquables.

Ex. 3.1 Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique (a et b sont des nombres réels,
n un entier naturel) :

A= B =1 C =1 D ="
E=(+2)x I o aiib)a—ib) G=(1—) :gf;i

Ex. 3.2 Simplifier les expressions suivantes (a et b sont des nombres réels) :

A= (1+1)? B = (1+1)* C=(2+1)3 -1 D= (1414 (1—1)?
E=01+44)1-i) F=(3-4i)(3+4) G:ﬁx(aﬂb) H:(1+i\/§)6
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Définition 3.4
Etant donné un nombre complexe z = a +1b,a € R,b € R on appelle

e conjugué de z le nombre complexe Z = a — 1b;

e module de z le nombre réel |z| = Va? +0? = /2Z;

. p , zZ+z
e partie réelle de z le nombre réel Re(z) = a = B
Z—Z
e partie imaginaire de z le nombre réel Zm (z) = b = 5
i
Propriété 3.5
Quels que soient 2,2’ € C on a :
1) 242 =z+2 8) z=0&12|=0
2) —z=-2 9) 2z = |2|?
_ - 1 7
3) z2x2=zx2 10)S1z7£0,——i
4) SlZ/#O(i):z ¥ |Z|2
SEAO)=3 11) Jz| = |o| = | ~ 4
5) Z=z 12) |z x 2| = |2| x ||
— z z
6) zcRe2=2 13) Si 2 £0, |2 !
7 zeiR& z2=-2 z |2/
o N
i Méthode : Parties réelles et imaginaires
Pour obtenir la partie réelle ou la partie imaginaire d’'un nombre complexe, les formules
z 4+ z zZ—Z 5 , ~
Re(z) = 5 et Im (z) = > peuvent s’avérer extrémement efficaces.
0 _
z2—Z
Pour montrer qu'un nombre complexe z est réel, on montre que Zm (z) = 5 = 0 c’est-a-
0
dire que z = z. 4z
z+Zz
Pour montrer qu'un nombre complexe z est imaginaire, on montre que Re (z) = 5 = 0
c’est-a~dire que z = —z.
N d J
Ex. 3.3 On considere deux nombres complexes z; et z; de module 1 tels que 2125 # —1. Montrer
21+ 2
que Z = 217
1 + 2129
/Cor. 3.3 R
ZeR & Z=17
o Z1 + 22 _ 21 +727%
1+ 21292 1+ Z1%2
< 21+ 29+ |21’222 + ’22’221 =Z1+ 22+ |21’222 + ’22’221
< 0=0
kDonc Z e R. )
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Théoréme 3.6 (Premiére inégalité triangulaire)

V(z;2') € C2, |z + 2| < 2| + ||, avec égalité si et seulement si zz' € R, .

Théoréme 3.7 (Seconde inégalité triangulaire)

V(2 2') € € ||2| = ||| < |z = 2|

Définition 3.8

| On appelle affize du point M (a;b) ou du vecteur ii(a;b) le nombre complexe z = a + ib.

gf Notation

Etant donnés 2o € C et r € R, on note :

D(zp,7) = {2z € C, |z — 29| <1} le disque ouvert de centre z, et de rayon r ;
D(z,7) = {z € C, |z — 2| <7} le disque fermé de centre z, et de rayon r ;
C(zo,7) ={2 € C,|z — 2| =} le cercle de centre z, et de rayon r.

Notamment, |z — 29|? = 72 est une équation cartésienne du cercle de centre C(z,) et

de rayon r.

Ex. 3.4 Donner une équation cartésienne du cercle de centre A(3; —1) et de rayon 3.

/COI'.3.4 N
Kyz—3+¢|2=9<:>(q;—3)2+(y+1)2:9@9:2—eswrgﬂJrzerl:o.

Propriété 3.9 (R-linéarité des parties réelle et imaginaire)
Les fonctions Re : C — R et Zm : C — R sont R-linéaires c’est-a-dire

Re (Az1 + pnz2) = ARe(z1) + puRe(z2)

V(A 1) € R%,¥(21, 2) € €2,
(1) € B2, ¥(ar, 22 {zmuzﬁuz» = AT (1) + uTm ()

« FEssentiellement, les calculs avec les nombres complexes suivent les mémes regles
que ceux avec les nombres réels ».
e 0 € C: il existe un élément neutre pour l’addition vérifiant V2 € C,2+0=0+2 =z
e Vze(C,32 € C,z+ 2 =0 : tout complexe possede un symétrique pour 1’addition
2" est noté —z et appelé opposé de z
o V(z,2/) € C? 2+ 2/ = 2/ + z : Paddition complexe est commutative
o V(z,2,2") € C],(z+2)+ 2 =24 (F+2") = 2+ 2 + 2’ : Paddition complexe est
associative

e 1 € C : il existe un élément neutre pour la multiplication vérifiant Vz € C,z x 1 =

Ixz=z2
o Vz € C*, 32 € C*, 2z x 2/ =1 : tout complexe non nul possede un symétrique pour la
multiplication
2 est noté 27! = — et appelé inverse de z
z

o V(z,2/) € C? 2 x 2/ = 2/ X z : la multiplication complexe est commutative
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o V(z,2,2") € O3, (2 x 2') x 2" = 2 x (¢ x2") = 2/ : la multiplication complexe est
assoctative

o V(2,2,2") € C3,(2+2) x 2" = 2x 2" +2' x 2" : la multiplication complexe est distributive
sur l'addition complexe

Définition 3.10 (Structure de corps)

Pour résumer I'ensemble de ces propriétés, on dit que (C,+, x) est un corps : cela signifie
tres exactement que l’ensemble des nombres complexes posséde une addition et une

multiplication internes qui vérifient les propriétés que nous venons de donner.

II. Nombres complexes de module 1

Notation

On note U I’ensemble des nombres complexes de module 1, autrement dit
U={z€C,|z| =1}

U a notamment pour éléments 1, i, —1 et —i.

Propriété 3.11

L’ensemble U des nombres complexes de module 1 vérifie les propriétés :
e le produit de deux éléments de U est un élément de U ;
e il existe dans U un élément neutre pour la multiplication (c’est 1);
e tout élément de U possede un inverse dans U ;

e la multiplication est commutative et associative.

Définition 3.12

| On résume les propriétés précédentes en disant que (U, x) est un groupe commutatif .

Proposition 3.13

Tout nombre complexe non nul s’écrit de fagcon unique comme produit d’un réel strictement
positif et d'un nombre complexe de module 1 :

Vz e C*,3(r,u) e R x U,z = ru.

Ex. 3.5 Ecrire les nombres complexes suivantes sous la forme ru our € Ry et u e U :
A=34+3% B=-3-% (C=-3+4 D=12-X

Proposition 3.14 (Existence des arguments)

Pour tout élément u de U, il existe une infinité de valeurs 6 € R telles que ©v = cos + ¢ sin 6.

De plus, deux quelconques de ces valeurs different d’un multiple entier de 27.
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‘ rd . .
Définition 3.15 (Arguments d’un nombre complexe non nul)
Les deux propositions précédentes nous permettent d’affirmer que

Vze C,dlpe Ry, 30 € R,z = p(cos(f) + isin(6)).

Cette écriture est appelée forme trigonométrique de z dans laquelle p est le module de z

et 0 est un argument de z.

Définition 3.16 (Argument principal)

Pour un nombre complexe non nul, la proposition 3.14 affirme 'existence d’une infinité d’ar-

guments, différant entre eux d’un multiple entier de 2.
On dit que 'argument est défini a 27 preés ou encore modulo 27.

On appelle argument principal 'unique argument compris dans l'intervalle | — 7; 7].

W Notation

On note arg(z) tout argument d’un nombre complexe non nul et Arg(z) 'argument principal

de z. Pour signifier que arg(z) est défini a 27 pres, on écrira

arg(z) = Arg(z) [27] qui se lit « tout argument de z est congru & son argument principal

modulo 27 » ce qui équivaut a Ik € Z,arg(z) = Arg(z) + 2km.

th Notation

V0 € R, on note € le nombre complexe e = cos(f) + isin(f) € U.

Yz = a + ib € C, on note e* le nombre complexe e = e% € C*.

Propriété 3.17 (Propriétés de ’exponentielle complexe)

V(0;0") € R?, V(z;2') € C*:

° eie X ei@’ = ei(é)—i—é)’) ® % X 6z’ — 6z+z’
_io 1 .

0 =€ e — —=¢

Cio 2
° e‘ — ¢i(0-0") o C R

67“0/ e?

=1 & IkecZ,0=2%n . =1 & dkeZ,z=2kr
[ J

& 0=0/[27] & z=0[2in]

o ¥ =¢ o 0 =0[21] o & =¢" &z =2 [2in]

f Important !

Iz Il n’existe pas de logarithme complexe!

Corollaire 3.18

V21,29 € C*, arg (z122) = arg (z1) + arg (22) [27] et arg(z—;) = arg (z1) — arg (22) [27]
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4 N

%@7 Méthode : Obtention de la forme trigonométrique d’un complexe non nul
La démonstration de la proposition 3.14 fournit une méthode pour I'obtention de la forme
trigonométrique d’un nombre complexe z non nul :

1) on commence par calculer r = |z| puis on écrit z sous la forme z = ru ou u est de

module 1;

2) on cherche ensuite ¢ € [0; 7] tel que Re (u) = cos(¢); on verra au chapitre 6 comment
obtenir cette valeur dans le cas général.
3) enfin, si Zm (u) > 0 alors 6 = Arg(z) = ¢,
sinon Zm (u) < 0 et 0 = Arg(z) = —¢.
On en conclut que z = |z]e.

Il est fréquent que 'on utilise en physique une méthode similaire faisant intervenir la fonction

KArctan et le signe de Re (z) (voir chapitre 6).

/
Ex. 3.6 Donner la forme trigonométrique des nombres complexes suivants :
A=3+3i B=-3-3i C=-3+V3i D=1-3i
6 2 — V2

Ex. 3.7 On pose z = \/_1_\/_ +i\/_ 1 \/_
Calculer 22 et en déduire la valeur de © = Arg(z).

Cor. 3.7

2 V6 + V2 \f—\/§2+.6—2 2\/§><2\/6+-1 (Tr)_|_"(71’)
Z=—] — i = i—=cos(Z)+isin(Z
4 4 8 16 2 6 6

Donc Arg (2°) = Z et |[z| = 1. Or Re(z) > 0 et Zm (z) > 0 donc © = 17T—2 et z = 'z,

Ex. 3.8 Résoudre I’équation d’inconnue z € C
(B) : z=2°

(" Cor. 3.8 A

(E) & z = 23, Si 2 est solution de (F) alors z est solution de (E') : |z]* = |z|® (qui n’est

pas équivalente a (F)).

On en déduit que les solutions de 'équation vérifient |z|(|2|> — 1) = 0 donc que |z| € {0;1}.

e |z| =0 < z=0. On vérifie que 0 est bien une solution de (£).
e Si|z| =1, alors il existe § € R tel que z = €. (E) se rééerit ¢’ = & 0 =0 [g]
L’ensemble des solutions de I’équation est donc {0;1;4; —1; —i}. )

ITI. Utilisations en trigonométrie

Proposition 3.19 (Formules d’Euler)
Vo € R,

23
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et 4 =i . '
cosf = — qui s’écrit aussi € 4+ e = 2cos 6
ol _ =it . '
sinf = — qui s’écrit aussi e’ — e = 2isiné
i

Proposition 3.20 (Formule de Moivre)

Vo € R et Vn € Z,
(cos® +isin®)" = cos(nf) + isin(nf) qui s'écrit aussi ()" = e’

1— V3
Ex. 3.9 Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de A = ( \/_Z)

-1+
(" Cor. 3.9 A
21_\/51' 50 —im N 90
A=|—2 | =25
\/5—\@;\/51' o
dm + 97 —25im —im
—50i ————— —_ —
Donc A = 2%¢ 12 =2%e¢ 6 =2%¢ 6
Finalement Re (A) = 224/3 et Tm (A) = —2%4,
- /
>>> ((1-(3%x0.5)*1j)/(~1+13))*x50
(29058990.52155743-16777215.9999999033)
s N

4 Méthode : Somme de deux complexes de méme module

Pour écrire sous forme trigonométrique la somme de deux complexes de méme module, on
« factorise par l’angle mozitié » :

' 046’ 9—0’ . —0+0’ ’ 940
V0,0 € R, e? + e = 2 (e’2 2 )_2COS(99)6 3z .

Il s’agit de la forme trigonométrique si cos (9 o ) > (0. Sinon, on obtient la forme trigonomé-

trique en écrivant cos (9 29 ) — COS (9 29 ) e'™ avec — cos (9 29 ) > 0.

%

Ex. 3.10 Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes z = 1 + ¢ et Z =1 — ¢ on
6 €] — m; 7).

[ Cor. 3.10 h
z (g) z. Or g € ]—%,%] donc cos(4) > 0. On en déduit que [2| = 2cos(%) et
7
Arg(z) = 5%
De méme, 7 = —2i sin(g)ei% = 2sin (%) 7", On envisage donc deux cas :
o si 0 € [0;7], alors § € [0;2] donc sin (%) > 0. On en déduit que |Z| = 2sin (%) et
Arg(Z) = ——
e sinon £ € ] z, OI: donc sin (£) < 0. On en déduit que |Z| = —2sin (%) et Arg(Z) =
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0+m

N 2 Y,

/ <
4 Méthode : Développement de cos(nz) et sin(nz) en polyndomes trigonométriques

Pour obtenir pour tout entier n et tout réel x les expressions de cos(nz) et sin(nx) en fonction

Kde cos z et sinx on utilise la formule 3.20 de Moivre et la formule du binéome de Newton. )

Ex. 3.11 Ecrire pour z réel cos(3z), sin(3z), cos(4x) et sin(4z) en fonction de cos(z) et sin(z).

[ Cor. 3.1 )
cos(3z) 4+ isin(3x) =

X;\'Q*’/ Méthode : Linéarisation des polynomes trigonométriques

Réciproquement, pour transformer, pour x € R, des produits de cosz et sinz en sommes de
cosinus et de sinus d'un multiple entier de z, on utilise les formules 3.19 d’Euler et la formule

du binome de Newton.

Ex. 3.12 Linéariser cos?(x), cos(z)sin(z), sin®(z), cos®(x), sin®(z), cos(a) cos(b), sin(a)sin(b) et
cos(a) sin(b).

( Cor. 3.12 W
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%ﬁ% Méthode : Factorisation de certaines sommes trigonométriques

Une expression faisant intervenir une somme de fonctions trigonométriques peut parfois étre
simplifiée en écrivant cos z et sin 2 comme parties réelle et imaginaire de e® puis en factorisant

I’expression obtenue.

n

Ex. 3.13 Simplifier pour n € N,z € R, A, = Z( Z )sin(kx)

k=0
et B, = Zcos(kw).
k=0
[ Cor. 3.13 R
3
143 cos(x)+3 cos(2x)+cos(3x) = Re (Z ( 2 ) (eix)’f) _ pe ((1 n eix)3) — 8cos (22) cos® (2)
De méme \ =
B =TRe Z (e”‘”)k). Donc pour z ¢ 277,
k=0
_ iz _ 2z (2 ,—12x -
B:Re(l e’ ):Re e’m(e.z e’m) :cos(%x)w.
1 —e® —e's (e'2 — 6_15) sin (%)
Enfin, pour z € 27Z, B = 4.

-

Ex. 3.14 Factoriser pour p,q € R, A = cos(p) + cos(q) et B = sin(p) — sin(q).
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Cor. 3.14

-p+q

o) (8 (658 ) oo (5)
De méme
B=Im(e? —¢e") = ...

27



Maths - Chapitre 4
Techniques de calcul différentiel

I. Inégalités dans R

I.1. Relation d’ordre sur R

L’ensemble R des nombres réels est, comme ’ensemble IN des entiers naturels, muni d’une relation

d’ordre totale <. Cette relation est compatible avec les opérations du corps (R,+, x) :

Définition 4.1 (Compatibilité de la relation d’ordre avec les opérations)

La relation d’ordre < vérifie les propriétés suivantes, pour tout (x,y,z) € R3 :
e compatibilité avec l'addition : c <y =z + 2 <y + z;
e compatibilité avec la multiplication : (z <yet0< z) =z x 2 <y X 2.

Elle est dite compatible avec les opérations du corps (R, +, x).

Ex. 4.1 Montrer qu’il n’existe pas de relation d’ordre totale sur C compatible avec les opérations
du corps (C, +, x).

4 Cor. 4.1 N

La preuve se fait par I’absurde.

Supposons qu’'une telle relation existe. La relation étant totale, ou bien 0 < ¢ ou bien ¢ < 0.
On traite le premier cas, le second étant similaire.

Si 0 < 4, la relation étant compatible avec I’addition, alors —i < i—i = 0. De ces deux relations
on déduit par transitivité que —i < 7. Comme 0 < 7, par compatibilité avec la multiplication, on
déduit d’abord que —i? < % c’est-a-dire que 1 < —1 (ce qui est contre-intuitif mais pas encore
contradictoire) puis que i < —i (en multipliant & nouveau les deux membres de I'inégalité par
i>0).

Par antisymétrie, on conclut que ¢ = —i ce qui est absurde.

-

Remarque

L’exemple précédent montre que des notions comme celle de croissance d’une fonction ne
sont pas définies pour les fonctions a valeurs complexes. Il s’ensuit que certains théoremes se
généralisent mal - ou pas du tout - a de telles fonctions.

Il convient donc de bien comprendre d’emblée qu’il existe une différence fondamentale entre

F(R,R) et F(R,C), méme si certaines généralisations sont possibles.

Propriété 4.2
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Si z et y sont deux réels, alors
. . 1 . .
r<LYyYS —x = —y zy > 0 < (z et y ont méme signe) x # 0 et — ont méme signe
x
1 1 p .
O<zg<yes 0 -—< - 0<z<y=0<2" <y
y
4 Démonstration A

Ces propriétés se démontrent dans l'ordre :

e Supposons x < y, alors par compatibilité avec I’addition, en ajoutant —z — y aux deux
membres de 'inégalité, onax —xr —y <y —x —y & —x > —y. La réciproque se fait
de méme.

e Supposons  # 0. 1 = x X % > 0. On conclut par compatibilité avec la multiplication
en divisant par x ou —x suivant le signe de .

e Supposons que 0 < z < y. Alors, par compatibilité avec la multiplication, 0 < xy.
L’inverse de zy est donc strictement positif. Par compatibilité avec la multiplication,

/ . Y 1 1
on en déduit que 0 < fy < g donc que 0 < m <5
\_ e Les autres démonstrations sont similaires. )

Remarque

On peut reformuler les propriétés

r<ys —a = —y O<z<ye0<ige 0<z<y=0<2?<y?

1
y
de la fagon suivante :

e r € R+— —ux est décroissante sur R ;

1 L
e z € R* — — est décroissante sur R ;
x

e 7 € R+ z? est croissante sur R,.

Attention cependant :

1 1 1
e v € R* — — n’est pas décroissante sur R, puisque — < I ;
a’;’ R

e v € R— 22 est décroissante sur R_.

I1.2. Bornes et extremums d’une partie

Les notions de majorant, minorant, bornes, maximum, minimum et extremums vues pour les entiers

au chapitre 2 se généralisent a R puisqu’il est totalement ordonné. Notamment :

Proposition 4.3 (Unicité du maximum et du minimum)

Si une partie de R possede un plus grand élément (ou un plus petit élément), alors il est unique.

Ex. 4.2 Quels sont les majorants et les minorants de R, 7 de R_7?

( Cor. 4.2 W
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Tout nombre positif est un majorant de R_ et tout nombre négatif est un minorant de R, .

En revanche, R, n’est pas majorée et R_ n’est pas minorée.

Ex. 4.3 [0; 1] admet-il un plus grand élément ? un plus petit élément 7 Mémes questions pour R_.

Cor. 4.3
max |0; 1] = 1 mais ]0; 1] n’admet pas de plus petit élément. De méme, min R_ n’existe pas
puisque R_ n’admet pas de minorant mais maxR_ = 0.

1
Ex. 4.4 Soit F = yGR,EIxGRi,y:er—}.
x

FE est-il minoré ? Possede-t-il un minimum 7

/Cor. 4.4 A

e [ est minoré par 0 puisque tout élément de E est somme de deux réels positifs.

e En prenant x = 1, on montre que y = 1+ 1 = 2 € E. Montrons qu’il s’agit aussi d'un

1 11— r—1)3
minorant de E. Pour tout z € ]Rj,m+——2:x—1+—x =@z-1)(1-1)= - 17
i x

> 0.
x T

Donc E possede un plus petit élément et min E = 2.

- J

I.3. Valeur absolue

Définition 4.4

| Pour tout réel z, on appelle valeur absolue de x le maximum de z et de —z.

Notation

| On note |z| = max{z; —x} la valeur absolue de z € R.

Les propriétés de la proposition suivante sont laissées a titre d’exercice.

Proposition 4.5 (Propriétés élémentaires de la valeur absolue)

Soit z,y € Ret r € Ry.

|z =0<2=0
x| >0 2 #0

lz] <re (—r<z<r)

lz| > r < (x Zrouxr < —r)

o —|z| << 7] o z|=re (r=roux=-r)

o lz—yl=re(x=y-—rouz=y+r) e lz—y|<re(y-—r<a<y+r)
o z|=2x120 ¢ |z2|=—2<2<0

o zy| =Iz| x |y e sic#£0, |4 =Y

sineN, |z = |z|"

lz] <r e (—r <z <)
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Proposition 4.6 (Inégalités triangulaires )

Soit x et y des réels. Alors

|z +y| < |z| + |y| et l|z] = [y|| < |z —y

\

(" Démonstration
En notant r = |z| 4+ |y| = 0, comme — |z| < x < |z|et —|y| <y <|yl,ona —r<z+y <,
d’ou |z + y| < r qui est la premiere inégalité. On applique cette inégalité a x = (x —y) +y, ce

qui donne |z| < |z — y|+ |y|, soit |z| —|y| < |z — y|. Un argument symétrique permet d’obtenir

K]y| —|z| < |z — y| soit — | — y| < |z| — |y|, d’on la seconde inégalité.

v

Remarque
e Pour tout réel x, Va2 = |z|. De plus, si r > 0, alors

lz| <r & a? <r?et
lz| >r < 22 =02

e On rapporte la droite réelle a un repere (O;7). Pour deux réels z et y, la valeur absolue
|y — x| s’'interprete géométriquement comme la distance entre les points M (x) et N(y) :
MN = |y —z|. Etant donnés deux réels a et b, lensemble des solutions de I'inéquation
|z — a| < b d’inconnue x s’interprete donc géométriquement comme ’ensemble des
points M (x) dont la distance au point A(a) est inférieure a b.

0 v M(x) A(a)
— > B D . >

Ex. 4.5 Résoudre les inéquations d’'inconnue x € R :

1 NZ%
D(z+52x—1)<3z—-7)2zx —1 2 >
) (z+5)( ) < ( ) ) 2) e

4 Cor. 4.5 B

1) (z45)2r—-1)<Bx—-7)2x—-1) < 2z —-1)Bx—-T7T—2-5)20& 2z —1)(x—6) >0
Un tableau de signes permet de conclure : ’ensemble des solutions est S = ]—oo; %] U [6; +o0.

2) Pour que I'inéquation ait un sens il faut que > 0 et x # 1.

vaii+x

Sur I = [0; 1[U]1 + oo[, I'inéquation est équivalente a 1 1<0
x j—
Vat+r—o+1
< < 0.

On étudig le signe du dénominateur et du numérateur :

r—1>02>1

Vi2+zr—z+1>0eVl+r+1l>ce2+r+2V22+ 2+ 1 > 22 car la fonction carrée
est bijective croissante de Ry sur R, . Le numérateur est donc toujours positif sur 7.

Finalement, I'ensemble des solutions de l'inégalité est donc [0;1].

- /

Ex. 4.6 Montrer que, pour tout (x,y) € R?, |z| + |y| < |z +y| + |z — y|.
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Cor. 4.6

Pour tout (z,y) € R?, 2|z| = |2z| = |[z+y+x—y| < |z+y|+|r—y| dapres la premiere inégalité
triangulaire. De méme, 2|y| = |y+a+y—x| < |[v+y|+|z—y|. Donc 2|z|+2|y| < 2|z+y|+2]|z—y|
et on conclut en divisant par 2.

1
T+ —| > 3.

Xz

Ex. 4.7 Résoudre 'inéquation d’inconnue réelle x :

/COI'. 4.7 A

Le membre de gauche est défini pour x non nul. Sur R*, I'inéquation équivaut a (la fonction
carrée étant bijective croissante de R, sur Ry)

(22 +1)° > 922 & (22 + 3z +1) (22— 3z +1) > 0.

~34+5

On étudie le signe de chacun des trinomes : les racines du premier sont x;o = 5

3+5

trinome du second degré est du signe de son coefficient dominant a ’extérieur des racines et

(toutes deux négatives) et celles du second sont x5 = (toutes deux positives). Un

du signe opposé entre les racines. Pour que les deux trindmes soient non nuls et de méme signe,

BB |

il est donc nécessaire et suffisant que x appartienne a I'un des intervalles ]—m, 5

] ]

5 ; ; 5 5 ;+oo[.

-

Ex. 4.8 (Cor.) Résoudre dans R l'inégalité |z + 1| + |z — 3| < 6.

7]

1+ |z

Ex. 4.9 (Cor.) [*] Pour tout x € R, on pose g(z) = . Montrer que

V(z,y) € R? g(z+y) < g(z) +g(y)

1.4. Partie entiere d’un nombre réel

Définition 4.7
Pour tout réel x, on appelle partie entiére de x le plus grand entier N € Z inférieur ou
égal a x.

Cet entier existe toujours d’apres la propriété 2.5 (propriété fondamentale des entiers).

W Notation

| Pour tout réel z, on note || la partie entiere de z.

Représentation graphique de x € R — |z]
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Propriété 4.8

1) Vz e R, |z| <z < |z]
Q) VzeRz—1< |z] <
3

)
)
4)
)

+ 1.
7.

Sin€Z,x€R,n<zalorsn < |x].
VeeR, |z| =22 cZ.
5) Vo € R,Ym € Z, |z +m| = |z| + m.

é Démonstration
Vo e R,

1) |x] < x par définition.

De plus, |z] + 1> |z] et |z] +1 € Z; or |z] est le plus grand entier inférieur ou égal

ax, donc |z] +1>x.

2) A nouveau, par définit

ion, |z| < z.

Deplusz < [z]|+1=2—1<|z].

3) Sin € Zetn<xalors || étant le plus grand entier vérifiant cette propriété |z | > n.

4) Evident.

5) SoitmeZ. |z] <z <|z]+1< |[z]+m<zx+m<|z]+m+1.

Donc [z| +m = [z +m].
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57 Méthode
Les deux premieres propriétés ci-dessus permettent de traiter la plupart des problemes faisant

intervenir la fonction partie entiere. Il faut donc absolument les connaitre.

Ex. 4.10
1) Montrer que pour tout entier n € N, il existe deux entiers positifs a,, et b, tels que

{ (2+V3)" = an+b,V3

302 = a2 -1

2) Montrer que pour tout entier n € IN, { est un entier impair.

=
2= V3"

(" Cor. 4.10

1) On le démontre par récurrence :
e Initialisation
(2++3)"=1+0v3, on adonc ag=1,by =0 et 3> =0 = a2 — 1.
e Hérédité
Supposons la propriété vraie au rang n € IN et démontrons-la au rang n + 1.
2+ V3" = 24+ V3) x 2+ V3)" = (2+ V3)(a, +b.V3) = 2a, + 3b, +
V3 (a, + 2b,).
Donc a,41 = 2a, + 3b, € N et b,1 = a,, + 2b, € IN.
Par ailleurs 307, | = 3a2 + 1207 + 12a,b, et al , — 1 = 4a;, + 902 + 12a,b, — 1.
Or par hypothese de récurrence 3b? = a2 — 1 donc
32, = 3az, + 90 + ap — 1+ 12a,b, = 4al, + 90 + 12a,0, — 1 = a2, — 1.
e Conclusion : la propriété est initialisée pour n = 0 et héréditaire pour n € IN, elle

est donc vraie pour tout n € IN.

2) Pour tout entier n € IN,

1 (2+V3)" B .
ey ervare—vap O

Or d’apres la question précédente,

Va2 —1
Vne]N,(2—|—\/g)”:an%—bn\/g:an—i—a"T\/g:an%—\/a%—l.

De plus Vn € N, a,, > 1 (récurrence immédiate) donc (a, —1)> < a2 —1 < a2 donc
vn e N,2a, — 1< (2+V3)" < 2a,.

_
2= V3

On en conclut que pour tout entier n € N, { J = 2a,, — 1 est un entier impair.

)

I1. Fonctions réelles d’une variable réelle

Dans ce qui suit, on rapporte le plan a un repere (O;7;7) orthonormé.
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II.1. Représentations graphiques

Définition 4.9

Une fonction f réelle d’'une variable réelle n’est bien définie que lorsqu’on explicite a la fois
ses ensembles de départ D et d’arrivée A et une maniere d’obtenir 'image f(z) € A de tout
élément x € D. Lorsque 'ensemble de départ est omis, on appelle ensemble de définition

de la fonction f, souvent noté Dy, 'ensemble des réels x pour lesquels 'expression f(z) donnée

peut étre calculée. Par exemple, I’ensemble de définition de la fonction x +— % est R*.

Proposition 4.10
Soit I et J deux parties de R, f : I — J une bijection. Alors la représentation graphique de

la bijection réciproque f~!: J — I de f est déduite de C; par la symétrie orthogonale autour

de la droite d’équation y = x.

\

/Démonstration

C’est la propriété 1.40 démontrée page 25. Elle est illustrée par la figure 4.1 page 65.

- /

5

4

3

2

19 )

1.7
-1/// 1 2 3 4 5
FIGURE 4.1 — Représentations graphiques de f et f~!

I1.2. Symétries des représentations graphiques

Définition 4.11 (Parité d’une fonction)
Soit D une partie de R vérifiant pour tout x € D, —x € D, A une partiede Ret f: D — A
une fonction.
e On dit que f est paire si pour tout x € D, f(—z) = f(z).
e On dit que f est impaire si pour tout z € D, f(—z) = —f(x).
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Définition 4.12 (Périodicité d’une fonction)
Soit p € R%, D une partie de R vérifiant pour tout x € D, x +p € D, A une partie de R et
f D — A une fonction.
On dit que f est périodique de période p si pour tout x € D, f(x + p) = f(z). On dit
alors que p est une période de f.

Remarque

e Dans la définition précédente, on peut aussi admettre sans modification de signification
les périodes strictement négatives.
e Si p est une période, alors tout multiple entier (positif) non nul de p en est aussi une.

e On dit souvent que p est la période d'une fonction périodique lorsque p est la plus

petite période strictement positive de f.

Proposition 4.13 (Symétrie de la représentation graphique d’une fonction)

e Si f est une fonction paire, alors Cy est symétrique par rapport a 1’axe des ordonnées.
e S5i f est une fonction impaire, alors Cy est symétrique par rapport a l’origine.
e Si f est une fonction périodique de période p, alors C; est invariante par translation de

vecteur pz.

\

(" Démonstration

Lafonction g : © € D — f(—x) (respectivement g : © € D — —f(—z)oug:x € D — f(z—p))
est égale a [ si f est paire (respectivement impaire ou p périodique). Sa courbe représentative
est donc celle de f. Or, d’apres la proposition ??, la courbe représentative de g est déduite de

celle de f par la symétrie autour de la droite d’équation = = 0 (respectivement la symétrie

autour de I'origine ou par la translation de vecteur p?), ce qui acheve la preuve.

Ex. 4.11 Quelles sont les symétries de la représentation graphique de la fonction cos?

Cor. 4.11

Le graphe en repere orthonormé de la fonction cos est symétrique par rapport a l'axe des or-

données car cos est paire, et invariante par translation de vecteur 277 car cos est 2w-périodique.

I1.3. Bornes et extremums d’une fonction

Définition 4.14 (Majorant, minorant)
Soit D et A deux parties de R et f: D — A une fonction.

On dit que f est majorée par M € R et on appelle M magorant de f, si pour tout z € D,
fla) < M.

On dit que f est minorée par m € R et on appelle m minorant de f, si pour tout z € D,
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f(z) =m.
Une fonction qui est minorée par m et majorée par M est dite bornée par m et M.

Remarque

Dire qu'une fonction est majorée (respectivement minorée, bornée) équivaut a dire que son
image f(D) est majorée (respectivement minorée, bornée). Les propriétés des parties de R

bornées s’adaptent donc immédiatement aux fonctions réelles bornées.

Proposition 4.15 (Caractérisation des fonctions bornées)

Soit D et A deux parties de R. La fonction f : D — A est bornée si et seulement si |f| est

majorée.

~

(" Démonstration

e Si f est bornée par m et M avec m < M, alors, pour tout x € D, d'une part m <
f(z) < M, d’autre part —M < —f(z) < —m, donc |f(z)] < max{M;—m} et |f] est
majorée.

e Réciproquement, si |f| est majorée par M > 0, alors, pour tout x € D,
—M < —|f(z)] < f(x) < |f(x)| < M, donc f est bornée par M et —M.

-

Définition 4.16 (Maximum global, minimum global)
Soit D et A deux parties de R et f: D — A une fonction.

On dit que f admet un maximum global si
o € D,Va € D, f(z) < f(0)

On dit alors que f(xg) est le maximum de f.

On dit que f admet un minimum global si

dzg € D,Vz € D, f(x) > f(x0)

On dit alors que f(z) est le minimum de f.

f Important ! Unicité des extremums globaux
La proposition 4.3 permet d’affirmer que si une fonction admet un maximum global (ou un

minimum global), alors celui-ci est unique. Cependant, ce maximum (ou ce minimum) possede

alors un ou plusieurs antécédent(s).

W’ Notation

On note max f(z) le maximum global de f s'il existe et miB f(z) le minimum global de f s’il
xe Te

existe.
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1
Ex. 4.12 La fonction f : x € R* +— x + — est-elle majorée? minorée? Si oui, possede-t-elle un

maximum global 7 un minimum global ?

Cor. 4.12

Elle n’est ni majorée, ni minorée puisque hrf f(z) = £oo.

1
Ex. 4.13 La fonction g : x € R — = + — est-elle majorée? minorée? Si oui, possede-t-elle un

maximum global 7 un minimum global ?

Cor. 4.13
e [’exercice précédent montre qu’elle n’est pas majorée.
e [’exercice 4.4 montre qu’elle est minorée par toute constante réelle inférieure a

g(1) = 2. Elle possede donc un minimum global mﬁ{n g(x) =2en 1.
zeRY

I1.4. Monotonie

Définition 4.17 (Croissance, décroissance, monotonie)
Soit D et A deux parties de R, f: D — A une fonction et [ une partie de D.
e On dit que f est croissante sur I siV(x,y) € I’z <y = f(z) < f(y).
e On dit que [ est strictement croissante sur [ siV(z,y) € I,z <y = f(x) < f(y).
e On dit que f est décroissante sur I siV(x,y) € I*,x <y = f(x) > f(y).
e On dit que f est strictement décroissante sur I si
V(z,y) € I’z <y = f(x) > f(y).
e On dit que f est monotone sur [ si elle est croissante ou décroissante sur [ et stric-

tement monotone sur I sielle est strictement croissante ou strictement décroissante

sur [.

f Important ! Intervalles et monotonie
On a défini la croissance, la décroissance ou la monotonie de f sur une partie I quelconque
de I'ensemble de départ D. Mais il vaut mieux penser a cette partie comme a un tntervalle.

En effet, les propriétés caractérisant la monotonie d’une fonction dérivable par exemple (voir

proposition 4.28) sont valables sur un intervalle. Ainsi, la fonction z € R* — — est strictement
x

décroissante sur R” et sur R mais pas sur R* puisque — < T

Proposition 4.18 (Stricte monotonie et injectivité)
Soit D et A deux parties de R, f : D — A une fonction strictement monotone. Alors f est
injective.

La réciproque est fausse.
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\

/Démonstration

Supposons que f est strictement croissante et démontrons qu’elle est injective. Soient x, 2’ € D
tels que f(x) = f(2').

Siz <o, f étant strictement croissante, f(x) < f(x') ce qui est absurde. De méme, 2’ < z
conduit a une absurdité.

Donc x = 2’ et [ est injective.

La démonstration est identique dans le cas ou f est strictement décroissante.

Par ailleurs, x € R* +— % est injective mais n’est pas strictement monotone sur R*.

%

Ex. 4.14 Démontrer que si f : I C R — J C R est une bijection strictement monotone, alors sa
bijection réciproque f~!':J — I est strictement monotone, de méme monotonie que f.

(" Cor. 4.14 ™

On suppose par exemple f strictement croissante, la démonstration étant similaire dans le cas
décroissant. Montrons que f~! est strictement croissante. Soient y,1’ € J tels que y < /' et
= f"y), 2" =)

Montrons par 'absurde que x < z’. On suppose donc que x > 2’. Alors f(z) = f (f(y)) =y
et f(z') = f(f'(y)) =y Comme f est strictement croissante (donc croissante), = > 2/ =

y =y, ce qui est absurde puisqu’on a supposé y < v’

Doncy <y = f~1(y) < f7Hy') et f~! est strictement croissante.

- /

s
%ﬂ«* Méthode : Montrer qu’une fonction n’est pas monotone

Pour montrer qu’une fonction f n’est pas monotone sur un intervalle 7, il suffit de trouver un
triplet (a;b;c) € I? tels que

@< (0 <J0ets < J0)ou(f@) > [0t 0> )

1
Ex. 4.15 Montrer que g : x € R} — x + — n’est pas monotone sur R .
— x

Cor. 4.15
N1 5 N A L
g(3) = 3 +2= 3= g(2) et g(1) = 2. On utilise la caractérisation de I’exercice ?? en prenant
1
a=3, b=1et c=2. Onabien f(a) = f(b) et f(c) > f(b).

I1.5. Monotonie et continuité

Théoreme 4.19

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

f est injective si et seulement si f est strictement monotone.
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Théoréme 4.20 (Bijection continue)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
f est une bijection de I sur f(I) si et seulement si f est strictement monotone.
De plus,
e f(I) est alors un intervalle;;
e la bijection réciproque f~! est alors continue sur f(I), strictement monotone, de méme

monotonie que f.

(o
%& Méthode
Pour montrer qu'une fonction f continue de l’intervalle I sur J est bijective :
e on montre qu’elle est strictement monotone ;

e comme le théoreme précédent permet d’affirmer que J est un intervalle, on

vérifie que f(I) = J en calculant les limites de f aux bornes de I.

- /
) : (R — |lL;00] L

Ex. 4.16 (Cor.) Montrer que la fonction f : { P S est bijective.

4 N

+ Méthode
Si f est bijective continue de I (intervalle) sur J (intervalle), alors elle est strictement

monotone et la propriété de stricte croissance (ou décroissance) est une équivalence logique.

Autrement dit, appliquer une méme bijection aux deux membres d’une inégalité donne une

inégalité équivalente.

o /

Ex. 4.17 Résoudre I'inéquation d’inconnue z réelle In (z — 1) —In(2x + 1) >0 en commengant
par déterminer son ensemble de définition.

—1
Faire de méme pour 'inéquation d’inconnue x réelle In (21 n 1) > 0.
x

Remarque ?

[Cor. 4.17 }

III. Eléments de calcul différentiel

La plupart des résultats donnés dans cette section sont admis et ne seront démontrés que dans le
cadre du chapitre consacré a la dérivabilité.

Dans toute la section, I et J sont deux intervalles réels contenant une infinité de points.

IT1.1. Définition
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Définition 4.21 (Dérivabilité en un point)
Soit f : I — R une fonction et a un point de I. On dit que f est dérivable en a si
Papplication z € I\ {a} — {279 ¢ R admet une limite finie en a. Cette limite s’appelle

r—a

d
alors le nombre dérivé de f en a et se note f'(a) ou d—f(a).
T

Remarque

B) —
e Si f est dérivable en a, on peut aussi écrire }llir% flat f)z /@) = f'(a).
f(z) = f(a)

e Pour z # a, le quotient 7¢(z,a) = s’appelle le taux d’accroissement
de la fonction f entre a et x; il représente la pente de la droite passant par les
points A(a, f(a)) et M(z, f(x)) du plan rapporté a un repere.

e Le nombre dérivé représente donc la pente de la droite limite obtenue lorsque M tend

vers A : cette droite est la tangente a la représentation graphique Cy.

7 Définition 4.22 (Tangente en un point
\

Soit f : I — R une fonction dérivable en un point a de I. Le plan étant rapporté a un repere

(0,7,)), la droite d’équation cartésienne

y=[fla)+ f(a) x (z —a)

est la tangente a la courbe représentative C; de f au point A(a, f(a)).
Cette définition est illustrée par la figure 4.2.

FIGURE 4.2 — Nombre dérivé et tangente en un point

71



CHAPITRE 4. TECHNIQUES DE CALCUL DIFFERENTIEL PCSI, 2024/2025

Remarque

d . s .
La notation de Leibniz f'(a) = d—y est un moyen mnémotechnique de retenir ’équation
x

réduite de la tangente :
@)=Yy @)+ - a)

a

Définition 4.23 (Dérivabilité sur un intervalle, fonction dérivée)

Une fonction f: I — R est dite dérivable sur [ si elle est dérivable en tout point de I. Dans
I - K

ce cas, f': s’appelle la fonction dérivée de f.
v - )

On note f” la dérivée de f si elle existe, etc. et pour n € IN, f la dérivée ne de f.

IT1.2. Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 4.24 (Opérations sur les fonctions dérivables)

Soit f et g deux fonctions dérivables sur I.
e Pour o, 8 € R, la combinaison linéaire of + [Sg est dérivable sur [ et
(af +Bg)' = af' + By’
e Le produit fg est dérivable sur I et (fg) = f'g+ f¢g'.

1 / __ &
e Si g ne s’annule pas sur I, 'inverse — est dérivable sur I et (—) - .
g g

/
e Si g ne s’annule pas sur /, le quotient i est dérivable sur [ et (i)
g g

Proposition 4.25 (Composition)

Si f:I — J,g:J — R sont deux fonctions dérivables, alors g o f est dérivable sur I et

(gof) =f-(gof).

Théoréme 4.26 (Dérivée de la bijection réciproque)

Soit f : I — J une application bijective et dérivable. L’application f~! est dérivable en tout
y € J pour lequel f'o f~1(y) # 0 et alors (f 1) (y) = o 10y)

oJ Yy
Cette proposition est illustrée par la figure 4.3 page 73.

~

/Opérations sur les fonctions dérivables

Soit u et v deux fonctions satisfaisant aux hypotheses des propositions précédentes et A € R.
On a

(utv) =u + (M) = A/ (uwv) =u'v+v'u
wy v Ly u'v—v'u
(- (2 = oo
1
o ’ -1\ _
(vou) =u x0v ou (u )_u’ou—l
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—'%/i\'él's"i'é
4 Pentes inverses l'une de l'autre

FIGURE 4.3 — Dérivées d'une bijection et de sa réciproque

La formule de dérivation d’'une fonction composée a été vue sur des exemples en terminale :

!/ /

(exp(u)) =o' x exp(u)  (In(w)) = % (Vu) = 23/5

IL3. A propos des notations et de I’interprétation physique

Etant donnés deux points M (z1;y1) et May(xo;ys) (avec x1 # xo) appartenant a la droite (non

parallele a I’axe des ordonnées) d’équation y = ax + b, on a

Y1 =axr; +b
{ Yo = axs + b
Donc y; — yo = a(x; — z3) ou encore a = h—42
Le coefficient directeur d’une droite est do:gc égxazl a
Ay
“TAx

Remplacer A par d signifie implicitement que 1'on opere des « différences infinitésimales » c¢’est-a-

dire que l'on calcule une limaite :

d
=5

Lorsque l'on souhaite dériver une fonction de plusieurs variables, il devient important de

préciser par rapport & quelle variable on effectue la dérivation. La notation adoptée (en
mathématiques comme en physique) est alors la suivante

E h,b,c)— E(a,b

6E (a7 b7 C) = llm (a + L C) (a’ ! C)
dx h—0 h

oFE . E(a,b+ h,c) — E(a,b,c)
—(a,b,c) = lim

dy h—0 (@b h})L B(a,b,0)
6E . E a’7 9 C + - a/, 3 &
2z (@be) = N
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On parle alors de dérivée partielle par rapport a x (respectivement par rapport a y ou par
rapport a z). Le symbole 0 remplace le d des « différences infinitésimales » afin de bien insister sur
le fait que la fonction que 'on dérive dépend de plusieurs variables et que I'on dérive partiellement

par rapport a I'une d’entre elles.
2z
2 +1
Trouver une primitive G de g, c’est-a-dire une fonction vérifiant G’ = g.

Ex. 4.18 Calculer la dérivée de g : z +—

(" Cor. 4.18 A

u
Il s’agit du quotient — de deux fonctions ot u : 2 + x et v : & — 22 + 1 ne s’annule jamais. g
v

2 1—2 2 1 — 2
est donc dérivable sur R et u/(z) = 1, v'(z) = 2z d'on ¢'(z) = T f = ’ 5
(22 +1) (22 +1)
u/

On reconnait la formule g(z) = — : donc G(z) = In (2* 4+ 1) est une primitive de g.

g u y,

Ex. 4.19 Calculer les dérivées partielles de

h:(:c,y)»—>x2+y2+xy—gpourx7é0.
x

Cor. 4.19

Oh — 2+ 1 oh 1 2 —1
—(xjy)=2$+y——y=2$+y et —(z,y)=2y+z——=2y-+ .
ox x? x? y x

Ex. 4.20 Calculer les dérivées partielles de f : (z,y) — +/ 22 + y2.

(" Cor. 4.20 h

La fonction de deux variables f : (z,y) — 4/2% + y? est définie sur R?. Elle est la composée de
la fonction réelle d'une variable réelle u : t € Ry Vt et de la fonction réelle de deux variables
réelles v : (x,y) — x? + y*. La premicre est dérivable sur R% et la seconde est dérivable par
rapport a chacune de ses variables sur R. Donc f est dérivable par rapport a chacune de ses

variables en tout point (x,y) # (0,0).

d
On a alors : d—?(t) = Nk a—;(x,y) =2z
donc ——(z,y) 81)( ) x u'(v(z,y)) = 2z X ! ° en vertu du théoreme
nc ——(z,y) = —(z,y) x v'(v(z,y)) =2z = n vertu du rém
Oz oz 2/7% + 42 /22 1 42

Y

de composition. De méme, a—(:c, y) =
Y

-

II1.4. Propriétés des fonctions dérivables

On rappelle que I est un intervalle réel contenant une infinité de points.

Proposition 4.27 (Fonction constante)

Soit f : I — R dérivable sur I. La fonction f est constante sur [ si et seulement si sa dérivée

/" est nulle sur 1.
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Proposition 4.28 (Variation et dérivée)

Soit f: I — R continue et dérivable sur I.
e Si f/ > 0sur I, alors f est croissante sur .

e Si f/ < O0sur I, alors f est décroissante sur 1.

Définition 4.29 (Zéro isolé d’une fonction)

Soit f une fonction définie sur un intervalle 7. On dit que xg € [ est un zéro isolé de f si

o f(xg) =0;

e il existe un intervalle ouvert J C I tel que zy € J et tel que f ne s’annule pas sur

J\{o}.

Proposition 4.30 (Condition nécessaire et suffisante de stricte monotonie)

Soit une fonction f : I — R continue et dérivable sur I. Alors f est strictement monotone
si et seulement si f’ est de signe constant sur I et ne s’annule sur aucun intervalle ouvert non

vide.

Remarque

La condition donnée dans la proposition 4.30 s’interprete (et s’utilise) de la fagon suivante :

e la dérivée [’ est de signe constant, donc la fonction est monotone;
e si de plus f/ ne s’annule qu’en des points isolés alors la fonction est strictement

monotone.

R —- R

Ex. 4.21 Soit f : { T o z4sin(z) Montrer que f est bijective.

I11.5. Etude pratique des fonctions

Définition 4.31 (Asymptotes a une représentation graphique)
e Si la fonction f est définie sur un intervalle d’extrémité z, € R ouvert en x( et si

lim f(z) = oo, alors la droite d’équation = = x( est appelée asymptote verticale
T—T0

Cy.
e Si la fonction f est définie sur un intervalle d’extrémité +oo et si lirj? f(z) =yo € R,
T—>1T 00
alors la droite d’équation y = g, est appelée asymptote horizontale C;.
e Si la fonction f est définie sur un intervalle d’extrémité +oo et s'il existe (a;b) € R?

tels que lirjrzl f(x) —ax —b =0 € R, alors la droite d’équation y = az + b est appelée
T—r100

asymptote oblique C;.

/ /\<\_// , \
3 Méthode : Etude et représentation graphique d’une fonction f

1) On commence, s’il n’est pas donné, par obtenir 'ensemble de définition Dy.
2) On cherche les symétries (parité, périodicité. . .), on réduit 'intervalle d’étude.

3) On cherche I’ensemble de dérivabilité c’est-a-dire 'ensemble des réels x pour lesquels
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le nombre dérivé f'(z) est défini.

4) On calculer f’, éventuellement on cherche a prolonger cette dérivée aux points ou elle
n’était pas a priori définie.
5) On étudie le signe de f'(x) puis on dresse le tableau de variations de f : sur la

premiere ligne, les valeurs particulieres de x obtenues aux étapes précédentes; sur la

seconde, le signe de f’(z) et sur la troisieme, les variations de f.
6) On complete le tableau de variations par les images et les limites éventuelles de f.

7) On construit la représentation graphique et on y place :
e les points ou la dérivée s’annule pour lesquels la tangente a la courbe est horizontale ;
e les asymptotes;

e éventuellement quelques tangentes, notamment lorsqu’on connalt en un point la

\_ valeur de la fonction et la valeur ou la limite de sa dérivée. )
. 21

Ex. 4.22 Etudier la fonction L : x +— % apres avoir déterminé son ensemble de définition.

R n(x

Tracer une représentation graphique rapide.
x

, 2
Ex. 4.23 Etudier la fonction S : x — ¢
—_— 1+e

[Indication : il peut étre utile de chercher a savoir si S possede des symétries...]
Tracer une représentation graphique rapide.

Ex. 424Soit R: 1 & 7 B .
X Sot PN o |

— — 1 apres avoir déterminé son ensemble de définition.

1)
2) Etudier le sens de variations de R.
3)

4) Tracer une représentation graphique rapide de R.

R admet-elle des symétries 7
Montrer que la droite d’équation y = x est asymptote oblique a Cg.

Ex. 4.25 Les fonctions L, S R des exercices précédents sont-elles bornées? possedent-t-elles des
extremums sur R 7

s N
i Méthode : Montrer qu’une fonction f : I — J dérivable est bijective

D’apres la proposition 4.20, on vérifie que

e la dérivée [’ est de signe constant sur I et ne s’annule qu’en des points isolés;

e les limites ou les valeurs de f aux bornes de I donnent bien les bornes de J : f(I) = J.
Pour obtenir une expression de la bijection réciproque f~!, on tente de résoudre 1’équation
I'équation y = f(z) d’inconnue x.

Si on parvient a le faire, on obtient alors x = f~!(y), ¢’est-a-dire une expression de la bijection

réciproque. )

-

Ex. 4.26 Les fonctions L, S R sont-elles bijectives ?
Si oui, de quel intervalle sur quel intervalle ? donner une expression de leur bijection réciproque.

Résoudre une inéquation/démontrer une inégalité

Pour résoudre une inéquation (ou démontrer une inégalité) du type A(x) > B(x) :
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1) on peut éventuellement utiliser les propriétés de la relation d’ordre sur R en partant

d’inégalités satisfaites par hypotheses ou déja démontrées;

2) sinon, on commence par obtenir son ensemble de définition.
Ensuite, on écrit A(x) > B(z) < A(x) — B(z) > 0 afin de se ramener a l’étude du
signe de A(x) — B(z).
Puis :
e il est souvent fructueux d’utiliser la regle selon laquelle « le signe d'un produit est
le produit des signes » en faisant un tableau de signes;
e étudier le signe des expressions entre valeurs absolues puis faire un tableau de
stgnes permettant d’envisager tous les cas possibles se révele souvent synthétique
et efficace ;

e il peut etre intéressant d’étudier la fonction A — B pour montrer qu’elle passe par

un minimum (ou par un maximum suivant les cas).

o
Ex. 4.27 Montrer que

Vr € R, In(z) <z -1
Ex. 4.28 Résoudre I'inéquation d’inconnue z réelle :
2e” —1
(1)

f1>_
er +1 2

I11.6. Primitives d’une fonction continue

Définition 4.32
Soit I un intervalle et f : I — R une fonction. On dit que F' est une primsitive de f sur I si
F est dérivable sur I et si F' = f.

Proposition 4.33 (Théoréme fondamental du calcul intégral)

I - R

x

Soit f une fonction continue sur un intervalle I C R et a € I. La fonction F :
r f(t)de

a
est 'unique primitive de f s’annulant en a et toute primitive de f s’écrit F' + k avec k € R.

Corollaire 4.34

Si f est continue sur [a;b], alors elle admet une infinité de primitives sur [a;b] et quelle que

a*

b
soit la primitive F' choisie, on a f f(t)dt = F(b) — F(a) noté [F(t))"

IV. Correction des exercices

Cor.48:Onalz+1ll=x+1< x> —let|r—3=2—3< x> 3. On en déduit que I'inégalité

a résoudre est donnée suivant la valeur de z par le tableau suivant :

Valeur de = -1 3
Inégalité a résoudre | —x —1 —x+3 <6 r+1—-x4+3<6 r+14+2—-3<6
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Sur | — oo; —1], I'inégalité équivaut donc & —2z + 2 < 6 d’ont un premier ensemble de solutions
S1 =] — 2;—1]. De méme, sur [—1; 3], I'inégalité devient 4 < 6 qui est trivialement vraie d’on
Sy = [—1;3]. Enfin, sur [3; +o0o[, on résout 2x < 8 qui conduit a S3 = [3;4[. Finalement, ’ensemble
des solutions de I'inéquation donnée est | — 2;4].

Cor. 4.9 : On distingue plusieurs cas :
Tr+y < T Y

< + ul
Ttoty S1+e 1ty 9
est équivalente a (zx +y)(1+z)(14+y) <z(1l+y)(l+z+y)+y(l+2)(1+2z+vy). En

développant partiellement le membre de droite, cette inégalité devient (z+y)(1+x)(1+y) <
r(1+y)(1+2) +ay(l+y) +y(l+2)(1 4+ y) + 2y(l + x) c’est-a-dire apres simplification
zy(24 x4+ y) = 0. Or cette derniére inégalité est vérifiée pour tout z,y € R,.

e si x et y sont positifs, alors I'inégalité a démontrer est

esi—ao<y<0alors0<r+y< .
vty _rtytl-o1l 1 1

1— = g(x).

l+z+y  l+x+y Cl4axty 0 14z
La fonction g étant positive, on a a fortiori g(z + y) < g(x) + g(y).

Donc g(z +y) =

e les autres cas se ramenent aux précédents en échangeant le role de x et y et en utilisant la
parité de g. Par exemple, pour y < —z < 0, on a g(z +y) = g(—z — y) < g(—y) d’apres le

cas précédent, etc.

Cor. 4.16 : f est définie, continue et dérivable sur R. Il suffit donc de montrer qu’elle est strictement
monotone et que f(R) =]1; +o0.
Or, Vo € R, f'(z) = 2e* + ¢ > 0.
Donc f est strictement croissante et continue sur R, f(RR) est donc un intervalle et
lim f(z)=1 xgrfmf(x) = +00

T—r—00

Donc f(R) =]1;+o0] et f est bien une bijection de R sur |1; +o0.
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Syntheése sur les notions d’analyse censées étre

connues
V. Fonctions de référence
(" Fonctions trigonométriques
cos’ = — sin1 sin’ = cos
: 3] tan’ = — =1+ tan®
; cos
: : cos® +sin® =1
2 Valeur de x - 5 0 o ™
_ Signe de —sin(z) | 0 + 0 - 0
1 Variations de cos | —1 ya N -1
: /—\ Valeur de x - 5 0 Z 7
T T T E' T T T T 'E T 1 d
\ Uy — Signe de cos(z)
5 1 Variations de sin
Valeur de x —T _7” 0 g T
_2_
- 1
Slgne de W(I)
31 Variations de tan
\_ ~J/
/Fonction « Inverse » A
Strictement décroissante sur R* et sur R’
I mais pas sur R*.
. ( 1 )’ -1
r) a2
1B Peirmet de retelnir les limites :
_— - — = —X
-3 :2 1 1 _]® 017
—=0" — =+
- +00 0+
Plus précisément :
b lim —=0" lim — = -
T——00 I r—0— T
it lim = =0" lim — =4+
T—+00 I, z—0t X
\_ J
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/Fonction « carré »

-20 -15 -1.0 -0.5 0|

-

Strictement décroissante sur R_.

Strictement croissante sur R, .

(22) = 2z
Limites :

lim z? =400 lim z? = 400
T——00 x——+00

\

/Fonction « cube »

-1.00 -0.75 -0.5

\_

~1.00 -0.75 -0.50 —0.25 ®&p0 025 0.50 075 1.00

0.25 050 0.75

1.00

Strictement croissante sur R.

!
(23)" = 3a?
Limites :
lim 2% = —© lim z° = 400
T——00 r—+00

/Fonction « racine carrée »

15 2.0 25 3.0 35 4.0

1.0

0.5
~

4.0

Strictement croissante sur R, .

Continue sur R, mais dériwable sur R’

/ 1
r) = ——=
C’est la bijection réciproque de
T € R+ — LU2 S R+.
Limite :

lim /x = +oo

T—>+00
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/Fonction « valeur absolue »

15 2.0

1.0

0.5

-20 -15 -10 -05 [A3 0.5

\_

1.0 1.5 2.0

Strictement décroissante sur R_.
Strictement croissante sur R, .

Continue sur R mais dérivable sur R* et R?.

Vo e R, (Jz])' = —1
vz e R, (|z]) = +1
Yz € R, V2?2 = |z].
Vo € Ry, VT =z
Limites :

lim |z| =400

T—r—00

lim |z| =400
T—+00

\

/Fonctions exponentielle et logarithme (népérien)

exp: R — R
Bijective, strictement

croissante sur R

In: R}, = R
Bij. réciproque de exp.

Strictement croissante

/: ‘ sur R7 .
) e Ve € R,In(e”) =z Vz € R, e"® =g
-2.0 -15 -1.0 -0.5 3 0.5 /4/I.0 15 2.0 1
e/ exp’ = exp In'(z) = —
P x
= Limites
i
12/ lim e¢® =07 lim In(z) = —o0
N T——00 z—07T
17 lim e® = +o0 lim In(z) =400
r—+00 r——+00
\_ J
VI. Limites, dérivées
VI.1. Limites
Proposition 4.35 (Somme de fonctions)
lim g(z)
_ ra ac€R | 4+oo | —00
lim f(x)
r—a
o' eR a+a' | +oo | —oc0
+00 +oo | +oo | 777
—00 —oo | 777 | —o0

Proposition 4.36 (Produit de fonctions)
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lim g(z)
) roa aceRi |aeR |a=0]| oo | -0
lim f(x)
r—a
o € R} ao! ao! 0 +00 | —0
o € R* ao’ ao! 0 —0 | +0o
o =0 0 0 0 77 | 777
+00 +00 —00 77°? +o00 | —00
—00 —00 +00 77? —00 | 400
4 I

" Méthode : Calcul de limite
e On utilise les tableaux précédents et les limites des fonctions de référence : dans le
cas ou cela donne la limite cherchée, on donne directement cette limite sans
jJustification.
e Dans les tableaux précédents, les cases ou se trouve 777 sont des formes indétermi-
nées (FI) : dans ce cas, il faut « lever I'indétermination ».
e Pour lever une indétermination, il y a plusieurs techniques :
* simplifier les expressions;
* factoriser les expressions conduisant a une FI par leur terme prépondérant ;
* dans le cas d’expressions faisant intervenir une racine carrée, multiplier et diviser
par « I’expression conjuguée » ;
* théoreme des gendarmes;

* interpréter la limite comme étant la dérivée d’une fonction en un point;

* utiliser les « limites comparées » (que nous verrons plus tard dans 'année).

o %
Exzemples : calculer les limites suivantes (une seule de ces limites n’existe pas)
302 —x +1 1+a° 142 1

A= lim sr v+l B = lim T C=lim —=— D= lim n(z)

oo 2+ 3 z——oo 1 + 2 2—0~ =5+ % z—0t In?(x) + 1

. . 1

F = lim sin(z) F = lim sin(z) G= lim vVx+2—+vVx+1 H=Ilim n(z)

T——00 I z—0 T—400 z—1x — 1
I= lim V2242 —vVa24+2 J= lim =z sin(z) K = lim zsin(z)

r—400 T—r+400 z—0

VI.2. Dérivées

e Les formules (cte)/ =0, (x)/ =1, (xz)/ = 2z, (x?’)/ = 322, (l) = _—1 (\/E)/ = —

I
sont toutes résumées par I'unique formule
/ _
(x™) = na"!
e Soient A, p deux réels, u, v deux fonctions dérivables.

()\u + ;w), = Au' + v’ (UU)/ =u'v+u (E)/ — u'v —uv'

@) =u'x e (nw) =o' x = (l) S x L () = x
ey

u?) =u' x 2u (u?) = x 3u?...
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Maths - Chapitre 5
Nombres complexes : équations et géométrie

I. Utilisations en géométrie

Les formules concernant le module et I'argument des nombres complexes permettent une grande
variété d’applications géométriques. Nous en donnons ici quelques exemples.
On rappelle que le plan est rapporté a un repere (0;7,7) orthonormal direct et que I'affixe d'un

point M (z;y) dans ce repere est le complexe z = = + iy.

I.1. Angle de vecteurs

Proposition 5.1

Etant donnés deux vecteurs non nuls @ et 7 d’affixes respectives z et 2’ on a
(@, V) = Arg (22') [27]

ou (u; ¥) désigne 'angle orienté entre les vecteurs i et .

( Démonstration )
@ et U sont non nuls donc z et 2z’ sont eux aussi non nuls, ainsi que le produit zz'.
Les arguments principaux de z, 2’ et zz’ sont donc tous bien définis et

KArg (z2/) = Arg (2) + Arg (2') = Arg (/) — Arg (2) [2n] d’ou (@; V) = Arg (22) [27] )

Corollaire 5.2 (Vecteurs colinéaires)

Deux vecteurs (z) et ¥/(z') sont colinéaires si et seulement si 2z’ € R.

Corollaire 5.3 (Vecteurs orthogonaux)

Deux vecteurs (z) et ¥(z") sont orthogonaux si et seulement si zz' € iR.

Corollaire 5.4 (Points alignés)

Trois point A(z4), B(zp) et C(z¢) sont alignés si et seulement si (zx — zg) (24 — 2¢) € R.

I.2. Transformations du plan complexe

On identifie les points du plan et leur affixe, et les vecteurs du plan et leur affixe.

Autrement dit, pour z € C
e « le point z du plan complexe » signifie « le point M du plan d’affixe z » ;

e « le vecteur z du plan complexe » signifie « le vecteur v du plan d’affixe z ».
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e Soit ¢ € C. La transformation z — z + ¢

du plan complexe est

e La transformation z — Zz du plan com-

plexe est

e Soit A € R*. La transformation z — Az du

plan complexe est

Ex. 5.1 (Cor.) Soient A(a), B(b) et C(c) trois points du plan complexe.

1) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b et ¢ pour que ABC' soit un triangle
équilatéral direct.

2) Montrer que cette condition est équivalente & a + jb + j%c = 0 avec j = e
3) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que ABC' soit un triangle équilatéral.

4) Existe-t-il des triangles équilatéraux a coordonnées entieres ?
[Indication : on admettra que v/3 est irrationnel ]

I1. Utilisations en algebre

II.1. Racine réelle n-ieme d’un réel positif

Proposition 5.5

Pour tout n € IN*, la fonction x € R, — 2" € R est bijective.

(" Démonstration A
r € Ry — 2" € Ry est bijective car continue et dérivable de dérivée x — nz" ! strictement
positive sur R} avec 0" =0 et lim 2" = +o0.

r—r+00
Donc /y =z < (y%) =y = 2" ce qui permet de conclure.
/

Définition 5.6 (Fonction racine n-iéme)
Pour tout n € IN*,
JZGR_FP—)J}%: WERJ,_

est la bijection réciproque de z € Ry — 2™ € R,.
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I1.2. Racines complexes n-iemes de 'unité

Théoréme 5.7 (Racines n-iemes de 1'unité)

Quel que soit n € IN*, I'équation z € C,z" = 1 possede exactement n racine(s), toutes de
2ikm

module 1. L’ensemble des solutions de cette équation est U,, = {e n ke 0;n— 1]]} cU.

/Démonstration h
Soit z € € une solution. Alors |2"| = |z|" = 1. D’apres la proposition précédente, on a donc
|z| = 1 ce qui permet d’écrire z = € avec 0 € R.

L’équation se rééerit alors e = ¥ < nf = 0[21] < 0 = 0[ Z].
On en déduit donc I'ensemble des solutions de I'équation est
k{€2i:ﬁ,k € Z} = {emffﬁ,k € [0;n — 1]]} car e = BT 1 = 22, )

f Important !
e Nous venons de voir que nf = 0[27] < 0= 0[ £ ].
— C

n’est pas une bijection
z = 2"

e D’apres le théoreme précédent, I'application {

sin > 1 (puisque 1 a n antécédents).

En conséquence, elle n’admet pas de bijection réciproque.

La fonction y — {/y = y% est définie uniquement sur R, .

Ex. 5.2 Placer les racines complexes n-iemes de I'unité dans les cas suivants

Racines cubiques : n = 3 Racines quatriemes : n =4  Racines sixiemes : n = 6

o N
i Meéthode
Etant donnés n € N* et ¢ € C*, I'équation z" = ¢ a exactement n solutions.
Pour la résoudre, on procede de la fagon suivante
e on écrit ¢ sous forme trigonométrique : 3lp € RY, 3y € R, ¢ = pe;
e on en déduit || : [2"] =[z|" = p & |2| = /p
e on termine en explicitant les différentes valeurs possibles pour 0 = arg(z) :
Z"=c <:>pem9 =pe &0 = J [2—”]
n

n
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Ex. 5.3 Résoudre I'équation 23 =1 44

(" Cor. 5.3 h
12| = ¥/ v/2 = ¥/2. D’oil en notant z = v/2e%
o = VZHIVZ T
2 123 . ‘ .
L’ensemble des solutions de I'équation est donc S = {\6/§e 2 v/2ei3; 26%}.
- J

I1.3. Equations du second degré dans C

Théoreme 5.8
Etant donnés a # 0, b et c trois nombres complexes, 'équation az?+ bz +c = 0 d’inconnue
z € C et de discriminant A = b? — 4ac possede :

e une solution double zy = _—b siA=0;
—b+o

a

si A =52 #0.

e deux solutions distinctes z4 =

é Démonstration
a?+bz+c=0 & 24+Lz4<=0
- ( N b)2+4ac—62 0
z _ _—
2a 4a?
Posons A = b? — 4ac.

b —b
e si A =0, 'équation se réécrit (z + 2—) = 0 qui a pour solution z5 = 7 Elle est dite
a a

2a
e sinon, I'équation Z? = b? — 4ac possede deux solutions distinctes d’apres le théoréme

b 2
double car elle annule chacun des deux facteurs du carré (z + —) ;

5.7. Soit 6 'une d’entre elles. L’équation se réécrit alors

b\ & b—6 b+0 ,

24— —— =0%& |2+ z+ —— | = 0 qui permet de conclure en
2a 4a? 2a 2a

utilisant le fait qu'un produit est nul si et seulement si 'un de ses facteurs est nul. )

-

o N
i Méthode
Pour résoudre une équation du second degré a coefficients complexes :

e on calcule le discriminant A = b* — 4ac;

e si A =0, on a immédiatement la solution double;

e si A # 0, on cherche la partie réelle et la partie imaginaire de I'un des deux complexes

E—
§ vérifiant 62 = A en résolvant le systeme { 0P N c’est-a-dire en adaptant au
Y cas n = 2 la méthode de résolution des équations du type z" = c. )

Ex. 5.4 Résoudre sur C I'équation 22% — (1 + 5i)z — 2(1 — i) = 0.
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(" Cor. 5.4 A

A= (1+5)*+16(1—14)=1—25+10i + 16 — 16i = —8 — 6i.
Recherche de 1'une des racines secondes de —8 — 61 :
| — 8 — 6i]? = 100 donc § = a + b est solution de

a’> — b +i2ab = —8—6i 20> = 92

=
a’>+ b = 100 2ab = —6

On choisit par exemple § = v/46 — 3i1/6 et on obtient pour ensemble de solutions

s 1+ V46 +i(5—3v6) 1—+46+1i(5+3V6)
B 4 ’ 4
Remarque : on aurait aussi pu chercher § sous forme trigonométrique.

\_

I1.4. Relations coeflicients-racines

Théoréme 5.9

Si 21, 22 € C sont les solutions de I’équation az? +bz+c = 0 avec a # 0, b et ¢ trois nombres

complexes alors

b
Vze C,az2 +bz+c=a(z — 21)(z — 22), 21+ 29 = ——, zlngzf
a a

~

4 Démonstration

La premiere identité résulte immédiatement de la démonstration du théoreme précédent. Les

deux suivantes s’obtiennent soit en développant la premiere, soit en utilisant les formules

explicites obtenues pour z; et z».

o /

I1.5. Factorisation d’un polynome

Définition 5.10 (Polynéme)
On appelle polynéme a coefficients réels (ou complexes) toute expression P(z) du type

n

P(z) = Z apr®

k=0
olt (ax)kefomm] est une famille de nombres réels (ou complexes).
Le plus grand entier k € [0;n] tel que a; # 0 est appelé degré du polynéme P(zx).

Le degré du polynome nul (P = 0) est par convention égal a —oo.

Souvent, la variable x n’est pas écrite : on parle simplement du polynéme P.

Théoreme 5.11

Soit P un polynome a coefficients réels ou complexes et a une racine (réelle ou complexe) de

P.
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Autrement dit, soit a tel que P(a) = 0.
Alors il existe un polynome @ tel que P = (X — a)Q.

é Démonstration N

On écrit P=P — P t on factorise.
| On éeri (a) et on factorise )

(o
4 Méthode : Résolution des équations polynomiales de degré supérieur a 3

Le théoreme précédent permet d’affirmer que si on connait une solution a d’une équation
polynomiale
P(z)=0

alors on peut réécrire cette équation (z —a)Q(z) = 0.
Ceci conduit a la méthode suivante : pour résoudre une équation polynomiale de degré supérieur
a3

e on cherche une « racine évidente » a de I’équation P(x) = 0;

e on factorise P de sorte a ce que 1'équation devient (z —a)Q(z) =0< | ou

e on recommence le méme procédé sur I'équation Q(z) = 0.

\_

Ex. 5.5 Résoudre I'équation d’inconnue z € C : (E) 2*+22% — 2 —-2=0.

I1.6. Propriétés de ’exponentielle complexe

Nous avons défini page 52 I'exponentielle complexe par Vz € C,e* = eR¢(2) x e Zm(z),

En voici quelques propriétés :

Propriété 5.12 (Propriétés de ’exponentielle complexe)

V(z;2') € C*:

!/ !/
® 7 X e = e*T?

1 _

o —=e¢ z
& ,
i
(&

ee=1 & ke, z=2ukr
[ ]
& 2z =0[2in]
o & =¢? &z =2 [2in]

Propriété 5.13
Vz € C,
o le*| =e

o arg (e®) =ZIm (z)[27].

Re(z) .

)

88



CHAPITRE 5. NOMBRES COMPLEXES : EQUATIONS ET GEOMETRIE PCSI, 2024/2025

Démonstration

iZIm(z) Re(z)

° ’€Z| _ |€Re(z) % eiIm(z) —e

= |eRe(z) X e
o arg (e”) = arg (e®°®) x Tm()) = arg (7)) + arg (e™7™*)) = Im (2) [2n)

f Important !

L’équation e* = ¢ € C* possede une infinité de solutions complexes, la partie imaginaire de z

étant définie a 27 pres.

a0 , N
B;\M/ Méthode : Equations du type e* = c € C*
La propriété précédente donne une méthode de résolution des équations du type e* = ¢ € C* :

en effet, résoudre I’équation revient a résoudre le systeme

{ yez‘ — eRelz) — ’C’

arg (¢*) = Im(z) = arg(c) [27]

Ex. 5.6 Résoudre les équations d’inconnue z € C :
(El) et = -7 (EQ) ef=5—12

Cor. 5.6

(Ey) & e* =T7e™ < 2 =In(7) + i(m + 2kn), k € Z

5—12i 5—12i
Ey)) & e* =+/25+ 44— =13 & 2 =In(13)+i(Arctan (=2) + 2k ), k € Z
(E2) — 5 (13) +i (Arctan (52) + 2km)

IT1. Correction des exercices

Cor. 5.1 :

1) ABC est équilatéral direct si et seulement si C' est I'image de B dans la rotation de centre
A d’angle %.
Donc ABC est équilatéral direct si et seulement si ¢ — a = €'5 (b — a).
2) A partir de I’équation précédente, on obtient :
c—a=e3(b—a) & (5 -1)a—e3b+c=0
& ja+j*h+c=0
& a+jb+5%c=0
3) ABC est un triangle équilatéral si et seulement si ¢’est un triangle équilatéral direct OU
indirect. D’ou :
ABC est un triangle équilatérale (a + jb + j%¢) (a + j2b + jc) = 0.
En développant on obtient
ABC est un triangle équilatérale a? + b? + ¢ — ab — ac — be = 0.

4) Traitons uniquement le cas direct, le cas indirect étant obtenu par permutation de deux
sommets du triangle.

Supposons que b et ¢ soient a parties réelles et imaginaires entieres, alors
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—Re (b) +V3Zm (b) — Re (c) — V3Im (c)
@=—jb—jre= L Im(b) — V3Re )+ Tm (¢) + V3Re (0
2

Donc, pour que Re (a) soit entier, il est nécessaire que Zm (b) = Im (c) (car v/3 est irra-

tionnel).
De méme, pour que Zm (a) soit entier, il est nécessaire que Re (b) = Re (c).

Donc les seuls triangles équilatéraux a coordonnées entieres sont ceux réduits a un point !
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Maths - Chapitre 6
Fonctions de référence

I. Fonctions usuelles

I.1. Logarithmes, exponentielle
a) Logarithmes
Définition 6.1 (Logarithme népérien)

D’apres la proposition 4.33, la fonction f : x € ]0, +o00[ — i € R admet une unique primitive

qui s’annule en 1. Elle se note In et s’appelle la fonction logarithme népérien.

Remarque

1
e La fonction F': o € R* + In|z| est dérivable sur R* de dérivée x € R* — —. Clest
x
1 1
évident sur RY et sur R*, F'(z) = —— = —.
—r
e On utilise souvent en physique, chimie et sciences de I'ingénieur la fonction logarithme
. . . P Inx
décimal notée log;, ou plus simplement log et définie par log,, : x € RY 10 e R.
n
Propriété 6.2 (Propriétés opératoires)
e Pour a,b € R’ , In(ab) = In(a) + In(b).
e Pour a,b € RY, In %) = In(a) — In(b).
e Pour a € R} ,n € Z, In(a") = nln(a).
(" Démonstration A

e Pour a € RY, la fonction g définie sur R’ par g(x) = In(ax) est dérivable et, pour tout

z € R, ¢(r) =ax L =2 =1In(z). Les fonctions In et g ont des dérivées égales sur
Iintervalle R, elles different donc d'une constante. Comme g(1) —In1l = Ina, on a,

pour tout € RY, In(ax) = In(a) + In(x).

b b
e Pour q,b € R%, Inb=In| - xa|=1In(-]+Ina.
a a

e On démontre pour a € R%,n € N, In(a") = nln(a) par récurrence sur n.
x Imitialisation : In (a°) = In(1) = 0 et In (a') = In(a) = 1 X In(a).
» Hérédité : supposons que pour n € IN donné, et pour tout a € R ,In (a") = nln(a).
Montrons alors que la propriété est vraie au rang n + 1.
Va € Ri,In(a"") = In(a" x a) = In(a") + In(a) d’apres la premiere propriété
opératoire. En utilisant alors la propriété de récurrence, on a :
Va € R, In (a"*") = nln(a) + In(a) = (n + 1) In(a).

* Conclusion : la propriété est initialisée au rang n = 0 et héréditaire a partir de ce
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rang, elle est donc vraie pour tout n € IN.
Pour n € Z_, on utilise la seconde propriété opératoire : Va € R% ,In (a") = In (a%n) =
— (—n)In(a) ot (—n) € N, donc Va € R¥ ,In (a™) = nln(a).
\_ %
Propriété 6.3 (Variation, limites)
La fonction In est strictement croissante sur |0, +o00[. De plus,
lim In(z) =400 et lim In(z) = —o0
T—+00 z—0t
4 Démonstration h

La fonction In est strictement croissante sur R’ car sa dérivée est strictement positive. De plus,

pour tout n € IN, In (2") = nln(2) —, oo car In(2) > In(1) = 0. Donc lir+n In(x) = +o0.
n—+o0 T—T00

Enfin, en posant u = 1, 2 — 07 équivaut & u — 400. De In(u) = In (z~') = —In(x), on déduit
KC’}HEL In(x) = ugrfoo(— In(u)) = —oo. )

Corollaire 6.4

La fonction In est une bijection de R? dans R.

Notation

| On note e 'unique réel tel que In(e) = 1. Approximativement, e ~ 2, 7.

Ex. 6.1 Etablir, pour z € | — 1, 400[, In(1 + z) < z.

1
En déduire que Z T diverge vers +o00.
k=1

/Cor. 6.1 N

On dérive f : x € ]=1, +0o[— In(14x)—x sur son ensemble de définition : f'(z) = z—1= %
qui est du signe de —x.

La fonction est donc croissante sur | — 1;0], décroissante sur [0; +-o00[ et comme f(0) = 0, elle

admet un maximum global 0, atteint en 0.

- /

1 1
Ex. 6.2 Montrer que, pour x > 0, 271 <In(z+1)—In(x) < =

1
En déduire que S,, = Z z vérifie : Vn € N*In(n+ 1) < S,, < 1+ In(n).
k=1

Cor. 6.2
On reprend l'inégalité In(1 + u) < u de I'exercice précédent en remarquant que 1’égalité n’est
vérifiée que pour u = 0. Or In(z + 1) — In(z) =In (14 1) < 2 en posant u = 1 0.

La partie gauche s’obtient en écrivant In(z + 1) —In(z) = —In (%) = —In(1 — =5).
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b) Exponentielle

Définition 6.5 (Exponentielle)

| La fonction exponentielle, notée exp, est la bijection réciproque de la fonction In.

Remarque

Pour tout entier relatif n, on a In(e") = nln(e) = n = In(exp(n)). On en déduit, In étant

injective, que exp(n) = €. On généralise en notant, pour tout réel x, exp(x) = e”.

Propriété 6.6 (Dérivée de I’exponentielle)

La fonction exponentielle est dérivable sur R et, pour tout = € R, exp’(z) = exp(z).

~

4 Démonstration
La fonction In est dérivable sur |0, +oo[ et sa dérivée ne s’annule pas. D’apres la proposition

4.26, exp est dérivable sur R et, pour tout réel z, exp’(z) = —— =expz.
In'(exp x)

- /

Propriété 6.7 (Propriétés opératoires)

Pour tous z,y € R, on a :

o "V = ¢%e¥ (équation fonctionnelle).

ey’

4 Démonstration

C’est un corollaire de la proposition 6.2 donnant les formules analogues pour In.

-

Ex. 6.3 (Cor.) Etablir, pour n € N* et ay,...,a, € R, exp (Z ai) = l—[exp (a;).

i=1 i=1

Ex. 6.4 Etablir, pour n € Z et a € R, exp(na) = (exp(a))™.

Cor. 6.4

La fonction In : R} — R est une bijection, donc I’égalité équivaut a
Vn € Z,Va € R, In [exp(na)| = In[(exp(a))"] < Vn € Z,Ya € R,na = na qui est... vraie!

Ex. 6.5 Montrer que Vo € R,e* > 1 + x.

“lekn 3 1
En déduire que Vn € IN*, Z 573
n n

k=0

puis que e > 5

c) Synthése et représentations graphiques

93



CHAPITRE 6. FONCTIONS DE REFERENCE PCSI, 2024/2025

/Exponentielle et logarithme A

Valeur de z —00 0 +oo

Signe de exp(x)

Variations de exp

Valeur de z —00

_l’_
g

Signe de %

Variations de In |z

1.2. Puissances

Définition 6.8 (Fonctions puissances)

_ _ , o R — R%
Pour a € R, la fonction puissance «, notée p,, est définie par p, : .
s % = eoclnac

Remarque

e Pour a € N, la fonction p, est définie sur R et pour a € Z* elle est définie sur R*.
Pour toute autre valeur de o, la fonction p, est définie sur R? et se prolonge pour
a > 0 par continuité par 0 en 0.

e Il est trés important de retenir que, par définition,
Va € RL,Vb e R, a® = ebne,

Dans la plupart des problemes faisant intervenir des puissances d’exposant non entier,

c’est la seconde expression qui permet de parvenir au résultat.

Propriété 6.9 (Dérivée)

L’application p, est dérivable sur R* et, pour tout x > 0, pi,(z) = az® 1,

4 Démonstration N

ploé(,lj) — Tealnzt _ Oé(i(a_ Jlnz _ are1.

\

Propriété 6.10 (Propriétés opératoires, variations, limites)

e Pour tous o € R et tous z,y € R%, on a (zy)* = 2%y,

e Pour tous a, 8 € R et tous z € RY, on a 277 = %27 et (2*)° = 2.
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e Si a <0, p, est strictement décroissante, lim+ % =400, lim x%=0.

z—0
e Sia >0, p, est strictement croissante, lim z% =0, lim z% = 4o0.
z—0t T—r+00

e Sia=0, py est la fonction constante a 1.

/Démonstration R
° (:L.y>o/ — e(xln(my) — ealn(z)—i-ozln(y) — ealn(z) % 6()zln(y) — xay(y
g e Les autres propriétés se démontrent de méme en revenant & la définition z® = e®(®), )

Remarque

2
La fonction x € R, — z3 prolongée par 0 en 0 vérifie, pour tout x > 0, (m%) = z. C’est donc

la bijection réciproque de la fonction carrée restreinte a R, : c’est la fonction racine carrée.

/Fonctions puissance R
Valeur de z 0 1 +00
21 Signe de ax®™!
] a>1:
] Variations de z¢
1,51
1 Valeur de z 0 1 +00
] Signe de ax®!
] O0<a<l:
Variations de z¢
0,54
] Valeur de z 0 1 +00
Signe de ax®!
"0 % ; 5 : a<0
Variations de z¢
\_ %
I.3. Croissances comparées
Lemme 6.11 (Lemme fondamental)
1
im 2@ _
T——+00 €
(" Démonstration N

; ) |
Pour tout réel > 0, d’apres I'exercice 6.1, In(z) < x — 1. Or ln(\/f) = % < v/x — 1. Donc,

In(x) - 2\/x
X h X r—+00
kconclure. )

pour tout réel x > 1, 0 < 0. Le théoreme « des gendarmes » permet de
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Proposition 6.12 (Croissances comparées)

e Pour tous réels strictement positifs o et 3, on a

l a
lim (nz) =0 et lim 2°|lnz|* =0
z—too B z—0t

e Pour tout réel a strictement supérieur a 1 et tout réel a, on a

T

. a .
lim — =400 et lim a®|z|* =0
x——+oo % T——00

4 Démonstration

e Soit x > 0. On pose t = 2% soit x = t%. Dire que x tend vers +oo équivaut a t tend
. B (Inz)> Int : : Int _
vers +oo car o > 0. On a —5— = (§)%(%")". Puisque a > 0, tngrnoo(%)o‘(T)o‘ =0

d’apres le lemme 6.11. Pour la deuxieéme limite, puisque x tend vers 0 équivaut a

u = % tend vers +o00, le résultat s’obtient a partir de la premiere limite, en remarquant

[ Inu|™

que 2’| Inz|* = =5

e On pose t = a”, c'est-a-dire x = 11:11—2 Comme Ina > 0, t tend vers +oo lorsque x
t

(Int)e
précédents. Pour la deuxieme limite, on utilise le changement de variable u = —x et la

tend vers +00. On a & = (Ina)”

et la premiere limite se déduit des résultats

—u 1

formule ¢ =

N e Y,

(e
Y7 Méthode : Fonction du type uV

Soit w: D — R et v: D — R. Pour étudier f: D — R, z+— u(z)"@, on écrira,

Vo € D, f(z) = e?@ )
L (@)

Ex. 6.6 (Cor.) [*+x] ~Montrer que, pour tout z,y € R%, 2¥ +y* > 1.

Ex. 6.7 On rappelle que nous avons démontré, a l'exercice 6.2, que

1 1
Vr € R*Jr, ;(,’——}—1 < 1H(.T+ 1) — hl(l’) < E

1 n
Montrer que lim (1 + —) =e.
n

n—-+4o00

1.4. Fonctions circulaires

Voir chapitre 8.

I.5. Fonctions circulaires réciproques

La restriction siny| de la fonction sinus est strictement croissante, donc injective (d’apres la

.4

proposition 4.18) ; de plus, sin(5*) = —1 et sin(%) = 1. sinj—z = est donc une bijection continue

de [£, 3] = [-1,1].

De méme, cos)( -] est une bijection continue strictement décroissante de [0, 7] — [—1, 1] et tan -z x|
272
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une bijection continue strictement croissante de | 5%, [— R.

7 Définition 6.13 (Arcsinus, arccosinus, arctangente
g

e Arcsinus, notée Arcsin, est la bijection réciproque de la fonction S|z xy
272

. -1.1] — [F.3]
Arcsin : ]
— sin_~__(x)
=53]

e Arccosinus, notée Arccos, est la bijection réciproque de la fonction cos|j ) :

Arccos : { =L — [0

-1
T — o8 (x)

e Arctangente, notée Arctan, est la bijection réciproque de la fonction tan—x = :
22
R — ]33]
Arctan : . _1

—— tan

. (@)

=3

Propriété 6.14 (Equations trigonométriques)

e Pour tout x € [—1, 1], sin(Arcsinz) = z et cos(Arccosz) = .

e Pour tout x € R, tan(Arctanz) = x.

e Pour tout y € [—1, 1], ensemble des solutions z € R de
sin(z) =y est S; = {Arcsiny + 2km, k € Z} U {m — Arcsiny + 2km, k € Z}
cos(x) =y est Sy = {Arccosy + 2km, k € Z} U {— Arccosy + 2km. k € Z}.

e Pour tout y € R, I’équation tan(x) = y a pour ensemble de solutions { Arctan y+km, k €
Z}.

Propriété 6.15

e Arcsin est impaire, strictement croissante et continue sur [—1, 1].
e Arccos est strictement décroissante et continue sur [—1,1].

e Arctan est impaire, strictement croissante et continue sur R.

b T
De plus lim Arctan(z) = ——= et lim Arctan(z) = —.
Z——00 2 z—+00 2
4 Démonstration R
kCe sont des corollaires immédiats de ’exercice 4.14 et de la proposition 4.26. )

I.6. ATTENTION : composition des fonctions trigonométriques et de leurs

réciproques
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f Important ! Bijections réciproques de restrictions
Les fonctions Arcsin, Arccos et Arctan ne sont pas les réciproques de sin, cos ou tan, mais

celles de restrictions bien choisies. Ceci engendre quelques difficultés. Par exemple :
o Arcsin(sinz) = x si et seulement si v € [-3,7];

e Arcsin (sm %’r) Arcsm( ) E# g}

On fera également attention pour Arccos(cos x) et Arctan(tanz).

%& Méthode : Simplification des composées de fonctions circulaires et réciproques

sin(Arcsin(z)) = z
cos(Arccos(z)) = x
e Vz € R,tan(Arctan(z)) =z

e Arccos(cos(z)) = x < x € [0;7] : autrement dit, Arccos(cos(z)) = z si et seulement

o Vx € [—1;1],

si z est dans lintervalle [0;7]. En dehors de cet intervalle, on utilise les propriétés
cos(—x) = cos(x) et cos périodique de période 2.

o Arcsin(sin(z)) = z < 2 € [£; 2] : autrement dit, Arcsin(sin(z)) =  si et seulement

] En dehors de cet intervalle, on utilise les propriétés

23
sin(m — x) = sin(z) et sin périodique de période 2.

o Arctan(tan(z)) =z & x € |55

si x est dans l'intervalle |:

= 2[ : autrement dit, Arctan(tan(z)) = z si et seulement
si x est dans l'intervalle ]T’T %[ En dehors de cet intervalle, on utilise la propriété tan
périodique de période .

e Enfin, on a démontré les propriétés suivantes :

cos(Arcsin(z)) = V1 — 22

—-1;1
ve € [=1i1) sin(Arccos(z)) = V1 — a2
\_ /

Ex. 6.8 Simplifier Arccos(cos z), Arcsin(sinz) et Arctan(tanx) si x € [, 27].

(" Cor. 6.8 R
Si x € [m, 2n], alors —x € |27, —7] et —x + 27 € [0, 7] et cos(—z + 2m) = cos(z), ainsi
Arccos(cosz) = —x + 2.

Pour Arcsin(sin z), on distingue deux cas. Si z € [, %], alors 1—2 € [—Z,0] et Arcsin(sinz) =
T —x, et si x € [3, 27, alors  — 27 € [—5,0] et dans ce cas Arcsin(sinz) =z — 2.

Pour Arctan(tan x), I'expression n’a pas de sens pour z = 3“ . On envisage encore deux cas. Si
z€[m [,z —m€[0,Z] et ainsi Arctan(tanz) —x—ﬂet siz e |32, 2r], 2 — 21 €] - Z,0]
et alors Arctan(tan r)=x — 2.

J

Ex. 6.9
1) Soit k € Z, v € R. Montrer que sin(z + kr) = (—1)sin(z).
2) Soit k€ Z, x € [%ﬂ+kw;%+kw].
Simplifier Arcsin(sin(z)).
3) Soit k € Z, x € [km; 7 + k).
Simplifier Arccos(cos(z)).
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4) Soit k € Z, x € ]%ﬂ+kw;%+kw[.
Simplifier Arctan(tan(z)).
I.7. Dérivées des fonctions circulaires réciproques

Nous allons utiliser le théoreme 4.26 pour obtenir une expression de la dérivée des fonctions Arccos,

Arcsin et Arctan.

Lemme 6.16
Pour x € [—1, 1], cos(Arcsin(z)) = V1 — a2 et sin(Arccos(z)) = V1 — 22.
(" Démonstration R
Soit z € [—1,1], cos?(Arcsinz) + sin?(Arcsinz) = 1 implique | cos(Arcsinz)| = /1 — 22
Or Arcsinz € [—%, 5] donc cos(Arcsinz) > 0 qui permet de conclure.
kLa deuxieme formule se démontre de facon similaire. )
Propriété 6.17 (Dérivabilité)
1
e Arcsin est dérivable sur | — 1, 1] et pour tout x € | — 1, 1], Arcsin’(z) = —.
|- 1,1] - Ar) = g
e Arccos est dérivable sur | — 1, 1] et pour tout z € | — 1, 1[, Arccos'(z) = ——.
|- 1,1] - Ll Areae) =
e Arctan est dérivable sur R et pour tout z € R, Arctan’(z) = T2
x
( Démonstration h
e [’application Sm\[%’ﬂ%] est dérivable et sin’ = cos s’annule en —5 et . D’apres la
proposition 4.26, Arcsin est dérivable sur | — 1, 1] = [—1, 1]\ {sin(—%),sin(%)}. Et pour
tout x €] — 1,1],
1
Arcsin’(z) = , soit Arcsin’(z) = ———= d’apres le lemme 6.16.
() cos(Arcsin(z)) (z) 12 b
e La preuve est similaire a la précédente.
e L’application tan; = ~ est dérivable et pour tout « € | — %, Z[, tan’(z) = 1+4tan®z # 0.
1 1
Par suite, Arctan est dérivable sur R et, pour tout z € R, Arctan’z = 5 = 5
L 1 + tan*(Arctanz) ) I+

( Fonctions trigonométriques réciproques

-
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Valeur de z -1 0 +1

—1
Signe de ———

N 1 — 22

Variation de Arccos

Valeur de z -1 0 +1

1
Signe de ———
1—a?

Variation de Arcsin

T Valeur de x —oo 0 +oo
;: Signe de
‘ & 1+ a2
o] Variation de Arctan
\_ /

Ex. 6.10 Montrer que 2 Arctan% = Arctan %.

(" Cor. 6.10 h

2(1
Comme tan (2 Arctan %) = %
1= (3)

La fonction Arctan étant strictement croissante, on a 0 < Arctan% < 7 puisque Arctan0 =0

= %, on en déduit 2 Arctan% = Arctan % + km avec k € 7.

et Arctan1 = 7. Par suite, 0 < 2Arctan% < z, donc k = 0.
N 2 J

Ex. 6.11 Simplifier les expressions sin(2 Arcsin(z)), cos? (3 Arccos z) et cos(Arctan z).

(" Cor. 6.11 A

Pour tout x € [—1, 1],

sin(2 Arcsin(x)) = 2 sin(Arcsin(z)) cos(Arcsin(z)) = 2xv1 — 22,
1+ cos(Arccosr) 14

cos? (% Arccosz) =
2
Pour = € R, Arctan(z) € |5, Z[ d’ott cos(Arctanz) > 0. Donc
1 1
cos(Arctanz) = = :
( ) % 1 + tan?(Arctanx) /1 + 22

-

Ex. 6.12 Montrer que pour tout x € [—1, 1], Arccos z + Arcsinz = g
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Cor. 6.12
Pour z € [-1,1], sin (Z — Arccosx) = cos(Arccos 7) = x. Or % — Arccosz € [ 5=, 2] donc

™ .
5 Arccosz = Arcsin .

1 =
Ex. 6.13 Montrer que pour tout x € R’ , Arctanx + Arctan — = 7 Qu’en est-il si z € R* 7
— x

(" Cor. 6.13 R
Soit f:x € R* — Arctanz + Arctan % f est bien définie, continue et dérivable sur R*.
1 —1 1
Pour z > 0, f'(z) = —— + — X = 0. L’application f, de dérivée nulle sur R , est
f'(x) T2 T T pp f L
N T mm
constante d’apres la proposition 4.27 et f(1) = 1 - 137
~ . A . - - -
Sur R*, le méme raisonnement pourrait étre reconduit et comme f(—1) = T + T -3
on a
. 1 -
Vo € R*, Arctanz + Arctan — = -
x
KOn peut aussi arriver plus simplement a ce résultat en remarquant que f est impaire. )

Remarque

L’exercice 6.13 précédent montre notamment qu'une fonction peut étre dérivable sur R*, de
dérivée nulle sur R* sans pour autant étre constante sur R*.
En effet, le théoreme 4.27 énongant ’équivalence (f' = 0 < f = cte) n’est valable que sur un

intervalle !

Ex. 6.14 (Cor.)  Simplifier lorsque c’est possible Arccos (1 — 22?).

I.8. Valeurs particulieres des fonctions circulaires et de leurs réciproques

Remplir les deux tableaux suivants :

Valeur de x Valeur de sin(z) | Valeur de tan(x)
Valeur de x Valeur de cos(z) —
0 2
s 3
6 s
T 1
4 —_r
T 6
3 0
2 s
2m 6
3 T
3m 4
4 T
5 3
6 s
- 2
Valeur de ........... Valeur de u 11111111/
Valeur de ........... Valeur de u
Valeur de ........... /1111111 Valeur de u
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1.9. Fonctions hyperboliques

Définition 6.18 (Fonctions hyperboliques)

R — R
e La fonction cosinus hyperbolique, notée ch, est définie par ch : et e %
:L' I \
2
R — R
e La fonction sinus hyperbolique, notée sh, est définie par sh : T — 7
a’;’ —
2

Propriété 6.19

Pour tout réel z, on a ch(z) + sh(z) = €%, ch(x) — sh(z) = e™® et ch®(z) — sh?(x) = 1.

(" Démonstration N
Les deux premieres formules sont immédiates.
kPour la troisieme, on écrit ch?(z) — sh®*(z) = (cha —shz)(chx +shz) = e %e* = 1. )

Remarque

De la méme fagon que ¢ — (cost,sint) est une fonction de R sur le cercle

C = {(x,y) € R? 2* + y? = 1}, la troisitme formule montre que ¢ — (cht,sht) est une fonc-
tion de R sur I'ensemble H = {(z,y) € R? 2* — y* = 1}.

Cet ensemble est une hyperbole, ce qui justifie I’adjectif hyperbolique.

Ex. 6.15 Obtenir pour € R des formules de duplication de ch(2x) et sh(2z) similaires a celles
des fonctions trigonométriques.

Cor. 6.15
2x —2z T —x\2 T _ ,—x)\2

ch(231?):6 —|—26 :<6 +e) I@ ) =ch*z +sh®x;
20 _ 2z T _ - T —x

h(2e) = =" = (e )2<€ ) _ o eh(x) ch(a).

Ex. 6.16 (Cor.)  Obtenir pour a,b € R des formules d’addition de ch(a +b) et sh(a+ b) similaires
a celles des fonctions trigonométriques.

Propriété 6.20 (Dérivées)

Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R. Pour tout € R, ch’(z) = sh(z) et sh’(z) = ch(z).

~

é Démonstration

On calcule la dérivée de ch, celle de sh s’obtenant de fagon similaire.

ch est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables. De plus
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VxGR,ch'(x):e Fle) e = sh(z).

N 2 2 Y,

Propriété 6.21 (Variations, limites)

e [’application ch est paire, strictement croissante sur R, et continue. De plus,
lim ch(z) = +o0, lim ch(x) =400 et
T—r—00 T—r+00
ch(zx
lim (z)
T—r+00

e [’application sh est impaire, strictement croissante et continue. De plus,

= 400 (branche parabolique).

lim sh(z) = —oo, lim sh(z) = 400 et
T——00 T—+00
h
lim 2 (=) = 400 (branche parabolique).

T—>—400 €T

(" Démonstration
On montre le premier point. Le domaine de définition Dy, est centré en zéro et, pour tout
r € R, ch(—z) = €_T++_(_T) = ch(z), par suite ch est paire. Si 0 < z < y, on écrit chy —chz =

1 T4y —rT—y

y—x zr—y N . ..
s5(e2 —e77 )(ez —e7z ) et chacune des parentheses est strictement positive car exp est

strictement croissante. La continuité est acquise, ch étant la demi-somme de deux fonctions

. . . . s 1. , . x —x
continues. Les limites en 00 sont immédiates. Enfin, pour z > 0, on écrit ChTm = %% + %ex ,
. T N . , . —x . . . h
lim %e— = 400 d’apres les croissances comparées et lim %e— =0, ainsi lim < @) = } 0.
kx%Jroo x T—+o04 ¥ z—4o0 ¥ )

Ex. 6.17 Calculer les dérivées secondes des fonctions f : x + sinx shx et g : x + cosx chx.

(" Cor. 6.17 h
f et g sont indéfiniment dérivables sur R comme produits de fonctions qui le sont.
Pour tout réel x, f'(x) = cos(z) sh(x) + sin(x) ch(z) d’ou

f"(x) = —sin(z) sh(z) 4 cos(z) ch(x) + cos(z) ch(z) + sin(x) sh(x) = 2 cos(z) ch(z).
De méme, on obtient Va € R, ¢"(z) = —2sinz shzx.

-

Ex. 6.18 BEtudier les variations de h : x — shz + cos x.

Cor. 6.18

h est dérivable sur R et A’ = ch — sin est strictement positive. h est donc strictement croissante
sur R.

Remarque

e.’E
e On rapporte le plan a un repere orthonormé. Soit m : x € R — —. Pour tout x € R,
le point E(x, m(z)) est le milieu du segment vertical [S(x,shz),C(x,chz)].
e On montre en mécanique que la courbe représentative de ch épouse la forme d’'un fil

pesant et homogene suspendu par ses deux extrémités. Pour cette raison, on I'appelle

la chainette.
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/Fonctions hyperboliques A

2_

Valeur de z« —00 0 oo
Signe de sh(z)

_________________ Variations de ch

Variations de sh

Signe de ch(z)

- /

I1I. Extension au cas des fonctions a valeurs complexes

Dans ce qui suit, I est un intervalle réel contenant une infinité de points.

II.1. Parties réelle et imaginaire d’une fonction a valeurs complexes

Définition 6.22 (Parties réelle et imaginaire, module)
Soit f : I — C une fonction de la variable réelle et a valeurs complexes.
Il existe un unique couple de fonctions f; : I — R et fo: I — R telles que f = f1 +ifs.
L’application f; s’appelle la partie réelle de f et f; s’appelle la partie 1maginaire de f.
L’application 4/ f7 + f3 s’appelle module de f.

Notation
| On note fi = Re(f), fo =Im(f) et |f| le module de f.

Définition 6.23 (Fonctions a valeurs complexes bornées)
Soit D une partie de R et f: D — C une fonction.

On dit que f est bornée si |f| est majorée.

Remarque

Cette définition généralise la notion de fonction a valeurs réelles bornée. Cependant, les no-
tions de fonction majorée et de fonction minorée ne s’étendent pas aux fonctions a valeurs

complexes.
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Ex. 6.19 Soit f : R — C définie pour tout x réel par f(z) = % Calculer 'expression pour
— ir+ T
r € Rde Re(f)(z) et de Zm (f) (x).
(" Cor. 6.19 h
o (x+1)sinx = —zxsinx o o . )
On peut écrire f(z) = T T) i T 1) en multipliant par la quantité conjuguée.

(x+1)sinz —zsinx

On obtient Re (f) (z) = PRy et Im (f) (z) = PRy gyl

\ J

I1.2. Continuité et dérivabilité d’une fonction a valeurs complexes

Définition 6.24

On dit que f : I — C est continue si Re (f) et Zm (f) sont continues. De méme, on dit que
f 1 — C est dérivable si Re (f) et Zm (f) sont dérivables. On pose alors pour tout = € I,

f'(x) =Re (f) (2) +iZm (f) ().

Enfin, on dit que F': I — C est une primitive de f : I — C si F/ = f. On étend de méme la
b

b b
notion d’intégrale, en posant pour a,b € I, f f(t)dt = f Re(f) (t)dt + zf Im (f)(t)dt.

a

Les formules portant sur la dérivée (ou la continuité) d’une somme, d’un produit ou d’un quotient

sont aussi valables pour les fonctions a valeurs complexes.

II.3. Dérivée de exp oo

Proposition 6.25

I — C
Si¢p: I CR — C est dérivable alors f : { est aussi dérivable et (e¢)/ = ¢'e?.
t = e
/Démonstration A
Notons x = Re (¢) et y = Zm ().
vt € 1,e%® = e*®(cos(y(t)) + isin(y(t))) = e*® cos(y(t)) + ie”® sin(y(t)).
Par définition de la dérivée d’une fonction de la variable réelle a valeurs complexes,
(e¢)/ = 2'e"cos(y) — e"y'sin(y) + z'(x’em sin(y) + e*y’ Cos(y))
= 2%V +iy'eve = (2 +iy)e? = ¢'e?
\_ %

IT1I. Compléments

IT1.1. Technique d’élimination des racines carrées
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\

.
%@ Méthode : Elimination des racines carrées

Pour les expressions du type v/1 — 22, v/1 + 22 et v/22 — 1, a I'aide d’un changement de variable
judicieux, on fait apparaitre un carré sous la racine.
e Pour /1 — 22, définie si x € [~1,1], on pose = = sint.
Ainsi V1 — 22 = v/1 —sin?t = Vcos?t = | cost|. Si 'on impose ¢ € [, 5], on peut se
passer des valeurs absolues. Ici, on peut aussi poser x = cost.
e Pour v/1 + 22, définie pour tout z réel, on pose = = sht.
Alors V1 + 22 = V1 +sh®t = Vch?t = cht.
e Pour v/22 — 1, définie pour tout = > 1, on pose = = cht.

Par suite 22 —1 = v/ch®t —1 = Vsh®t = |sht|. On peut se passer de la valeur

absolue en imposant ¢ > 0. La quantité v/x? — 1 est aussi définie pour tout =z < —1;

dans ce cas, on pose xr = — cht.

- /

III.2. Résumé de l’ordre logique de définition des fonctions usuelles

Analyse

Fonction In

Fonction exp complex@

CFonctions cos, sin, tan

(F onctions Arccos, Arcsin, ArctarD

Géométrie
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ITII.3. Tableau des dérivées/primitives usuelles
Fonction Dérivée Intervalle(s) de validité
Dé%ion

1
In |x| T = ] — 00;0[ ou |0; +00]

x
exp exp R
P T ar®! 10; +o00[
pour a € R prolongeable en 0 si o > 1

valable aussi sur | — 00; 0 si a € Z
sin cos R
cos —sin R
2 __ s . T
tan 14 tan —@ ]—E—Fk’fﬁi—i-kﬂ'[
pour k € Z
1
Arcsin T — —1:1
— |- 11
A N | —1;1]
ICCOS T — —1;

\V 11— x?
Arctan T = R

1+ a2
ch sh R
sh ch R

Primitivation
H

Primitive Fonction Intervalle(s) de définition

Remarque

e Une fonction continue possede une primitive sur tout intervalle inclus dans son

ensemble de définition d’apres le théoreme 4.33 (théoreme fondamental du calcul

intégral).

e Pour cette raison, I’ensemble de dérivabilité d’une fonction de référence est

I'intersection de son ensemble de définition avec l’ensemble de définition

de sa dérivée.

e Le théoreme de dérivation d'une composée (4.25) s’écrit, dans le cas particulier des

fonctions de référence, de la fagon suivante :
(expog) = ¢ X exp o

1
(Inog) = ¢/ x
¢
etc...
a condition que ¢ prenne ses valeurs dans l’ensemble de dérivabilité de

exp, In, etc...

IV. Correction des exercices

Cor. 6.3 :

On le démontre par récurrence sur n € IN* :
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e Initialisation : Va; € R, exp (a1) = exp (aq).

o Hérédité :

n
Supposons que pour n € IN* donné et quels que soient aq,...,a, € R, exp( al-)
i=1

n

[ Texe @0,

i=1

\V/ala-"aan-f—l € Raexp(

n+1

Z ai) = exp (Zn: @; + Qpt1

i=1

i=1

On utilise alors la propriété de récurrence :

Yay,..., a1 € ]R,exp(

n+1

Zaz

i=1

i=1

n+1

) = l_[exp (a;) exp (an41) = l—[eXp (a;).

i=1

e Conclusion : la propriété est initialisée au rang n = 1 et héréditaire donc

Vn € N*,Vay,...,a, GR,eXp(

Z ai) = ﬁ exp (a;)

i=1

) = €Xp (i ai) exp (an1)-

Cor. 6.6 : Pour x > 1, comme y > 0, ¥ > 1 et y* > 0, donc z¥ + y* > 1. De meéme, l'inégalité est

vérifiée pour y > 1. On suppose donc 0 < y < 1 et on pose f : 2 € ]0,1] > 2¥ + ¢* = 2¥ 4 =W

f est dérivable sur |0, 1] comme somme et composée de fonctions dérivables et
f(z) =yzt +In(y)y® = y (2¥ +In(y)y* 1) qui est du signe de z¥~! + In(y)y* L.

En posant ¢ : = €]0,1] — z

y—1

r—1

+ In(y), étudier le signe de f’ revient a étudier celui de g. C’est

une fonction dérivable, de dérivée

g'(z)

(y — Dav2y" ! — In(y)ay 1y !

qui est du signe de y — 1 — zIn(y).

Ory—1—zln(y) <0<

y=1
0< i

y—1

croissante sur |:—

In(y)

¥l
In(y)

2x—2
Y

,1:| avec g(1) = 1+ In(y).

Valeurs de = 0 11111@1) 1
1+1
Variations de g(x) oo N ¢ (%) Ve +In(y)

Or, g(y) = 1+ In(y)
strictement décroissante sur ]0,y|]. On en déduit, en notant o €|0,y| l'unique solution

g(1), donc, pour tout y € 10,1[, on a y <

x¥—2

ymfl

(y —1—xIn(y))

y—1

In(y)

> x car In(y) < 0. De plus, pour tout y € |0, 1[,In(y) < y — 1 donc

< 1. Donc g est strictement décroissante sur ]0, %] de limite +o00 en 0" et strictement

<1 et g est

de f'(a) =0 si elle existe, que le tableau de variations de [ sur |0,y] est de la forme :

Siy>1 Siy<1i

Valeurs de x 0 Y Valeurs de x 0 @ Y
Signe f'(x) + Signe f'(x) + 0 -
Variations de f(x) 1 S 2 Variations de f(x) 1 N2y

Ces tableaux de variations permettent de conclure dans tous les cas puisque :

e siyel0,1[etz€]0,y], y €]0,1] — 2y¥ passe par un minimum 2e" > 1 en y = 1 donc

f(z) est minorée par sa limite 1 lorsque x — 0;

e siye|0,1[et z €[y, 1], on arrive a la méme conclusion en échangeant x et y.
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Cor. 6.14 : Arccos (1 — 2:102) aunsens si —1 <1—222 <1, c’est-a-dire si —1 <z < 1. On peut se
limiter a 0 < x < 1 grace a la parité.
Voici deux méthodes.
e (Changement de variable) On pose x = sint avec t € [0,2]. Ona 1 —22% = 1 —2sin’(¢) =
cos(2t) et, comme 0 < 2¢ < 7, on en déduit Arccos(cos(2t)) = 2t.
Ainsi, pour 0 < z < 1, on a Arccos (1 — 2z%) = 2 Arcsin z.
On conclut grace a la parité que, pour tout = € [—1,1], Arccos (1 — 22%) = 2| Arcsin z|.

e (En dérivant) La fonction f : x — Arccos (1 — 22?) est dérivable sur |0, 1] et pour z € ]0, 1],
, 4o 2
f'(x) = = :
J1-(1—222? VI-a?
11 existe donc k: eR tel que pour tout x €]0, 1], f(x) = 2 Arcsin(x) + k.
Les deux membres de cette identité étant continus sur [0; 1], on obtient £ = 0 en calculant
leur valeur par exemple pour rt =0ouz =1oux = g ..

Ainsi pour tout —1 < x < 1, Arccos (1 — 22?) = 2|Arcsinz|.

Cor. 6.16 :
1) chachb+shashb= <t b*; e eb*;*b = eaeb“;aefb ch(a +0b).

b —a,—b

2) shachb+ chashb = “—2 Cede ket clemetel — gh(a+b).
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Maths - Cl;lapitre 7
Equations différentielles et calcul intégral

L’objectif de ce chapitre est de donner quelques outils de résolution des équations différentielles.
En commencant par la plus simple de toute : étant donnée une fonction f, trouver une fonction F'
telle que I = f.

I. Calcul pratique des intégrales et des primitives

Dans ce qui suit, I est un intervalle réel contenant une infinité de points.

I.1. Fonctions de classe C°

Définition 7.1 (Fonctions de classe C°)

| On dit que la fonction f : I — C est de classe C° sur I si f est continue sur I.

{%{ Notation

Pour J C C, on note C°(I, J) I'ensemble des fonctions continues sur I & valeurs dans J. On

note donc f € C°(I,.J) pour signifier qu'une fonction f est définie sur I, & valeurs dans J et

continue sur /.

I.2. Fonctions de classe C!

Définition 7.2 (Fonctions de classe C')

On dit que la fonction f : I — C est de classe C' sur I si f est dérivable sur I et si f' est
continue sur [.

W Notation
Pour J C C, on note C*(I,J) 'ensemble des fonctions de classe C! sur I & valeurs dans J. On
note donc f € C1(I,J) pour signifier qu'une fonction f est définie sur I, & valeurs dans J et

dérivable (donc continue) sur I et de dérivée f' continue sur I.

I.3. Intégrales et primitives
a) Primitivation « a vue »

On dit qu'on primitive « a vue » une fonction lorsque l'obtention d’une primitive se fait en
n’utilisant que :

e les primitives des fonctions de référence;
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e le fait que, pour A € C et u € C, une primitive de Af' + ug’ est Af + pg;
e les formules habituelles de dérivation (mais utilisées « a l'envers »...);

e notamment, le fait qu'une primitive de v’ x " owu est f o w.
Ex. 7.1 Donner une primitive des fonctions suivantes :

In(z)

firze€R— 142+ 22+ 23 fa:x € R cos(3z) + 2sin(2x) f3:x e R —
1+ 22 1—x

. . . * 233
11 22 f537€]—171[|—>\/1—_7x2 fGIER+|—>(1+l’)

f4Z.TER|—>

b) Définition/interprétation d’une intégrale

Etant donnés :
o o < b deux réels de l'intervalle [

e f une fonction continue sur I @ valeurs réelles
b
nous donnerons en fin d’année une définition de J f(t)dt qui permet d’interpréter sa valeur
a

comme [’aire algébrique (c’est-a-dire pouvant étre positive ou négative) de la portion du plan

représentée ci-dessous (a condition que le repere soit orthonormé).

2.0

1.5

1.09

0.5 A

0.0 A

—0.54

-1.04

—-1.54

-2.01

b a
St b < a, on pose J f(t)dt = —J f(t)de.
a b
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Ex. 7.2 Calculer I'aire des parties hachurées ci-dessous :

Indications : sur la figure de gauche, les trois cercles sont de rayon 1, leurs centres ont pour
coordonnées C1(1;0), C2(3;0) et C3(2;1).

Sur la figure de droite, la portion hachurée se trouve entre la courbe d’équation iy = 22 et la droite

d’équation y = x.

c) Propriétés de ’intégrale

Etant donnés a € I,be I, f € C%(I,C),g € C°(I,C) :
e Linéarité :
b

b b
VA e C,Vu e C,J A(t) + pg(t)dt = )\J f(t)dt + ,uJ g(t)dt

a

e Croissance :
Si f et g sont a valeurs réelles,
sia<b,
et si Vt € [a;0], f(t) < g(

t)’
b b
alors J f(t)dt < J g(t)dt.

e Relation de Chasles :
b c c
V(a;b;c) € I* (sans hypothese sur leur ordre),J f(t)de +J f(®)dt = J f(t)de
a b a

Ex. 7.3 On a représenté ci-dessous, dans un repére orthonormé, la fonction cos.
Que vaut l'aire hachurée ?
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Ex. 74

n k+1
1) Calculer 7T = ZJ —
k=1Jk

<!
2) Montrer que Z z > In(n+1).
k=1

d) Théoréme fondamental du calcul intégral
Si f est une fonction continue sur I, alors d’apres le théoreme fondamental du calcul intégral
(proposition 4.33 page 77), quel que soit @ € I, x € I J f(t)dt est une primitive de f, donc

une fonction de classe C' sur I (puisque sa dérivée f est continue).

s N

#¢ Méthode : Primitives et intégrales

e Si f est une fonction continue sur I dont on connait une primaitive F', alors pour
b

abel, | ft)dt=F(b) - F(a).

a
e Si f est une fonction continue sur I dont on ne connait pas de primitive, alors
x

poura € l,x €l f(t)dt en est une.

L’ensemble de toutes les primitives de f est obtenu en rajoutant a cette
primitive particuliére une constante (réelle ou complexe suivant les cas)
quelconque.

Les techniques de calcul d’intégrale que nous allons voir durant cette section peuvent
alors parfois permettre d’obtenir une expression d’une primitive de f. Cependant,

méme lorsque le TFCI garantit l'existence de primitives, il est parfois impossible

d’en obtenir une expression.

- %
tZ// Notation
On note [F(t )] la différence F'(b) — F(a). On a donc pour une fonction f € C°(I) de primitive
F
f (bt = (B, = F) - Fla)
Lorsqu’on cherche une primitive quelconque d’une fonction f € C°(I), on notera souvent
rel— f(t)dt une telle primitive. En utilisant la notation précédente, ’absence de borne
inférieure dans 'intégrale s’interprete de la fagon suivante :
| st ey - pro
Ex. 7.5 Mont Ve € R ——=dt = 0.
X ontrer que Vx € +,J;/x1+t2
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/Cor. 7.5 A

L’intégrande est continue donc l'intégrale de classe C 1(Ri, R). En dérivant cette intégrale, on
a donc :

In(z) (__1) 111(%) _ In(z)  In(z)
1422 Y014 L 1422 1442
L’intégrale est donc constante, or sa valeur en z = 1 est nulle, donc pour tout réel x strictement

kpositif, cette intégrale est nulle.

J
Ex. 7.6 Calculer A(z) = | cos(xt)dt.
0
Indication : on distinguera les deux cas x = 0 et = # 0.
I.4. Intégration par partie
Proposition 7.3 (Intégration par partie)
Soit u et v deux fonctions de classe C! sur I et (a;b) € I%. Alors
b b
f w(t)' (t)dt = [u(t)v(t)] — f o' (t)v(t)de
(" Démonstration A

Les fonctions u et v sont de classe C! sur I donc uv’ + v/v est continue et ses primitives sur

I sont, en vertu des propositions 4.24 et 4.33, les fonctions uv + k& ou k € R. Donc, pour

(a;b) € I?, J w(t)v'(t) + o' (v (t)dt = [u(t)v(t)]].

\_ /
Ex. 7.7 Trouver I'ensemble des primitives de z € R +— In(z).

Cor. 7.7

x T t

J In(t)dt = [t In(t)]; — gdt =zlnr—e—x+e=2z(lnzr—1). Les primitives de In sur R’

sont donc les fonctions de la forme z € RY — z(lnz — 1) +k e R.
Ex. 7.8 Donner I'’ensemble des primitives sur R de = + xe”.

Cor. 7.8

On integre par parties : J teldt = [tet]z — e'dt = (x — 1)e”. L’ensemble des primitives

sur R de z — xe” est donc {z — (v — 1)e” + k, k € R}.

Ex. 7.9 (Cor.)  Donner I'ensemble des primitives sur R de = — x cos(x).

I.5. Changement de variable
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Proposition 7.4 (Changement de variable)

Soit ¢ de classe C* sur I et f continue sur J = ¢(I). Alors

¢(b) b
J Flu)du = J f o 6(t) x o)t
¢(a) a

ou encore

¢(b) b
J Fu)du = J F(60) x (1)t
1) a

(a)

\

(" Démonstration
f est continue sur J donc, d’apres la proposition 4.33, f possede une primitive F sur J et

B(b)
J f(u)du = F o ¢(b) — F o ¢(a) indépendamment de la primitive choisie.
®

(a)
Par ailleurs, la fonction x € I — Fog(x) est la composée de deux fonctions dérivables, donc est

dérivable d’apres la proposition 4.25, et (Flo¢)’ = fopx ¢’ est produit et composée de fonctions

b
continues donc est continue. On en déduit a nouveau que f foo(t)¢'(t)dt = Fop(b)—Fod(a).

\_ %
o N
i Meéthode : Changement de variable dans une intégrale
B
En pratique, dans f(u)du, on effectue tres souvent le changement de variables en utilisant
A

une bijection ¢ : [a,b] — [A, B]. Cependant, la proposition 7.4 est valable sous la forme
donnée y compris sz ¢ n’est pas bijective.
d
1) On pose u = ¢(t) et on calcule du = d—TZdt = ¢/(t)dt.
2) On calcule la bijection réciproque t = 1(u).

u=B t=4(B)
3) On remplace dans 'intégrale : f f(u)du = J f(o(t)) ¢'(t)dt.
u=A t=1y(A)

On peut aussi poser t = ¢)(u) et adapter la méthode précédente.

\_ /
1

Ex. 7.10 Calculer L = J v 1 —u2du.
-1

/Cor. 7.10 A

T
On reconnait I'aire d'un demi-disque de rayon 1 : L = —. Pour le démontrer, on effectue le
changement de variable u = cos(t), —1 = cos(m), 1 = cos(0), du = —sin(¢)dt en remarquant
que sur [0, 7], V1 —u? = sin(¢). On remplace dans I'intégrale

o 9 "1 — cos(t) t—sin(t)7" «
L:—J sin (t)dt:JO Tdt:[T]o =3

™
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i
4

d
Ex. 7.11 Calculer K = J Ly
— o COSU
(" Cor. 7.11 N
* cos udu . : .
K = 5—- On effectue le changement de variable ¢ = sinu, d’ou dt = cosudu. Par
cos? u
0
ailleurs, cos?u = 1 — sin?u = 1 — ¢2. On remplace dans I'intégrale
V3 V2
T oar [W]EH[]°
K:JU 1_t2:{ : =n(v2+1)
\_ 0 %
Ex. 7.12 Calculer une primitive des fonctions f : z €] — ;1 ——, g : 2 € R — et
— ) x?—1 249
h:xe€|l—1; > —.
v €] = Litoo] 22 +2r+1
~

/Cor. 7.12

La fonction est définie suivant la valeur de A = b* — 4ac sur R ou |—o0, 29[ U |xq, +00[ ou

—b —b— VA b+ VA

|—00, x1[ U |z1, 22| U |29, +00[ avec xy = T 1= et o 5
a a
sur I'un des intervalles de I'ensemble de définition. On a alors

N du 1 (" du
F — -
(z) f au? +bu + ¢ aJ (u+2i)2—A

4a?

. On se place

2au+b R vV—=At -0 vV =A
,dotyu = ———cetdu=
m a 2a

dt. On a alors

e si A <0, on poset=

Pl o VoA (R g 2Arctan (22
= — >< —
YTTAT T2 211 A

° siA:(),onposet:u+%,d’oi1u:t—%etdu:dt. On a alors

1 [ g 9
F = — _— =
(z) a f t2 2ax + b

, 1 1 1 1
e siA >0, 5 = = + .
u+ L) -4 (u—a1)(u—=22) (21 —22)(u—m1) (22— 1) (u—22)
1 s
On a alors F(x) = — X M
a Tr1 — T2
a

%’ Méthode : Primitives des fonctions du type vt — ——————
ar? +br +c

Les trois méthodes utilisées pour I’'obtention de primitives dans I'exercice 7.12 sont a connaitre,

Voici un résumé de ces méthodes :
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1) On calcule le discriminant A = b* — 4ac du dénominateur.
2) Suivant le signe de A, sur chaque intervalle ou la fonction est définie :

a) si A > 0, Péquation at? + bt + ¢ = 0 possede deux solutions t1,t; € R.

1 (" 1
On écrit I(z) = = dt puis on cherche (A, B) € R? tels que
a (t—t1)<t—t2)
= + B i t de calculer I(x)
= ce qui permet de calculer I(x).
t—t)(t—ts) -t t—ty 0P
b) si A =0, '’équation at® + bt + ¢ = 0 possede une solution double t, € R.
1" 1
On écrit I(z) = - mdt qui se calcule simplement :

1 1 7" 1 1
I(x) =— |: ] = - X
alt—to a x—t
c) si A < 0, ’équation ne possede pas de solution réelle.

1 (" 1
On écrit I(z) = o f mdt pour éliminer le terme en ¢ du dénominateur.

Le dénominateur ne s’annulant pas, on a alors forcément B > 0 ce qui permet

d’obtenir I'intégrale a I'aide de changement(s) de variable(s).

3) Si l'on souhaite obtenir I’ensemble des primitives sur un intervalle ou l'intégrande
est définie, d’apres le théoreme fondamental du calcul intégral, toutes les primitives

s’obtiennent a partir de celle calculée en rajoutant un terme constant.
ur + v

ax? +bxr + ¢
apparaitre la dérivée du dénominateur (voir exercice suivant).

Pour les fonctions du type x +— , on élimine le terme ux du numérateur en faisant

z+1
244
/Cor. 7.13 A

r+1 2 1
Vre R, —— =1x .
v 244 2 x2+4+x2+4

Ex. 7.13 Donner ’ensemble des primitives sur R de z —

x ' C
r ——— est de la forme % donc une primitive de x — + x
x2+4 u 2

Le second terme a été abordé dans ’exercice 7.12 et s’integre en x — %Arctan (%)
In (2% +4) + Arctan (%) }
/

N est © — 11In (2% +4).

1
Finalement ’ensemble des primitives de x Tt est iz € R+
x?+4 2

\_

Ex. 7.14 (Cor.)  Soit a € R% et f continue de R dans R.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que

Tr+a
3k € R,V € ]R,J F(1)dt = k

Bx.7.15 (Cor) Caleuler I(z) = | ——9 ‘cisant le ou les intervalle(s) sur lesquel

X. (. or. alculer xXr) = ———— €11 precisant e ou les tntervatie(s) sur lesquels
R ] weraur1 P E
on effectue l'intégration.
Ex. 7.6 (Cor) Caleuler J(z) = | — Scisant le ou los intervalle(s) sur lesquel

X. (. 0T, alculer xTr) = —F—— €11 precisant le ou les tntervacete(s) sur lesquels
e T R E
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on effectue l'intégration.

I.6. Primitives usuelles

/Primitives usuelles )
Le tableau suivant donne les primitives a connaitre. La colonne « Validité » indique les inter-
valles maximaux de validité de la primitive fournie. Lorsqu’on cherche une primitive sur une
réunion d’intervalles, on doit a priori prendre des constantes d’intégration différentes
sur chaque intervalle. Le tableau peut aussi se lire « a ’envers » : pour chaque primitive
donnée, la colonne de gauche fournit sa dérivée. Enfin, les primitives de tan s’obtiennent en
L. — cos’ 1 1 . . , .
écrivant tan = —— celles de — ou de la méme maniere que dans l’exercice 7.11

cos sin(z)  cos(x)
et celles des fonctions x — — g a 'aide de 'exercice 7.12.
a’?t
Lorsque ce n’est pas précisé, a est un réel strictement positif et k un entier relatif.
Fonction Primitive Validité
R si a €N
xa«H
r—x* ae R\{—1 x * * oS *
, \{—1} a1 R: et R* si a €7
R si a¢Z
1
T — z — In |z| RY et R*
i
x +— In |z r—zln|z] —x RY et R*
x e’ r— et R
x> e ce(C* x»—>%e“ R
x +— sin(x) x +— — cos(z) R
x +— cos(x) x +— sin(x) R
1
T — x — tan(x — 2+ km,Z+knm
e @ | 1-g+kn ikl
xr—>tanl(x) x +— —1In|cos(z)] | =5 +km, 5+ kx|
T — x +— Arcsin(x) | —1,1]
V 1 1— I’Q
x x +— Arctan(z R
1422 (z)
x +— sh(x) x +— ch(z) R
x +— ch(z) x +— sh(x) R
o %

I.7. Primitives particulieres

Y&l Méthode : Calcul des primitives de x — e cos(bx) et x — ¢** sin(bx)

On écrit e cos(bx) + i sin(bz) = e®™®7 dont on connait les primitives. On passe ensuite

a la partie réelle ou imaginaire suivant ce que ’on cherche.
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Ex. 7.17 Calculer I'ensemble des primitives de z +— e” (cosz + sin ).

(" Cor. 7.17 A
' e(lJri)z €(1+i)x _ Z'e(lJri)z
Une primitive de & — e(1T97 est z +— T 5 . Les primitives de x +— e” cos x
i
. , e*cosx + e’sinx
sont donc les fonctions données pour £ € C par = +—> 5 + k et celles de

. e’sinx — e*cosx Lo ,
r — e'sinx sont x —» + k. L’ensemble des primitives cherchées est donc

K{x6IR»—>e”*"sinm%—/’f,/’{:G(D}.

v

>j\g\7 Méthode : Polynémes trigonométriques

Pour primitiver un polynoéme trigonométrique (c’est-a-dire une somme d’expressions du type

cos™(x) sin?(x)), on le linéarise.

Ex. 7.18 Calculer I'ensemble des primitives de f : z € R+ cos?(z) et de g : € R ~ sin®(x).

/Cor. 7.18 A

Pour les primitives de f, on écrit
Fla) = * cos(2t) + 1dt _ |:sin(2t) t]m sin(2z)

2 4 + 2
Donc I'ensemble des primitives de f est

n(2
S:{xERHsm( Y2 keR}

Pour ¢, on linéarise sin®.

- /

I1. Equations différentielles

I1.1. Généralités

Définition 7.5
Soitn e N*, I C Rety: I — C n fois dérivable de dérivées continues.

On appelle équation différentielle d’ordre n sur I une relation satisfaite pour tout t €
par y(t), y'(t), .., y™ ().

Parmi les équations différentielles que 'on rencontre en physique, on peut par exemple citer :
e Oscillateur harmonique : y” + wiy = 0
e Pendule pesant : 0" + $sinf = 0
Ex. 7.19 (Cor.) La fonction tangente est solution sur I = ]_7”7 %[ de I'équation différentielle du
premier ordre : y' = 1 + 3.
Trouver toutes les solutions de cette équation différentielle définies de I dans R.

I1.2. Equations différentielles linéaires
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Définition 7.6

On dit qu’une équation différentielle est linéaire lorsqu’elle s’écrit

an(t)y"™ (1) + ana (YU () + o+ ar(D)y (1) + ao(t)y(t) = b2)

ou @y, ap_1, ..., a1, ag et b sont des fonctions continues définies sur 1.

On dit qu’elle est a coefficients constants lorsque a,,a,_1,...,a1,ay sont des fonctions
constantes.

On dit qu’elle est homogeéne ou sans second membre lorsque b = 0. Sinon on dit qu’elle
est avec second membre.

Ex. 7.20 Expliciter la nature des équations différentielles suivantes :

ITI. Linéaires du premier ordre

IML1. A propos de ’annulation des solutions d’une EDL1 (hors-programme)

Définition 7.7
Soit I un intervalle.

On dit qu'une fonction f € F(I,K) s’annule sur I si et seulement si
drel f(x)=0

On dit qu'une fonction f € F(I,K) est nulle sur I si et seulement si
Veel, f(x) =0

On appelle fonction nulle (définie sur 1) la fonction

Nr:xel—0

Proposition 7.8

La fonction nulle est solution de toute équation différentielle linéaire homogéne.

[Démonstration

Ex. 7.21 Vérifier que la fonction cos est solution de 1’équation différentielle linéaire

cos(z)y +sin(z)y =0

120



CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET CALCUL INTEGRAL PCSI, 2024/2025

[Cor. 7.21 ]

La proposition et I'exercice précédent montrent que, en dehors méme de la fonction nulle qui est

toujours solution des équations différentielles linéaires homogénes, il existe des solutions d’une

EDL1 homogéne non nulles qui s’annulent, et méme qui s’annulent une infinité de fois.

Ex. 7.22 Soit (E) : u(x)y’ + v(z)y = 0 une EDL1 homogene, avec u et v deux fonctions continues
de I dans K.

On suppose que u s’annule en xy € I et que v(xy) # 0.

Montrer que toute solution de (£) s’annule en .

[Cor. 7.22 }

o I
i« Méthode

Comme nous allons le voir, les théoremes du cours ne donnent de solutions que pour les

équations différentielles homogenes du type (E,) : ¢’ + a(z)y = 0 appelée équations diffé-
rentielles sous forme normale.
Pour résoudre les équations différentielles plus générales de la forme (E) : u(z)y’ + v(z)y =0,
la méthode a utiliser sera la suivante :
e sur tout inte(rv)alle ou la fonction u ne s’annule pas, on résout 1’équation différentielle
v(x

(Eo) :y' + my = 0 qui est sous forme normale;

e au(x) point(s) xy ol la fonction u s’annule, on tente de faire un recollement C! des
solutions obtenues sur les intervalles de part et d’autre de z( (voir exercice 7.23).
Parfois ce recollement est possible, parfois il ne I'est pas.

Lorsque le recollement est possible, I'exercice précédent montre que les solutions s’an-

\_ nulent nécessairement. )

IT1.2. Sans second membre

Théoréme 7.9

Etant donnée une fonction a : I — C continue et A : I — C 'une de ses primitives, 1’équation
y' 4+ a(t)y = 0 a pour solutions y : t € I + Xe™*® X € C et il existe une unique solution
vérifiant la condition initiale ¢ty € I,y(to) = ko ou ko € C.

(" Démonstration

Analyse

Soit y une solution de 3’ + a(t)y = 0 sur I et définissons la fonction z : t € I s ye®. 2 est
dérivable sur I comme produit et composée de fonctions qui le sont et

2 = y'e ya(t)er™ =0 donc z = A € C est une fonction constante.

Synthése
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-

Réciproquement, on vérifie aisément que t € I — Xe 4® X € C sont des solutions de 1’équation
différentielle donnée.

Concernant le second point, cherchons parmi les solutions celles qui vérifient pour ty € I et
ko € C, y(to) = ko. On remplace y par son expression et on obtient

e A0) = Lo o \ = kyed0) 1] existe donc une unique solution vérifiant la condition initiale

donnée, celle correspondant & la constante d’intégration \ = kge0).

%

Remarque

Le théoreme précédent complete les résultats énoncés au paragraphe III.1. : si y est une
solution mnon nulle d’'une EDL1 homogene sous forme normale sur un intervalle I, alors
y ne s’annule pas sur 1.

En effet, quel que soit le complexe z = a + b € C,

le*| = e x [e®| = e* > 0, donc e* # 0.

e
Mais cela n’avait rien d’évident a priori.

Ex. 7.23 Résoudre sur R’ I'équation zy’ — 2y = 0.

Résoudre la méme équation sur R* .
En déduire les solutions de zy’ — 2y = 0 de classe C! sur R.

/

Cor. 7.23 B

D’apres le théoreme précédent les solutions sur R de 3’ — %y = 0 sont les fonctions y =
A e2@ = )\ 22 )\ € R.

De méme, les solutions sur R* de y' — %y = 0 sont les fonctions y = \pe?™(=%) = X322, X, € R.
Comme toutes ces fonctions sont de classe C' sur R et vérifient y(0) = 0,/(0) = 0 on en

déduit que les solutions de I'équation différentielle xy’ — 2y = 0 sur R sont les fonctions
R - R

f HANS R+ — )\1132 .
r€R_ = Noa?
On dit qu’on a effectué un recollement en 0 des solutions de xy’ — 2y = 0 sur R et sur R*.
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15

-10 I I I I
-3 -2 -1 0 1 2

Deux solutions : en pointillés, Ay = 3, Ay = %, en trait plein, Ay = 1, \y = —1.

-

I11.3. Equations avec second membre

Théoreme 7.10

Etant données deux fonctions a,b: I — C continues, I'ensemble des solutions de classe C'([)
de I'équation différentielle (E) : ¢ + a(t)y = b(t) est obtenue en ajoutant a une solution

particuliere de (E) la solution générale de 1’équation homogene associée.

( Démonstration A
Analyse
Soit y; et ys deux solutions de (E) et z = y2 — y1. 2 est de classe C*(I) et 2/ = y) —y| =
b(t) —a(t)ya — b(t) +a(t)ys = —a(t)z. Donc z est solution de ’équation différentielle homogene
(E'): 2 +a(t)z = 0.
Synthése
Réciproquement, si yy est une solution de (E) et z : t € [ — Xe=J a®dt )\ ¢ C la solution
générale de (E') alors y = yo + 2 est de classe C*(I) et

ky’ +a(t)y =y, + a(t)yo + 2’ + a(t)z = b(t) est solution de (E). )
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a0 I
%& Méthode : Méthode de variation de la constante

Pour obtenir une solution particuliere de I’équation (£ avec second membre, on résout d’abord
I’équation homogene (E’) associée dont la solution est de la forme y(t) = Ae™*® X € C.
On recherche alors une solution particuliere de I’équation avec second membre sous la forme

y(t) = A(t)e™A® : en remplacant y(t) dans (E), on obtient \'() et une solution particuliere y,

de (F) apres intégration.

- /
Ex. 7.24 Résoudre sur R* (F)) : ¥/ — 2y = 2% puis (E») : ¢/ — 2y = 1 — In(x).
(" Cor. 7.24 h

D’apres I'exercice précédent les solutions sur R de 3’ — %y = 0 sont les fonctions y = A\x?, \ €
R.

On utilise la méthode de variation de la constante : soit y = A(z)x* out A : RY — R est de
classe C'. Remplagons dans (F}) :

N2 4 22\ — 22\ = 2?2 donc A(z) = x convient. On en déduit que 'ensemble des solutions de
(Ey) est {x € Ry — 2% + Xa?, A € R}

De méme pour (E,) :
1 —1In(x)

Na? + 22X — 22X\ = 1 — In(z) donc N = ———— et
x
1 “In(t 1 [ln@®)7" ‘1 In(x
MNz) = —— — &dt = ——+ [ﬁ] — —dt = n(z) convient. On en déduit que
x 12 x t 12 x
ensemble des solutions de (E;) est {x € RY + xIn(z) + Az%, A € R}. )
II1.4. Principe de superposition
Théoréme 7.11 (Principe de superposition)
Etant données deux fonctions b1 et by continues sur un intervalle I C R,
si y; est une solution particuliere de y' + a(t)y = by(t) sur I et
si yo est une solution particuliere de y' + a(t)y = ba(t) sur I,
alors y; + y2 est une solution particuliere de (E) : 3/ + a(t)y = by (t) + bo(t) sur I.
(" Démonstration h
y1 + y2 est de classe C! sur I comme somme de deux fonctions qui le sont et
Uttt alt) (4 u2) =y1+alt)ys +u +alt)yz = ba(l) + ba(1).
4 N

+ Méthode : Principe de superposition

Le théoreme précédent est utilisé de la facon suivante :
e lorsque le second membre b(t) d’une équation différentielle est une somme de fonctions
on peut tenter d’obtenir des solutions particulieres associées a chacun de ses termes puis

faire la somme des solutions obtenues pour avoir une solution particuliere de I’équation
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d’origine;
e dans certains cas au contraire, on peut tenter en ajoutant et retranchant une méme

expression au second membre de se ramener a des termes plus faciles a intégrer.

Ex. 7.25 Résoudre sur R* D'équation différentielle (E) : y' — 2y = In(z).

/Cor. 7.25 A

2

=y = 1 — In(x) sont les fonctions

D’apres I'exercice précédent les solutions sur R de y' —
z € R% — zln(z) + Az?, A € R.
On utilise la méthode de variation de la constante pour 1’équation différentielle ' — %y =1:

1
Nz?+ 22\ — 22\ = 1 donc A(xz) = —— convient. On en déduit que I'ensemble des solutions de

T
K(E) est {z € R% = x(—1 —In(z)) + Az%, A € R}.

)

I11.5. Exercices

Ex. 7.26 Résoudre 'équation différentielle v/ +y = = + 1.

Cor. 7.26

La solution générale de I'équation homogene est x € R — e ™ A € R et une solution
particuliere évidente est la fonction identité x € R — x. Donc 'ensemble des solutions de
équation différentielle est {x € R > x4+ Ae™®, X € R}.

Ex. 7.27 Résoudre I'équation différentielle y' — 2y = cos?(z).

/Cor. 7.27 A

La solution générale de I’équation homogene est € R +— Ae?®, X € R.
S, cos(2z) +1

Linéarisons cos?(z) : cos?(x) = L

Cherchons une solution particuliere a I'aide de la méthode de variation de la constante :

Ne® = cos(2z) donc N = Re (eX~1H12) et

2(—1+i)z —9(1 4 )1+ (27 — 9
AN=Re| — | = (1+i)e =e sin(22) — cos(2z) convient. On en dé-
2(—1+41) 8 4
n(2x) — 2x) — 2
duit que 'ensemble des solutions de (E) est {x eRL — sin(2z) ;OS( z) +Xe® N € R}.
o J

Ex. 7.28 (Cor.)  Résoudre pour y : R — C I'équation différentielle y' — iy = —i (e + 1).

IV. Linéaires du second ordre

Dans tout ce qui suit, a,b € Kot K=R ou K = C et f € C°(I,K).
On cherche les solutions y deux fois dérivables a dérivées continues de 1’équation différentielle

linéaire d’ordre deux a coefficients constants
(E) :y" +ay +by = f(t)
On note (E’) I'équation homogene associée.
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IV.1. Fonctions de classe C2

Définition 7.12 (Fonctions de classe C?)

On dit que la fonction f : I — C est de classe C? sur I si f est deux fois dérivable sur /

et si f” est continue sur I.

W Notation

Pour J C C, on note C*(I, J) 'ensemble des fonctions de classe C* sur I & valeurs dans J.
On note donc f € C*(I,J) pour signifier qu'une fonction f est définie sur I, & valeurs dans

J, dérivable deux fois (donc continue) sur I et de dérivée seconde f" continue sur I.

IV.2. Equation homogene

Remarque

Soit (E') : y" 4+ ay’ + by = 0 une équation différentielle linéaire homogene d’ordre deux a
coefficients constants. Cherchons, par analogie avec les équations différentielles linéaires du
premier ordre, les solutions de (E’) du type x — €™ ou r est une constante réelle ou
complezxe.

Yy =re” =ryety” =ry =r?y. Donc (E') & y(r* +ar +b) = 0.

Comme par ailleurs I'exponentielle (réelle ou complexe) ne s’annule jamais, les solutions de

(E") du type x — € sont celles pour lesquelles r est solution de 72 + ar + b = 0.

Définition 7.13 (Equation caractéristique)

Etant donnée (E') : ¢ + ay’ + by = 0 une équation différentielle linéaire homogene d’ordre
deux a coefficients constants, on appelle équation caractéristique de (E’) I'équation
r?2 +ar + b = 0 d’inconnue r € C.

Théoreme 7.14

Soit (E') : y”"+ay +by = 0 une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients complexes
constants et r2 4 ar + b = 0 son équation caractéristique de discriminant A = a? — 4b.
Alors les solutions y : R — C de (E’) sont :

e si A # 0, en notant r; et ry les racines complexes de I’équation caractéristique
y it Aexp (rit) + Bexp (rot), (A, B) € C?
e si A =0, en notant ry la racine complexe de ’équation caractéristique

y:t— (At + B)exp (rot), (A, B) € C?
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Démonstration

D’apres les relations coefficients/racines dans les équations du second degré, on peut réécrire
(E") sous la forme

(E) " = (r4r)y +rmy =06y —rny =r (' —rny) & ' —rny) =r @ —ry).
Effectuons un changement de fonction inconnue : posons Y =y — riy. On a alors :
(E') <Y =rY.DoncY :t € R+ Bexp(rat) avec B € K.

On en déduit donc que y' — riy = Bexp (rat).

L’équation homogene associée a cette derniere équation a pour solution générale les fonctions
du type

t € R Aexp (rit) avec A € K.

On termine alors en utilisant la méthode de variation de la constante pour obtenir une solution
particuliere de 3y’ — 1y = Bexp (rot) :

Alexp (rt) = Bexp (rot) & A = Bexp((r2 — 1) t).

Deux solutions se présentent alors :

e soit 71 = 19 = 1g, Clest-a~dire que 1’équation caractéristique a une racine double et
un discriminant nul. Alors A(t) = Bt convient et on obtient finalement pour solutions
les fonctions de la forme ¢t € R — (A + Bt)exp (rot) ou A et B sont des constantes
quelconques (réelles ou complexes suivant le probleme posé).

e soit r; # 1y, c’est-a-dire que 1’équation caractéristique a deux racines distinctes et

un discriminant non nul. Alors A(t) = exp((m —71) t) convient et on obtient

finalement pour solutions les fonctions de la forme ¢ — Aexp (rit) + Bexp (rot) ou A

et B sont a nouveau des constantes quelconques.

)

Remarque

Dans les deux cas y s’écrit y = Ay, + By, ou A et B sont des constantes réelles ou complexes.
On dit que y est combinaison linéaire de y, et ys ou encore que y peut s’exprimer dans

la base de fonctions (y1,ys).

Ex. 7.29 Résoudre pour y : R — C I"équation différentielle vy — (1 4 i)y’ + iy = 0.

/

-

Cor. 7.29 R
L équation caractéristique est 22 — (1+14)z+17 = 0 de discriminant A = (144)* —4i = 21 —4i =
—2i = 2i = (1 —1)2

1+i—1+i . 1+it1—i

Les solutions de I’équation caractéristique sont donc z; = — s = tet zo = ——5 T
1.

Les solutions de I'équation différentielle sont donc les fonctions

t € R Ae" + Be', (A, B) € C?

IV.3. Solutions réelles de I’équation homogene a coefficients réels
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Théoréme 7.15

Soit (E') : y"+ay’+by = 0 une équation différentielle linéaire d’ordre deux & coefficients réels
constants.

Soit 2 + ar + b = 0 son équation caractéristique de discriminant A = a? — 4b.

Alors les solutions @ wvaleurs réelles de (E') sont :

e si A > 0, en notant r; et ro les racines réelles de ’équation caractéristique
y:t— Aexp (rit) + Bexp (rot) , (A, B) € R?
e si A =0, en notant ry la racine réelle de I’équation caractéristique
y:t (At + B)exp (rot), (A, B) € R?

e si A <0, en notant a+iw et o —iw les deux racines complexes conjuguées de 1’équation
caractéristique

y :t — exp (at) (Acos (wt) + Bsin (wt)), (A, B) € R?

Cette derniere solution peut aussi s’écrire y : t — Yjexp (at) cos (wt + @), (Yo, ¢) € R?
(voir exercice ?? page ?7) .

[Démonstration ]

Remarque

La encore, dans tous les cas y s’écrit y = Ay, + Bys. A nouveau, y est combinaison linéaire

de y; et yo ou encore y peut s’exprimer dans la base de fonctions (yi,ys).

Ex. 7.30 Résoudre pour y : R — R I'équation différentielle 3" — 6y' 4+ 18y = 0.

/Cor. 7.30 h

L’équation caractéristique est 22 — 6z + 18 = 0 de discriminant A = 36 — 72 = —36 = (6i)%.
6 — 67

Les solutions de 1’équation caractéristique sont donc z; = =3—3tet 2o =3+ 3.

Les solutions de 1’équation différentielle sont donc les fonctions

9 t € R e (Acos(3t) + Bsin(3t)), (A, B) € R?

IV .4. Equation avec second membre

Théoréme 7.16

Etant donnés (a;b) € K2 et f € C°(R, K), Pensemble des solutions de 'équation différentielle
(E) :y"+ay +by = f(t) est obtenue en ajoutant a une solution particuliere de (E) la solution
générale de 1’équation homogene associée.
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Le principe de superposition reste lui aussi valable et les démonstrations sont identiques au cas du

premier ordre.

/

-

g N
57 Méthode
Pour résoudre une équation différentielle avec second membre, on résout tout d’abord I’équation
homogene associée, puis on cherche une solution particuliere de I’équation avec second membre.
La méthode de variation de la constante est parfois encore applicable mais en pratique, seuls
sont au programme de PCSI les seconds membres de la forme De® avec (D,c) € C? qui
permettent aussi de traiter les seconds membres du type De" cos(vt) ou De™ sin(vt) en passant
a la partie réelle ou imaginaire.

Dans ce cas on cherche une solution particuliere de la forme
1) ¢t — Ue lorsque ¢ n’est pas solution de 1’équation caractéristique;

2) t — Ute lorsque c est solution simple de 1’équation caractéristique ;

3) t — Ut?e® lorsque c est solution double de I'équation caractéristique.

%

Ex. 7.31 Donner '’ensemble des fonctions y : R — R qui sont solutions de I’équation différentielle

(E) :y" + 2y + 2y = e "cos(t).

/

Cor. 7.31 N
Résolution de l’équation homogéne associée (E') : y" +2y' 4+ 2y = 0, d’équation carac-

téristique 2% + 2z + 2 = 0.
-2+ 2

2

A=4—-—8=—-4<0,il yadonc deux racines complexes conjuguées z; = = -1+
et 2o = —1 — 1.

Les solutions de 'équation différentielle homogene sont donc les fonctions t € R +— e~ (A cos(t) +
avec (A, B) € R%.

Obtention d’une solution particuliére : on écrit e~*cos(t) = Re(e"1*9). Or —1 +

est une des deux racines de I’équation caractéristique. On cherche donc une solution de

(Ey) : y" + 2y + 2y = 1490 sous la forme y = Ute(~1F0)¢,
y' = ((=1+49)Ut + U)eH+t,
y" = (=2iUt 4+ 2(=1+§)U)el -1,
(By) & —2iUt+2(—1+)U+2((-1+)Ut+U)+2Ut =1
& 22U =1
1
& U=—<
2
(—14i)t
Donc t +— — est solution de (Es) et sa partie réelle
te~tsin ) o
t— — est une solution particuliere de (E).

Finalement, 'ensemble des solutions de (F) est

te tsin(t
{t'_> e Zm()

+ e " (Acos(t) + Bsin(t)), (A, B) € ]RQ}
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IV.5. Unicité des solutions

Théoréme 7.17

Si f € C°(R, KK) alors il existe une unique solution de I’équation différentielle

(E) :ay” + by +cy = f(1)

t
vérifiant les conditions initiales y/( 0) ol ty € R, (vg;v1) € K2
y'(to) =
(" Démonstration R
KExplicitement hors-programme. )
Correction des exercices
Cor. 7.9 : On integre par parties : J tcos(t)dt = [tsin(t)]” — sin(t)dt = wsin(z) + cos(x).

[’ensemble des primitives sur R de z +— z cos(z) est donc {x — xsin(x) + cos(z) + k, k € R}.

Cor. 7.14 : Analyse : si f vérifie la condition donnée, alors Vz € R, f(x +a) — f(z —a) =0, ce
qui s’écrit en posant u = x — a, Yu € R, f(u+ 2a) = f(u). Donc f est 2a-périodique.
Synthése : supposons que f est 2a-périodique et soient x,y € R. Alors

Tr+a ry—a ry—i—a (-a:—i—a
J fOdt = FO)dt + FO)dt + Ft)dt
r—a J r—a J y—a J y+a
ryta [v-e [z—a
= f(t)dt + f(e)de + f(u+ 2a)du en posant u =1 — 2a
J —a r—a J —a
;y+a ry—a ;$—a
= f(t)de + f(t)dt + f(t)de
J Yy—a r—a J y—a
[ute
- F(t)dt
Jy—a

Donc ;j: f(t)dt ne dépend pas de la valeur de z € R ce qui achéve notre démonstration.

Cor. 7.15 : Discriminant : A =4 — 20 = —16 < 0, le dénominateur ne s’annule donc jamais. On

calcule une primitive sur R.
‘ dt
1 = _—
(=) J’ B2+ 20 + 1
B 1Jm dt
B 1\2 | 4
(t+3) +5

5
B §‘f$ dt
ENCORE

On effectue le changement de variable u = 5t—;1, du = %dt. D’ou

5x+1

5 ( 2du 1 57 4 1
[(x):ZJ 5 _§Arctan( 'T;— )

u2+1
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Cor. 7.16 : Discriminant : A = 16 — 12 = 4 > 0. Le dénominateur possede donc deux racines

—4+2 -1 N —1 —1
i = 5 :?ettgz—l. On calcule une primitive sur | —oo; —1[ ou —1;? ou ?;+oo.
R
J = —
(=) f 362+ 41 + 1
B 1f dt
3) (t+3)(t+1) | .,
1
On cherche & écrire ———————— sous la forme -+ —.
(t+3)+1) t+5 t+1
On peut procéder par identification ou utiliser la méthode suivante :
1 A B x(t+h) 1 B(t+3) =3 3
- — 1+ X(:ﬁ’) _:A+M t:~°#,> .
(t+H+1) t+5 t+1 t+1 t+1 2
1 A B 1 At+1 — -3
1 - 1 = 1 (+1)+BtlB__
t+HE+1) t+5 t+1 t+ 3 t+1
1 3 (" 1 1 1. |o+3 3z +1
Dot J(z) = = x = — ——dt ==1 2| = :
ouJ@) =3 QJ P S R P 3x+3‘

Cor. 7.19 : 1 + y? est une fonction strictement positive. L’équation différentielle donnée est donc

équivalente a
Y

=1
1492

En primitivant on obtient donc Arctan(y) = x + k ou k est une constante réelle.

On en déduit que y = tan(x + k). Or pour que y soit définie sur I, il faut que k soit un multiple
entier de 7.

La seule solution définie sur I de 3’ = 1 + y? est donc la fonction tangente.

Cor. 7.28 : La solution générale de 1’équation homogene est t € R — Ae*, A\ € C. Cherchons une
solution particuliere a ’aide de la méthode de variation de la constante :

Net = —i (e +1) donc N = —i(e7 + 1) et A = —it+ e~ convient. On en déduit que 'ensemble
des solutions de (E) est {t € R} + 1+ (A —it)e, A € C}.
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Maths - Chapitre 8
Trigonométrie

I. Rappels

I.1. Définition, Angles associés

On suppose connue la définition des fonctions trigonométriques a 'aide du cercle trigonométrique

dont on déduit immédiatement :

Propriété 8.1

Vr € R,
—1 <cos(z) <1 —1 <sin(z) <1
cos(x + 27m) = cos(x) sin(x + 2m) = sin(x)
cos (% — z) = sin(z) sin (2 — z) = cos(x)
cos(Z +z) = —sin(z) sin (2 + 2) = cos(z)
cos (m — ) = — cos(x) sin (7 — ) = sin(x)
cos (m + x) = — cos(x) sin (7 + z) = —sin(x)
cos (—x) = cos(z) sin (—z) = —sin(x)
COS(T) = COS(L() € wevviiiiiiiiiiie e
(

cos?(x) +sin*(z) = 1 par le théoreme de Pythagore.

Ex. 8.1 Donner la valeur exacte de

ASen(B)  p=sin(3E)  Cmeos(ME)  D=eos(%)

Définition 8.2 (Fonction tangente)
La fonction tangente est définie par tan = iy

coS
Son domaine de définition est Doy = R\{Z + km, k € Z}.
L’application tan est impaire, m-périodique.
3

Ex. 8.2 Soit x un réel tel que cos(z) = =

1) Dessiner le cercle trigonométrique et placer sur ce dessin cos(x) et les positions possibles
des points du cercle associés a ’angle x.

2) Donner la valeur de cos(r + ), cos(z — 7), sin (2 — z), sin (2 — ).
3) Dans cette question, on suppose que = €] — ;0] : calculer sin(z) et tan(x).

4) Dans cette question, on suppose que = €]0; 7] : calculer sin(x) et tan(z).

I.2. Formules d’addition
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Propriété 8.3 (Formules d’addition)

Va, B € R,
cos(aw + ) = cosacos 3 —sinasin cos( — 8) = cosacosf + sinasin
sinfa + ) = sinacosf + sin f cos « sinf — f) = sinacos S — sin fcosa

[ Démonstration hors programme

S(o+ B)

A(a)

.

\_ %
Ex. 8.3 Résoudre les équations suivantes d’inconnue x réelle :
(E1) @ cos(2z) + cos(x) =0 (E5) : tan(z) = 2sin(x)
Corollaire 8.4 (Formules d’addition de la fonction tan)
Lorsque ces expressions sont définies,
tan a + tan g3 tana — tan 3
tan(o + = tan(a — =
( f) 1 —tanatan 3 ( f) 1+ tanatan 8
Démonstration h
. sin a cos B+sin B cos a
SlH(Oé + 5) C:osozcosﬁ = tan o + tan 5
tan(a + 8) = = —— — :
COS(Oé + 5) cos a cos f—sin asin 8 1 — tan o tanﬁ
s ,, cosacosf : . . . .
KLa seconde formule s’obtient soit de la méme fagon, soit en utilisant le fait que tan est impaire. )

Corollaire 8.5 (Formules de duplication)

Lorsque ces expressions sont définies,

cos(2x) = cos?(z) —sin®(z) = 2cos®(z) —1= ; - 2<si)112(x)
. . tan(x
sin(2x) = 2sin(z) cos(x) tan(2z) = m
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(" Démonstration A
Pour cos et sin, les formules de duplication sont valables pour tout réel x.
Pour tan, on doit avoir x € Dy, et 2 € Diay.
Pour sin et tan, il suffit de prendre x = o = [ dans les formules d’addition.
Pour cos, on procede ainsi :
cos(2z) = cos(x + ) = cos? v — sin*z = 2 cos’ ¥ — cos? v — sin*z = 2cos?x — 1
Kcos(2x) =cos’x —sin’x = cos’z + sin®x — 2sin*z = 1 — 2sin’z )

: I — J
EX.8.4SOItf.{x Y Yyl
1) Quel est 'ensemble de définition I de f7

2) Justifier que, pour tout réel = dans I, il existe un unique réel t € [0; 7] tel que = = cos(t).
Cet unique réel t est noté Arccos(x).

3) Montrer que f(cos(t)) = V2 (sin (£) + cos (£)).
4) En déduire que

Vxé],f(x):2cos(m%os(x)—%)

I.3. Dérivées des fonctions trigonométriques

Lemme 8.6 (Nombre dérivé de sin en 0)
lim = 1
z—0 g
(" Démonstration hors programme )
A
M
- /
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Propriété 8.7 (Fonctions dérivées de cos, sin et tan)

Les fonctions cos, sin et tan sont dérivables sur leur ensemble de définition et sur ces ensembles

. . 1
cos’ = —sin sin’ = cos tan’ =1+ tan? = —
} ) cos?
On a de plus lim tanx = —occ et lim tanz = +oo.
:c—)—%+ T35
/Démonstration A

On utilise le nombre dérivé de sin en 0 et les formules d’addition : . _
cos(z + h) —cos(r)  coswcosh —sinwsinh —cosxz  cosx (cosh — 1) —sinxsinh
h B h B

cos(x + h) — cos(z) —2 cos zsin® (

h

2) —sinzsin h

= lim = —sginz.

h—0 h h—0

Donc lim 3
On fait de méme pour la fonction sin et pour la fonction tan, on utilise la formule donnant la

dérivée d'un quotient, les limites étant évidentes.

- /

/Fonctions trigonométriques

5 Valeur de -7 =L 0 Z T

Signe de —sin(x)

Variations de cos

H Valeur de z -7 - 0 5 T
' Signe de cos(z)

Variations de sin

Valeur de z —Tr = 0 % T

Signe de ——

cos?(z)

; . Variations de tan
- %

sin(z)

Ex. 8.5 Etudier la fonction g:reR~—

2 — cos(z)
Tracer rapidement sa représentation graphique.

II. Formules diverses

I1.1. Linéarisation

Corollaire 8.8 (Formules de linéarisation)

Quels que soient les réels a et b,
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cos(a + b) + cos(a — b)

cos(a) cos(b) = >
cos(a — b) — cos(a + b)

sin(a)sin(b) =

2
sin(a + b) + sin(a — b)

sin(a) cos(b) =

2
KDémonstration A
kO:n part du membre droit de chaque égalité, et on substitue par les formules d’addition. )
Ex. 8.6 Calculer I = f cos(x) cos (g - x) dz.
0
II.2. Formules de factorisation
Corollaire 8.9 (Formules de factorisation)
Quels que soient les réels a et b,
cos(p) + cos(q) 2 cos (2£4) cos (22
cos(p) —cos(q) = —2sin(Z?)sin(22)
sin(p) +sin(q) = 2sin(Z2)cos (2)
sin(p) —sin(g) = 2cos (75! sin (%5%)
(" Démonstration N
kO:n part des formules de linéarisation et on substitue p a a +bet g a a — b. )

Ex. 8.7 Résoudre les équations suivantes :
(E1) : sin(3z) + sin(bx) = sin(4x) (Es) : cos(x) — cos(2x) + cos(3z) = 1

I1.3. Angle moitié
Corollaire 8.10
Soit z un réel tel que tan(z) et tan (%) soient définis.
On pose t = tan(%).
() 1-—¢?
cos(z) = ——
142
2t
Siﬂ(l?) = m
2t
t —
an(x) T
[Démonstration }

Ex. 8.8 On se place dans le plan orienté muni d’un repere orthonormal direct.
p p p

On note O l'origine du repere, I le point de coordonnées (1;0) et J le point de coordonnées (0;1).
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1 t
Pour tout réel ¢, on définit le point M; du plan de coordonnées | ——; —)
1+ 1+ ¢

Montrer que, quel que soit le réel ¢ choisi, M; appartient au cercle de diametre [O1].
Réciproquement, est-ce que tous les points de ce cercle peuvent s’écrire M,; pour un réel t bien

choisi ?
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Maths - Chapitre 9
Nombres réels et suites numériques

« Les considérations qui font 1'objet de ce petit écrit remontent a ’automne
1858. Je me trouvais alors, en tant que professeur, a I'Ecole polytechnique fé-
dérale de Zurich, pour la premiere fois dans la situation de devoir exposer les
éléments du calcul différentiel, et je ressentais a cette occasion, plus vivement
que jamais auparavant, le manque d’un fondement véritablement scientifique a
I’arithmétique. En concevant qu’une grandeur variable s’approche d’une valeur
limite fixe, et notamment en prouvant la proposition que chaque grandeur
qui croit constamment [et qui reste majorée] doit de facon certaine
s’approcher d’une valeur limite, je me réfugiais dans les évidences géomé-
triques. Maintenant aussi, je considere 'appel a I'intuition géométrique dans le
premier enseignement du calcul différentiel comme extrémement utile du point
de vue didactique, et méme indispensable si 'on ne veut pas perdre trop de
temps. Mais [...] ce sentiment d’insatisfaction s’imposait tant & moi que je pris
la ferme résolution d’y réfléchir sans relache [...]. On dit constamment que le
calcul différentiel s’occupe des grandeurs continues, et pourtant nulle part
n’est donnée une explication de cette continuité. », extrait de Conti-

nuité et nombres irrationnels
Richard Dedekind '

Le point de départ de ce chapitre sera la propriété qui résulte du travail de Dedekind et de ses
successeurs et qui caractérise l’avantage théorique qu’il y a de travailler dans l’en-
semble des nombres réels plutot que dans l’ensemble des nombres rationnels. Nous
approfondirons la notion de nombre réel et en tirerons des conséquences pour 'étude des suites

numériques et de leurs limaites.

I. L’ensemble des nombres réels

I.1. Rappels et pré-requis

\

(" Ensembles usuels de nombres
Il convient d’emblée de bien comprendre que la notion de nombre réel repose :
e sur lintuition géométrique de droite munie d’un repére, qui contient en elle-
meéeme 'idée de continuité ;
e sur les intuitions algébriques de corps (voir la définition 3.10) et de relation

d’ordre compatible avec les opérations (voir les définitions 2.1 et 4.1).

1. Richard Dedekind(1831;1916), mathématicien allemand ayant contribué & fonder la logique mathématique

contemporaine, notamment la construction des ensembles de nombres.
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A ce titre les trois définitions précédentes doitvent étre revues et réapprises si besoin est.
On rappelle de plus que :

e (Q,+, %), (R,+,x) et (C,+, x) sont trois exemples de corps, les deux premiers
uniquement étant munis d’une relation d’ordre totale compatible avec leurs
opérations

e on a la suite d’inclusions strictes N € Z € D € @ € R C C ou D est I'ensemble
des nombres décimaux c’est-a-dire des nombres pouvant s’écrire sous la forme % avec
(N,n) € Z x N;

e on appelle nombres irrationnels les éléments de R\Q.

\_

Définition 9.1 (Majorant, minorant)

On dit qu'une partie E C R est magorée par M € R et on dit que M est un majorant
de FE sipour tout x € £, v < M.

On dit qu'une partie £ C R est minorée par m € R et on dit que m est un minorant
de E si pour tout x € E/, m < x.

Une partie qui est minorée par m et majorée par M est dite bornée par m et M.

Définition 9.2 (Maximum, minimum, extremums)
On dit qu'une partie £ C R possede un plus grand élément G € R aussi appelé maxi-
mum de E si G est un majorant de E qui appartient a F.
On dit qu’une partie E C R possede un plus petit élément P € R aussi appelé minimum
de E si P est un minorant de E qui appartient a E.

Proposition 9.3 (Unicité du maximum et du minimum)

Si une partie de R possede un plus grand élément (ou un plus petit élément), alors il est unique.

I1.2. Propriété de la borne supérieure, inférieure

Définition 9.4 (Borne supérieure, borne inférieure)
Soit A une partie non vide de R.
e On dit que S est la borne supérieure de A si S est le plus petit majorant de A;
si A n’est pas majorée, on convient que sa borne supérieure est -+oo.
e On dit que [ est la borne inférieure de Asi [ est le plus grand minorant de A;

si A n’est pas minorée, on convient que sa borne inférieure est —oo.

Les bornes supérieures et inférieures de I'ensemble vide ne sont pas définies.

%f Notation

I A condition que 'un ou l’autre existe, on note S = sup A et I = inf A.
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Ex. 9.1 Pour les ensembles suivants, donner, s’ils existent, I’ensemble des majorants, I’ensemble
des minorants, le maximum, le minimum, la borne supérieure, la borne inférieure :

) o 2
IN7 ]172]7 &= {J‘ S Q+7SL < 2}

Remarque

Si A admet un plus grand élément, alors cet élément est aussi la borne supérieure de A.

En effet, soit G le plus grand élément de A, alors par définition G est un majorant. De plus,
soit M un majorant de A, alors Vr € A, M > z. Or G € A, donc M > G.

De méme si A admet un plus petit élément, alors c¢’est aussi la borne inférieure de A.

Les réciproques sont fausses (voir exercice précédent).

B Axiome 9.5 (Propriété fondamentale de R ou propriété de la borne
supérieure)
Toute partie non vide majorée de R admet dans R une borne supérieure.

Toute partie non vide minorée de R admet dans R une borne inférieure.

Remarque

Cette propriété distingue le corps des nombres réels de celui des nombres rationnels. Elle
doit étre connue. Elle exprime la continuité de la droite réelle et complete la remarque
précédente : pour une partie non vide A de R

e A majorée équivaut a sup A existe;

e max A existe implique sup A existe, mais la réciproque est fausse.
L’ensemble des majorants d’une partie quelconque A de R est

e vide si A n’est pas majorée,

e R si A est vide,

e l'intervalle [sup A; +o00[ sinon. En effet, d’apres 'axiome précédent, I'ensemble des ma-

jorants possede toujours un plus petit élément si A est non vide majoré, c’est la borne

supérieure.

Ces remarques s’adaptent a la borne inférieure d’une partie de R.

o N
i Meéthode
Pour démontrer que S est la borne supérieure de A # () majorée on montre :

1) que S est un majorant de A;

2) que tout majorant de A est supérieur ou égal a S.

Pour obtenir la borne supérieure d'une partie non vide majorée de R, on peut aussi commencer

par calculer I’ensemble des majorants, puis obtenir le plus petit d’entre eux.

kLa méthode s’adapte a obtention de la borne inférieure de A # (). )

Ex. 9.2

1) Soient m et n deux entiers strictement positifs.
mn 1

(m+n)? -4

Montrer que 0 <
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mn

(m+n)?’
Montrer que A admet une borne supérieure S et une borne inférieure I et les calculer.

2) SoitA—{ mE]N*,nE]N*}.

3) S est-elle le maximum de A?
I est-elle le minimum de A7

I.3. Approximations décimales

Définition 9.6
(zo;7) € DX R, e € RE.
Si | — zo] < €, on dit que z( est une approximation décimale de x a € pres. De plus :
si xg > x, on dit que xg est une valeur approchée de x par excés.

si g < x, on dit que xg est une valeur approchée de x par défaut.

Théoréme 9.7 (Densité de D dans R)

L’ensemble ID des nombres décimaux est dense dans R, c¢’est-a-dire

V(a;b) € R? avec a < b,Jz € D tel que a < x < b

(" Démonstration hors programme N

Soient a < b deux réels. On a doncb — a > 0.
Notons n = |logy(b—a)| —1 € Z.

b_
n+1<10gw(b—a)<n+2:>10"“<b—a<10"+2:>10<Tna<100.
b

On en déduit que 2 < i—l— 10 < —

107 107 107"
a a a b
N = |— 7. qui vérifie — N £ — — d’ou
On conclut en posant [10” +9]| € qui vérifie Ton < Ton +9 < o d’ot
< < b.
KCL 10— j
Corollaire 9.8
Q est dense dans R.
/Démonstration A
Il suffit de remarquer que D C Q. La démonstration du théoreme 9.7 reste donc valable pour
Kles rationnels. D

Corollaire 9.9

Pour tout réel = et tout réel € > 0, il existe une approximation décimale de x a € pres, que ce
soit par défaut ou par exces.
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Démonstration

On applique le théoreme 9.7 aux couples (x — € x) ou (x;x + ¢€).

1.4. Intervalles réels

On rappelle que les intervalles réels ont été définis au chapitre 1 page 18 pour (a,b) € R? par :
e Intervalles fermés :
[a;0] = {r € R,a <z < b}.
e Intervalles semi-ouverts :
Ja;b] ={zr € R,a <z < b}, [a;b]={zr € R,a <z < b},
[a;+oo[={z € R,a <z}, | —00;b] = {z € R,z < b}.
e Intervalles ouverts :
Ja;b[={r € R,a <z < b}, |a;+oo[={z € R,a < z}, | — 00;b[= {z € R,z < b}
et R =] — oo; +00.

En particulier, ) = [1;0] =]1; 0] =]0; 0[ est un intervalle réel (a la fois fermé, semi-ouvert et ouvert).

Remarque

Le théoreme 9.7 peut s’énoncer a 'aide des intervalles sous la forme :

« Pour tout intervalle réel I ouvert non vide, il existe un nombre décimal d tel que d € I ».

Lemme 9.10
Etant donnée une partie non vide A de R :

1) si A est majorée et possede par conséquent une borne supérieure S, alors quel que soit
x < S, il existe ' € A tel que x < 2/ < 5;

2) si A est minorée et possede par conséquent une borne inférieure I, alors quel que soit
x> 1,1l existe 2’ € A tel que z > 2’ > I

3) si A n’est pas majorée, alors quel que soit x € R, il existe 2’ € A tel que z < 2’;

4) si A n’est pas minorée, alors quel que soit x € R, il existe 2’ € A tel que 2’ < z.

/Démonstration

1) S est la borne supérieure de A et x < S donc z n’est pas un majorant de A. Donc il

existe 2’ € A tel que z < z’.
2) La démonstration est identique au sens des inégalités pres.
3) Clest la négation de 3 € R, V2’ € A, 2’ < x.

9 4) C’est la négation de 3x € R,V2' € A, 2’ > x.

\

Proposition 9.11

Une partie X de R est un intervalle si et seulement si, pour tous u et v dans X, on a [u,v] C X.
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\

/Démonstration

Pour 'ensemble vide, c’est évident puisqu’il n’a aucun élément ! Supposons donc X non vide.
Sens direct : c’est une simple application de la transitivité de la relation d’ordre appliquée a
chacun des neuf types d’intervalle.
Réciproque : soit X C R vérifiant V(u;v)X?, [u,v] C X.
e Si X est borné, alors il possede une borne inférieure a et une borne supérieure b (puisqu’il
est non vide).
Soit € X alors a < x < b puisque a minore X et b majore X'. Donc X C [a; b].
Réciproquement soit = €]a;b[. D’apres le lemme précédent, comme ¢ = inf X et b =
sup X, il existe u,v € X tels que a < u < x < v < b. Or par hypothese [u;v] C X donc
r e X.
On distingue alors quatre cas suivant que a ou b sont ou non élément de X :
*xsia€ X etbe X, alors [a;b] = X
*xsia ¢ X etbe X, alors |a;b] = X';
xsia€ X ethd¢ X, alors [a;b[= X;
*xsia¢ Xetb¢ X, alors |a; b= X.
e Si X est majoré mais non minoré, alors il possede une borne supérieure b mais pas de
borne inférieure et X C| — oo; b].
Soit x €] — 0o; b[. D’apres le lemme, il existe u,v € X tels que u < < v < b. Or par
hypothese [u;v] C X donc z € X. On distingue a nouveau deux cas suivant que b est
ou non élément de X qui permettent de conclure que X =] — co;b[ ou X =] — o0; b].
e On démontre de méme les trois autres cas possibles correspondant a X minoré mais

non majoré (avec a = inf X appartenant ou non a X’) et & X non minoré et non majoré

Y qui conduit a X = R.

Ex. 9.3 (Cor.) [*] A et B deux parties non vides de R telles que V(z;y) € A x B,z < y.

)

1) Montrer que sup A et inf B existent et que sup A < inf B.
2) Montrer que sup A = inf B < Ve > 0,3(x;y) € AX By —x < €.

I1. Introduction aux suites

I1.1. Définitions

‘ Ve . . .
Définition 9.12 (Suites)
On appelle suite réelle tout élément de RN et suite complexe tout élément de CV.
Par extension, si A est une partie infinie de IN, tout élément de R4 est aussi appelé suite

réelle et tout élément de C4 est aussi appelé suite complexe.

Dans ce qui suit, on notera IK pour désigner R ou C.
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W Notation

Siu: IN — K est une suite, on préfere généralement comme pour les familles finies la notation
Ug, U1, Uz, etc... pour les images de la suite u.

On peut cependant aussi noter u(0), u(1), u(2)etc. .. ces images.

La suite elle-méme est notée u ou (un), -

Attention a ne pas confondre u, qui est l’image de n par la suite u et u elle-

méme.

Remarque

| De fagon évidente, la restriction u); d’'une suite a une partie finie I C IN est une famille finie.

Les notions de suite et de famille finie sont donc intimement liées.

Définition 9.13 (Egalité de deux suites)
Deux suites u et v sont €gales si :
e clles sont définies sur la méme partie A C IN;
e Vne A u, =u,.

On supposera a partir de maintenant que les suites sont définies sur IN sauf indication contraire.

Définition 9.14 (Suites particuliéres)

Etant donnée u une suite réelle ou complexe, on dit :
e que u est constante s’il existe un réel ou un complexe a tel que Vn € N, u,, = a;
e que u est stationnaire s’il existe un réel ou un complexe a et N € IN tels que
VneNn>N=u, =a;
e que u est périodique s'il existe p € IN* tel que Vn € N,n +p € A et upyp = uyp,.

La période de la suite est alors le plus petit entier p € IN* satisfaisant cette propriété.

Remarque

Une définition alternative du mot période désigne tout entier satisfaisant la propriété
donnée. Auquel cas, il existe une infinité de périodes pour une suite périodique et on

demandera souvent de donner la plus petite période de la suite.

Définition 9.15 (Propriété valable « a partir d’un certain rang »)

Etant donné un prédicat P dépendant d’une variable x € IK, on dira que la suite u vérifie P

a partir d’un certain rang si il existe N € N tel que pour tout n > N, P (u,,) soit vraie.

Ex. 9.4 Ecrire 4 Daide de quantificateurs :

u vérifie P a partir d’un certain rang si et seulement si AN € N,;Vn € N,;n > N = P (u,)
ou plus simplement 3N € N,Vn > N, P (u,)

Reformuler le fait qu’une suite est stationnaire.

u est stationnaire si et seulement si u est constante a partir d’'un certain rang.
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I1.2. Modes de définition d’une suite

Une suite peut étre définie de multiples fagons. On retiendra les trois modes de définition suivants

illustrés chacun par un exercice :
a) De fagon explicite

Ex. 9.5 On considere la suite (u,),en définie par

Vn €N, uy, = sm(zgrn)
VneN, uypqr = (—1)" °
Montrer que u est périodique et préciser sa période.

/Cor. 9.5 A
sin est 27 périodique donc

Vn € N, ug(ni6) = Uzns12 = sin (2’T (n+6 ) sm( n+ 47r) = Usy,.

o= (_1) = U2p+1-

De méme, Vn € N, us(n16)+1 = Unt1412 = (—1)

Donc u est périodique.

—V3 3
;/_771’5:17“6:07“7:_17“8:%7

Par ailleurs ug = 0, u; = 1, us = - ug = —1,uy =

ug =1, uyg = et u;; = —1, donc la période de u est 12.

o /

b) De fagon implicite
Ex. 9.6 Montrer que pour tout n € IN, il existe un unique w,, € R, tel que e*» — 1 = u,, + n.

/Cor. 9.6 h

Soit f, :x € Ry — e — 2z —n — 1. [, est dérivable comme somme de fonctions qui le sont et

Vo € Ry, fl(z) =e” —1 > 0 et ne s’annule qu’en = = 0.

fn est donc une fonction continue, strictement croissante sur R, , c’est donc une bijection
de R, sur [—n; +ool.

OrVn € N, 0 € [—n; +o0[, donc f,(x) = 0 possede une et une seule solution pour tout n € IN :

Kc’est Uy, ! D

c) Par récurrence

Vn € N, Up+1 =

Ug € C
Ex. 9.7 On consideére la suite récurrente (u,),en définie par { 1+u, .

Montrer que lorsqu’elle est définie, cette suite est périodique. On précisera notamment les valeurs
de ug pour lesquelles la suite est définie et la période de la suite suivant la valeur de wuy.

/Cor. 9.7 A

Siug = 1, uy n’est pas définie. De méme, si ug = 0, u; = 1 et up n’est pas définie. Enfin, si

up = —1, u; = 0 et uz n’est pas définie. Réciproquement, u, ., € {—1;0;1} = u, € {-1;0},

donc la suite u est bien définie pour tout ug € C\{—1;0;1}.

1 n 2 -1
t Uni = = —. La suite
1 —upys —2Uy, U,

u est donc périodique de période 4 pour tout ug € C\{—1;0;1;4; —i} et constante (c’est-a-dire

Montrons que la suite est alors périodique. Vn € IN, u, o =
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Kl—périodique) pour ug = =i. J

Remarque

Dans le cas d’une suite définie par récurrence, la démonstration par récurrence est un

outil endispensable. 11 faut toujours 'avoir a ’esprit.

I1.3. Définitions spécifiques aux suites réelles

Définition 9.16 (Représentation graphique)

La représentation graphique d’'une suite réelle u est 'ensemble des points du plan de coor-

données (n, u,) obtenu lorsque n décrit IN.

Exemple : représentation graphique de la suite v :n € N — u,, = 2 +

° o

)

© 0000000600
o © 0 O

6 00
o o0
DO

Définition 9.17 (Représentation graphique d’une suite récurrente)
Ug € R

Upy1 = f (uﬂ)
pour observer son « comportement » (on parle plutot de sa dynamique) de la représenter

Lorsque la suite est définie par récurrence wu : { , il est souvent plus aisé

graphiquement en tragant la représentation graphique de la fonction f, la droite d’équation

y = x, puis en utilisant ces deux représentations graphiques pour obtenir de proche en proche

les valeurs des termes de la suite u sur 'axe des abscisses.

4

, . . . U = 3

Exemple : représentation graphique de la suite u : :
Upt1 =
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Suite récurrente

1.04

0.8

) 7

0.4+ I

0.21

R

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Définition 9.18 (Suites majorées, minorées)
| On dit qu’une suite réelle u est majorée s’il existe M € R telle que Vn € N, u,, < M.
= m.

On dit qu’'une suite réelle u est minorée s’il existe m € R telle que Vn € IN, u,

Remarque

Comme il n’existe pas de relation d’ordre totale sur C compatible avec les opérations + et X,
les notions de suites majorées et minorées ne sont pas définies sur C. Cependant, la définition

suivante est valable pour les suites réelles et complexes :

Définition 9.19 (Suites bornées)

| On dit qu'une suite réelle ou complexe u est bornée si la suite réelle |u| est majorée.

Proposition 9.20

Une suite réelle u est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

~

4 Démonstration

Par définition, u est bornée si et seulement 3A € R, ,Vn € N, |u,| < A, c’est-a-dire si et
seulement si A € R, ,Vn € N, —A < u,, < A. Donc u est minorée par —A et majorée par A.
Réciproquement, supposons u minorée par m € R et majorée par M € R alors
VneN,m<u, <M et

Vne N, —-M < —u, <—m

donc Vn € N, 0 < |u,| < max(M; —m) donc u est bornée.

\
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Définition 9.21 (Suites monotones)

On dit qu’'une suite réelle u est croissante si Vn € N, u,, < u,1.
On dit qu’'une suite réelle u est décroissante si Vn € N, u,, > upqq.
On dit qu’une suite réelle est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Lorsque les inégalités sont strictes, on dit que la suite est strictement croissante ou stric-

tement décroissante, et par conséquent strictement monotone.

s N
B;\i‘ Méthode
Pour étudier la monotonie d'une suite v on étudie le signe de u,11 — uy,.
Cependant, dans le cas d'une suite vy € R, u,41 = f(u,) définie par récurrence,
Upt1 — Up = f(Uun) — up = g(u,) dépend de la valeur de u,.
Dans ce cas, pour montrer que la suite est monotone, on cherchera des intervalles I C R
tels que
e Vx €I, f(x) €I:on dit que 'intervalle I est stable par f;

e ¢ est de signe constant sur I.

Cette méthode sera précisée lors du chapitre sur la continuité.

o J
Uy € R
Ex. 9.8 Soit u : u? +u, (voir représentation graphique précédente).
Upy1 = ——o—
Montrer que si ug € [0; 1], alors u est décroissante.
(" Cor. 9.8 h

22+

1) Soit f:z € R . [ est dérivable car polynomiale, et
Vz € R, f'(z) = 2+ 5. Donc f est strictement croissante sur [0; 1], f(0) =0et f(1) =1,
enfin f est continue, donc f est une bijection de [0; 1] dans [0; 1].

Une récurrence immédiate montre alors que si ug € [0; 1], alors Vn € N, u,, € [0;1].
2 2
UZ — Uy, T —x

”2 en posant g : x € R —

A nouveau, ¢ est dérivable car polynomiale et Vo € R, () = x — % donc ¢ est
décroissante sur [O; %] et croissante sur [%, 1]. Or g(0) = 0 et g(1) = 0 donc sur [0; 1],
g<0.

Nous avons donc démontré que uy € [0;1] = Vn € N, u,, € [0;1] et u,, € [0;1] = upi1 <

Etudions le signe de u, 1 — u, =

Up.-
La conjonction de ces deux propriétés permet d’affirmer que si ug € [0;1] alors u est

décroissante.

2) On cherche des intervalles stables par f tels que g soit de signe constant sur ces inter-
valles.
Etudions f. D’apres la question précédente, f est strictement décroissante sur ]—oo; ’71]
-1
et strictement croissante sur [_71, —i—oo[ avec f () = 5 f(0O)=0et f(1)=1.
Cherchons les antécédents par f de 0 et de 1.
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-

fx) =0 x=00uzxr=—1.

flz) =1 x=1ouxr=-2.

Enfin, toujours d’apreés I’étude de la question précédente, g est positive sur | — oo; 0] et
sur [1; 00|, et négative sur [0; 1].

On distingue alors cing cas :

En conclusion, u est monotone si et seulement si ug €] — oo; —2] U [—1; +00].

si ug €] —oo; —2] alors u; € [1;+00] et cet intervalle est stable par f avec g positive.
Donc ug €] — 0o; —2] = u croissante.

si ug €] — 2; —1[, uy €]0; 1] et w n’est pas monotone puisque u; > ug puis, d’apres la
premiere question Vn € N* w11 < u,.

st ug € [—1;0], uy € [%1; 0], ce dernier intervalle étant stable par f. De plus, g est
positive sur [%1; 0:|.

On en déduit que ug € [—1;0] = u croissante.

si ug € [0;1], u est décroissante d’apres la premiere question.

enfin, si uy > 1, la suite est croissante d’apres le premier cas traité.

Suite récurrente
: .

05!

| : e i '
0.0} Uy Uy Uy Uy |

-0.5

ITI. Suites arithmétiques, géométriques et récurrentes linéaires

ITI.1. Suites arithmétiques

Définition 9.22

Une suite u est dite arithmétique s’il existe un nombre r (réel ou complexe) tel que

Vn e N uyg =u, +7r

r est appelé ratson de la suite u.
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Propriété 9.23
u est une suite arithmétique si et seulement si dr € K,Vn € N, u,, = ug + nr.

/Démonstration R
Sens direct : on suppose la suite arithmétique et on démontre la formule explicite par récur-
rence sur n.

e Initialisation : elle est évidente.

e Hérédité : supposons qu’au rang n € N, u,, = ug + nr avec r la raison de la suite
arithmétique.
Alors par définition, w,+1 = u, +1r =ug+ (n + 1)r.

e Conclusion : si u est une suite arithmétique, alors Ir € K,Vn € IN, u,, = ug + nr.
Réciproque : supposons dr € K,Vn € N, u, = ug + nr. Alors u,,1 = ug + (n + 1)r =
KUO +nr +r = u, +r. ce qui prouve que u est une suite arithmétique de raison r. D

Proposition 9.24 (Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique)
La somme de n termes consécutifs d'une suite arithmétique vaut :
ptn
_ _ L Upt + Upin
Som O up =ttt
k=p+1
Autrement dit, la somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique est égale au produit
du nombre de termes par la moyenne arithmétique du premier et du dernier de ces termes.
/Démonstration A
KDémonstmtion faite au chapitre 2, section I1.5. )

ITL.2. Suites géométriques

Définition 9.25
Une suite u est dite géométrique s’il existe un nombre ¢ (réel ou complexe) tel que Vn €
N, upi1 = q X uy,.

q est appelé raison de la suite u.

Propriété 9.26

u est une suite géométrique si et seulement si d¢ € K,Vn € IN, u,, = ugq”.

4 Démonstration

La démonstration est similaire a celle faite pour les suites arithmétiques. )

\
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Proposition 9.27 (Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique)
La somme de n termes consécutifs d'une suite géométrique de raison ¢ # 1 vaut :
p+n
1—q"
Sn: Z Uk = Upt1 1—gq
k=p+1
( Démonstration h
kDémonstmtion faite au chapitre 2, section I1.5. )

Corollaire 9.28

i
L

Quels que soient n € N, z,y € C, 2" —y" = (x —y) » a*y" '
0

=
Il

IT1.3. Suites récurrentes linéaires

Définition 9.29

On appelle suite arithmético-géométrique toute suite définie pour a,b € K par u :
Uy € K

Upr1 = auy,+0

Remarque

Si a = 1, on retrouve le cas particulier des suites arithmétiques, et si b = 0 on retrouve celui

des suites géométriques.

Proposition 9.30
Soit a € R\{1} et b € R. Soit u une suite arithmético-géométrique définie par
Upt1 = a, +b (a #1). Alors :

u est la somme d’une suite géométrique v de raison a et d’une suite constante ¢ vérifiant la

méme relation de récurrence que u.

4 Démonstration N

Par analyse-synthese.

- J

Remarque

On peut faire une analogie entre les suites arithmético-géométriques et les solutions des

équations différentielles linéaires d’ordre 1 (aussi curieux que cela puisse paraitre au pre-
mier abord!).
En effet, considérons 1'équation iy’ = ay + b avec a # 0. Pour obtenir ses solutions, il faut :

e résoudre ’équation homogene 3y’ = ay dont les solutions sont y = Ae®, A € R;

e obtenir une solution particuliere de I’équation 4y’ = ay + b, or ici la solution constante
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Yy = — convient.

a
Donc les solutions de ’équation différentielle sont somme d’une exponentielle et d’une solution

particuliere constante.

Définition 9.31

uy € K
U : u; € K
Upy2 = QUppr+ buy,

I’équation d’inconnue r € C

r? —ar —b =0, de discriminant A = a® + 4b

On appelle suite récurrente linéaire d’ordre 2 toute suite définie pour a,b # 0 € K par

On appelle équation caractéristique associée a cette suite récurrente linéaire d’ordre 2

Proposition 9.32

On obtient une formule explicite pour le terme général d’une suite récurrente linéaire d’ordre
2 vérifiant wu, o = au,s1 + bu, en résolvant ’équation caractéristique puis
e si A # 0 en écrivant u,, = A2] + pzd ou 21,z sont les deux solutions distinctes de
I’équation caractéristique et A\, u € K doivent étre calculées de sorte a ce que uyg =
A2+ pz) = N+ poet ug = A2y + pzo;
e si A =0 en écrivant u,, = (An + p)zJ ou 2z est I'unique solution double de I’équation
caractéristique et A, p € K vérifient ug = (Ax0+pu)z) = pet ug = (A+p)zo = (A+uo)zo.

4 Démonstration

La démonstration sera faite ultérieurement conformément au programme.

-

~

%

Remarque

pour qualifier ces objets.

ficients constants, la proposition 9.32 s’adapte lorsque g, uy1,a,b € R a l'obtentio

d’une formule explicite pour les suites réelles :

ug = A+ et ug = Azp + pzy;

I'équation caractéristique et A\, u € R vérifient ug = p et u; = (A + up)zo;
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e On remarquera la trés grande ressemblance entre les propositions précé-
dentes et celles concernant les équations différentielles linéaires du chapitre
7, section V. Cette ressemblance entre des objets a priori tres éloignés sera expliquée

dans les chapitres sur les espaces vectoriels et justifie 'usage répété du mot linéaire

e Comme dans le cas des équations différentielles linéaires d’ordre 2 a coef-

n

*x si A > 0, on écrit u,, = \2] +pzf ol 21, 22 sont les deux solutions réelles distinctes

de I'équation caractéristique et A\, u € R doivent étre calculées de sorte a ce que

* st A =0, on écrit u,, = (An + p)zy ou 2 est I'unique solution réelle double de
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xsi A < 0, on écrit u, = r"(Acos(nf) + psin(nd)) ot re*? sont les deux solu-
tions complexes conjuguées distinctes de ’équation caractéristique et A\, u € R

vérifient ug = A\ et u; = r [ug cos(#) + psin(6)].

4 N

=

i Meéthode : Suites arithmético-géométrique et suites récurrentes linéaires

e Pour une suite arithmético-géométrique vérifiant w,; = au, + b,a # 1, on retient
uniquement qu’'une formule explicite est obtenue comme somme d’une suite géo-
métrique de raison a et d’une solution particuliére constante de la formule
de récurrence. Le premier terme de la suite géométrique peut étre facilement obtenu
par le calcul du premier terme de wu.

e Pour les suites récurrentes linéaires d’ordre 2 vérifiant u,.o = au, 1 + bu,, b # 0, on
retient uniquement la formule explicite suivant les valeurs du discriminant. Les va-
leurs de A, u peuvent étre facilement obtenues par le calcul des deux premiers termes
de wu.

On est aidé en cela par la ressemblance entre la méthode vue pour les équations diffé-

rentielles linéaires homogenes d’ordre 2 a coefficients constants et celle énoncée dans la

proposition 9.32 et la remarque suivante. )

\_

Ex. 9.9 Suite de Fibonacci
Exprimer u,, en fonction de n pour u, o = u, 11 + u, avec ug = u; = 1.

(" Cor. 9.9 R
Equation caractéristique : 2?2 — 2 — 1 = 0 de discriminant A = 1 +4 = 5 donc
1+v5)" 1-v5Y"
I\ p € R, Vn € N, u, = A( +2\f) +u( 2\[) |
Orug=1= A+ p et
1+5 1—+5 A+ A— L[
I+ 545 5-V5
donc \ = = et u= d’ou
2 10
54+V5[(1+V5) 5-v5(1-v5)"
vne N u, — +vV5 (145 N Vb Vb
10 2 10 2
o %
Ex. 9.10 Exprimer u,, en fonction de n pour u, o = 2u,11 — u, avec ug = 0 et u; = 3.
Comment aurait-on pu obtenir la formule explicite sans le recours a la méthode du cours?
~

(" Cor. 9.10

Equation caractéristique : 22 — 2z + 1 = 0 de discriminant A = 4 — 4 = 0 donc
A\ pne R, Vn € N, u, = An+ pu.
Orug=0=pet
u; =3 =Xdou
Vn € N,u, = 3n
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Il s’agit alors d’expliquer pourquoi cette suite est arithmétique : d’apres la formule de récurrence
donnée pour u on a
Upto = 2Upy1 — Up & Upyo — Upi] = Upi] — Uy = ... = U — Uy = 3 donc il s’agit bien d'une

suite arithmétique de premier terme uy = 0 et de raison 3.

Ex. 9.11 Exprimer u,, en fonction de n pour u, o = u,+1 — u, avec ug = u; = 1 et montrer que
cette suite est périodique.

(" Cor. 9.11 R
Equation caractéristique : 22 — 2 + 1 = 0 de discriminant A = 1 — 4 = —3 donc
1+4v3\" 1—iv3Y)"
I\ p € R, Vn € N, u, = A(%\/_) +u(+f) _ T 4 pe
Orug=1=A+pet
1+4v3 1—14v3 A A —
w=1=2A\ L+iv3 +u W3 ML Gt
2 2 2 2
I+~ 3_4/3 3+iV3 |,
donc \ = = et f = ———— d’ou
2 6 6
3 —1 3 - LT 3 ) 3 - NI
vn E ]N7 un — —Z\/_eZT + +TZ\/_6_’LT
3 —1 3 - N - 3 ) 3 - NI -
D’ou Vn € N, w16 = —Z\/ielTH“T + +—Z\/_e’lT’2” = Up.
kOr ug=u; = 1,us = 0,u3 = uy = —1,us = 0 donc u est périodique de période 6. )
Ex. 9.12 (Cor.)  Exprimer u, en fonction de n pour u, 2 = —u,+1 + 2u, avec uy = 0 et u; = 3.

Simplifier uig9 + u191. Ce résultat se généralise-t-il 7

f Important ! Ressemblance... oui mais!

Les équations différentielles linéaires sont données sous la forme 3" + ay’ + by = 0,0 # 0
tandis que les suites récurrentes linéaires vérifient

Upso = QUpy1+0Up, b # 0 Upyio—au, 1 —bu, = 0,b # 0 ce qui explique la légere différence
entre les équations caractéristiques associées (et leur discriminant).

En outre, si A = 0 par exemple, la solution générale de v” + ay’ + by = 0,b # 0 s’écrit
y = (Ax 4+ p)e®® ou zy est 'unique solution double de 1’'équation caractéristique

tandis que la formule explicite obtenue pour w,o = aUyq1 + by, b # 0 est u,, = (An + p)2y

ou zy est I'unique solution double de I’équation caractéristique.

I11.4. Démonstration par récurrence double

4 N

4+ Méthode : Démonstration par récurrence double

Etant donné ng € Z, pour démontrer qu'un prédicat P(n) est vrai pour tout entier n > ng, on
peut effectuer une récurrence double :
e Initialisation : on vérifie que P (ny) et P(ny+ 1) sont vrais.
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e Hérédité : on suppose que pour un entier n > ng, les propriétés P(n) et P(n + 1)
sont vraies, en énoncant clairement ces propriétés appelées hypothéses de
récurrence. On démontre alors, sous ces hypotheses, que P(n + 2) est vraie.

e Conclusion : « La propriété est initialisée aux rangs ng et no+1 et héréditaire
pour n = ng, elle est donc vraie pour tout entier n > ngy. »

En résumé, on démontre :
Initialisation
N

P(ng) et P(ng+1)= P(ng+2)= = (P(n) et P(n+1)) = P(n+2) = ...

g h Hérddité } )
Ex. 9.13 Suite de Fibonacci (bis)
Sans utiliser la formule explicite obtenue a l’exercice 9.9, montrer que la suite de Fibonacci définie
par Upio = Upt1 + U, avec ug = uyp = 1 vérifie :

1) Vn € N,u, > n.

2) Vn € N, uptinys —ul = (—1)"

(" Cor. 9.13

1) Par récurrence double sur n € IN :

o Initialisation :

U0:1>0
U1:1>1
U2:2>2

e Hérédité : supposons que pour n € N* on ait u, > n et u,.1 > n + 1. Alors
Upyo = Upt1 + U, 2N+ 1+n2n+2 car n > 0.
e Conclusion : la propriété est vraie aux rangs n = 0, n = 1 et n = 2, et héréditaire
pour n € IN*, elle est donc vraie pour tout n € IN.
On voit ici que pour démontrer l’hérédité, on est conduit a supposer n > 0,
donc a initialiser la propriété aux rangs n =0, n=1 et n = 2.
2) Une récurrence faible (ou simple) suffit :
e Initialisation :
upug —ui =2—-1=1=(-1)°
e Hérédité : supposons que pour n € IN on ait u,ty10 — uiﬂ = (—1)". Alors :
Up41Un43 — Ui+2 = Unt1 (Unt2 + Ung1) = Unpz (Ung1 +un) = Uiﬂ — Uplny2 =
—(=1)" = (="
e Conclusion : la propriété est initialisée au rang n = 0 et héréditaire a partir de ce

rang, donc

Vn € N, unty o — usyy = (—1)"

-

Ex.9.14 Pourn € N et z € C*, on pose

1 1
[I,(2)=2"4+— et Z=2+—
zZ" z

Montrer qu'’il existe un polynéme P, € C[X] tel que
Vz e C,11,(2) = P.(Z)
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Montrer que les racines de P, sont réelles et appartiennent a [—2; 2].

IV. Limite d’une suite réelle

Dans cette section, les suites considérées sont des des suites réelles.

IV.1. Limite finie

Définition 9.33

| On appelle intervalle non trivial de R tout intervalle non vide et non réduit & un point.

Définition 9.34

On dit qu'une suite réelle u tend wvers le réel o (ou converge vers «) si tout intervalle
fermé non trivial centré sur «a contient tous les termes de la suite a partir d’un certain
rang.a est appelé limite de la suite u.

Une suite qut converge vers un nombre réel est dite convergente.

Sinon, elle est dite divergente.

{}7 Notation
Avec des quantificateurs cela s’écrit : Ve > 0,IN € N,Vn > N, |u, — a| < e.

On note : lim w, =aouu, — a.
n—-+o0o n—-+o0o

Remarque

e N dépend a priori de € et généralement, plus € est petit, plus N doit étre choisi grand.
e Il découle immédiatement de la définition que

] "2 0 < u, "0 0.
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s N
% Méthode
Pour montrer qu’'une suite u converge vers a a l’atde de cette définition :
1) on se donne une valeur € > 0
« Soit € > 0. »
2) on trouve un rang N adapté a €
« Montrons qu’il existe N € N tel que pour tout entier n > N, |u, — a| <e.»
kOn peut aussi faire une démonstration par analyse/synthese. )
Ex. 9.15 Montrer que lim 1 =0.
— n—-+oo N
[ Cor. 9.15 h
Soit ¢ > 0. Montrons qu’il existe N € N tel que pour tout entier n > N, |%| < e
On pose N = |_%J + 1 > 0. Par définition de la partie entiere, N — 1 < % < N.
Donc quel que soit 'entier n > N,
n>N>-=0< — < e cequi permet de conclure.
- € " %
Proposition 9.35
Si u converge vers [ > 0, alors il existe un rang N a partir duquel u,, > 0.

[Démonstration ]

IV.2. Unicité de la limite d’une suite convergente

Lemme 9.36

Soit x € R. On a I’équivalence :
r=0&Ve>0,|z] <€

/Démonstration )
Sens direct : il est évident.
Réciproque : on démontre la contraposée.
Supposons x # 0 alors € = m > 0 et vérifie € < |z

KDonc r # 0= Je>0,e < |z] ce qui acheve la démonstration. )

Proposition 9.37

La limite d’une suite convergente est unique.
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\

/Démonstration

Supposons que la suite u converge vers les réels a € R et o € R. Alors

Ve > 0,dN; € N,Vn > Ny, |u, —af <€

Ve > 0,3dNy € IN,Vn > Ny, |u, — '] < e

Donc Ve > 0,Vn > max(Ny, No), |a — | < |u, — a] + |u, — /| < 2e.
a— o

Ainsi, Ve > 0, | |

récédent.
Kp

< € ce qui permet de conclure que o« = o en utilisant le lemme

J

IV.3. Limite infinie

Définition 9.38 0

On dit qu'une suite réelle u tend vers +oo
(ou diverge vers +o00) si tout intervalle du
type [A, 400 contient tous les termes de 20

la suite a partir d’un certain rang.

Notation 10
Avec des quantificateurs :
VAe R,dN € N,Vn > N,u, > A.

OnnOte: lim un:+000uun—>+00 (04120 o o o e e e e e e e e e e e e e e e e
n—+o00 n—-+o00 0 5 10 15 20 25 30

Définition 9.39

De méme, on dit que u tend vers —oo (ou diverge vers —oo) et on note lim wu, = —o0
n—-+o0o

ouu, —> —00 sl
n—400

VA e R,dN € N,Vn > N,u, < A.

Remarque
| N dépend a priori de A et plus |A| est grand, plus N doit étre choisi grand.

(" x _ I
4 Méthode

Pour montrer qu’une suite u diverge vers +o0o0 a l’aide de cette définition :

1) on se donne une valeur A € R
« Soit AcR.»

2) on trouve un rang N adapté a A
« Montrons qu’il existe N € N tel que quel que soit n > N,u, > A »
pour une suite divergeant vers oo

ou
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« Montrons qu’il existe N € N tel que quel que soit n > N,u, < A»

pour une suite divergeant vers —oo.

On peut aussi faire une démonstration par analyse synthese.

Ex. 9.16 Montrer que si p € N*, lim n” = +oco.

n——+o0o

[ Cor. 9.16

Soit A € R. Montrons qu’il existe N € N tel que pour tout entier n > N, nP > A.
Si A <0, il suffit de prendre N = 0.

Sinon, on pose N = LAI%J + 1. Par définition de la partie entiere, N — 1 < Av < N.

Donc quel que soit 'entier n > N,

1
kn > N > Av» = n? > A ce qui permet de conclure. )

Proposition 9.40

La limite (finie ou infinie) d’une suite est unique.

IV.4. Propriété

Propriété 9.41

Si u est une suite convergente alors elle est bornée.
Si u diverge vers oo alors elle n’est pas bornée.

Les réciproques sont fausses en général.

4 Démonstration

e Si u converge vers une limite [ € R alors Ve > 0,IN € N,Vn > N, |u,, — | < e.
En particulier, cette propriété est vraie pour € = 1 associé a ’entier N; € IN.
On a alors U; = {u, € R,0 <n < N;} qui est une partie finie de R et possede donc
un maximum G et un minimum P (propriété ??) et U] = {u, € R,0 < n > Ny} qui est
majorée par [ + 1 et minorée par [ — 1.
Donc la suite u est majorée par max(G;l + 1) et minorée par min(P;l — 1).

e Pour la seconde propriété, on montre la contraposée : si u est bornée, alors elle ne
diverge pas vers +o0o.
En effet, supposons que u soit majorée par M € R, alors pour tout A > M et tout

n € N, u,, < A donc la suite ne tend pas vers 4o0.

La démonstration est similaire pour une suite minorée : elle ne tend pas vers —oc. )

\_

IV.5. Opérations sur les limites finies

Théoréme 9.42

Si lim w,=0l1€Ret lim v, =1[0; € R alors
n——+00 n——+00
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1) Combinaisons linéaires : V(\, ) € R, liril My, + pv, = Ay + pils.
n—-—+00

2) Produit : lim w,v, = lils.
n—-+00

. . v N o .
3) Quotient : si l; # 0, alors — est définie a partir d’un certain rang et
u

. Un 12
lim — = —.
n—+00 U, I

~

é Démonstration

1) 11 s’agit de montrer que sous les conditions données, Ve > 0,dN € N,Vn > N, |\u, +
pv, — (Al + ulg)| <e
Or |)\un + pvp, — (Mg + /le)| < |)\ (u, — l1)| + |,u (vn — l2)| par inégalité triangulaire.
Soit € > 0. Si A # 0 et p # 0, d’apres les hypotheses,
aN; € N,Vn > Ny, |u, — 4] < ﬁ et
AN, € N,Vn > N, v, — lo] < ﬁ
En remplacant dans I'inégalité triangulaire, on obtient donc
Vn = max(Ny; Ny), ,)\un + pv, — (A —|—ul2)| < |)\(un — l1)| + |,u(vn — l2)| < € ce qui
acheve la démonstration.
SiA=0oup =0, 'un au moins des deux termes de Au,, + pv, est nul et le résultat
reste valide.
Remarque : on aurait pu majorer |u, — 1| et |v, — l3] par € ce qui aurait conduit a
|)\un—|—,uvn— (Al + ul2)| < (JA|+|u|)e sans rien changer a la validité de la démonstration.
C’est ce que nous ferons désormais.

2) Soit € > 0.
aN; € N,Vn > Ny, |u, — ] < e et
HNQ < ]N,Vn 2 NQ, ”Un — lQ’ < €.

D’ott Vn > max(Ny; Na), |unvn — lll2| < |unvn — upl2 + uply — lll2| < |ug| X |Un — l2| +

|lo] % |un —l1| < Me+|la|e o M est un majorant de |u,| ce qui achéve la démonstration.

1]

3) Si lim w, = {3 # 0 alors en prenant € = R a partir d'un rang N € IN adapté,

n—+0o00
|4 I

l

Donc u ne s’annule pas a partir d’un certain rang.

Montrons que — — —. Soit € > 0.
U n—-+oo ll
ElNl < ]N,Vn 2 Nl, ]un — l1’ < €.
l —Un € N . . N
Or Vn > Ny, ﬁ — % = |44 | < ] ou M est un majorant de |u,| ce qui acheve la
démonstration.
v
Enfin, — = — X v permet de conclure en utilisant le résultat précédent.
\_ wou %

IV.6. Passage a la limite dans une inégalité
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Théoreme 9.43
Si u et v sont deux suites réelles convergeant vers [; et [, et telles que a partir d'un certain
rang u, < v, alors l; < ls.

Si a partir d’un certain rang u, < v,, on ne peut rien affirmer de plus : on a toujours l; < Is.

\

/Démonstration

Iy =1y

e On le démontre par I'absurde : supposons que [; > 5. Alors pour € = , 1l existe
un rang N € N a partir duquel

[up, — 1| <€, |v, — o] < € et u, < v, (on prend le maximum des trois rangs donnés par
I’hypothese « a partir d'un certain rang u, < v, » et les convergences des suites u et

v). On a donc

— — 2(ly — 1
lh l2—|—un—Un+l1 l2< (1 2).

O<li—lbetli—la=l—u,+u,—v,+v,—1ls < 3 3

On en déduit donc que 0 < Iy — [y et I; — I < 0 ce qui est absurde.
Donc [} < Is.

e [’inégalité stricte peut etre vérifiée par deux suites convergeant vers une méme limite

en posant par exemple u:n € N—0Oetv:n € N — :
\_ n+1 y,

V. Théoremes d’existence d’une limite

V.1. Théorémes des gendarmes

Théoreme 9.44

Si u et v sont deux suites réelles et [ un réel tels que u converge vers 0 et a partir d’un certain

rang |v, — I| < uy,, alors lim v, = 1.
n—-+o0o

Théoréme 9.45 (Théoréme des gendarmes)

Si u, v et w sont trois suites réelles telles que u et w convergent vers la méme limite [ et a

partir d'un certain rang u, < v, < w,, alors lim v, =[.
n—-+00

Théoreme 9.46

Soient u et v deux suites réelles telles que a partir d’un certain rang u, < v,.

Si lim wu, = +oo alors lim v, =400 etsi lim v, =—occ alors lim wu, = —o0.
n—400 n—400 n—+00 n—+4o00
4 Démonstration N

e Pour le théoreme 9.44, la suite v converge vers [ car Ve > 0, 3N € N,Vn > N, |v, — | <
U, < € en prenant pour /N le maximum des deux rangs donnés par ’hypothese « a partir
d’un certain rang |v, — | < u, » et la convergence de la suite w.

e Pour le théoreme 9.45, Ve > 0,AN € N,Vn > N, —e < u, < v, < w, <[+ €en

prenant pour N le maximum des trois rangs donnés par ’hypothese « a partir d'un
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certain rang u, < v, < w, » et les convergences des suites u et w.

e Pour le théoreme 9.46, si lir+n u, = +oo alors pour tout réel A, a partir d’'un certain
n——+00

rang, A < u, < v,, donc lim v, = 400 et réciproquement pour la seconde partie.

k n—+0o00 /

Corollaire 9.47

La suite (a"), e
e diverge vers +o0 sia > 1;
e est constante égale & 1 si a = 1 (donc converge vers 1) ;
e converge vers 0 si —1 <a < 1;

e n’admet pas de limite si a < —1.

~

4 Démonstration

e Sia > 1 alors il existe € > 0 tel que a" = (14 €)™ > 1 + ne. D’apres le théoreme 9.46,
on a donc lim a" = +4o00.
n——+o0o
e Si a =1, la proposition est évidente.
e Si—1 < a < 1 alors ou bien a = 0 et la proposition est a nouveau évidente, ou bien a # 0

et lim
n—+o00 |a’”

e Sia< —1,alors Vn € N,a>*! < 0 < a®" et d’autre part a®® — a®*! > 2. La premiere

= +o0o d’apres le premier point. Donc lim |a|* =0 = lim " = 0.
n—-+00 n—-+o0o

assertion interdit une limite infinie, la seconde interdit une limite finie. Donc (a"),,cn

n’admet pas de limite.

\_ J

V.2. Suites monotones

Théoréme 9.48

Toute suite réelle croissante non majorée diverge vers +oo.

Théoreme 9.49

Toute suite réelle décroissante non minorée diverge vers —oo.

Théoréme 9.50 (Théoréme de convergence monotone)

Toute suite réelle croissante majorée converge vers sa borne supérieure.

Toute suite réelle décroissante minorée converge vers sa borne inférieure.

/Démonstration
Soit U = {u,,n € N}. U # (.
e Les deux premiers théoremes sont des conséquences immédiates du lemme 9.10.
e Montrons le théoreme de convergence monotone dans le cas d’une suite croissante ma-
jorée, la démonstration étant similaire dans le cas des suites décroissantes minorées.
U posséde une borne supérieure S € R puisque U # () est majorée.

D’apres le lemme 9.10, quel que soit € > 0 il existe donc N € N tel que S—e < un < S.
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Or la suite u est croissante, donc Vn > N, S — € < uny < u, < S (puisque S est un
majorant de u), ce qui achéve la démonstration.
Uy € R
Ex. 9.17 On reprend la suite u : u? + u, définie dans un précédent exercice.
— Upy1 = ———

Nous avons montré que si ug € [0; 1] alors u est décroissante.
Montrer de plus que, dans ce cas, elle est convergente.

/Cor. 9.17 A

2+

1) Soit f:z € R+
Vz € R, f'(z) = x+ 3. Donc f est strictement croissante sur [0; 1], f(0) = 0 et f(1) =1,

enfin f est continue, donc f est une bijection de [0; 1] dans [0; 1].

. [ est dérivable car polynomiale, et

Une récurrence immédiate montre alors que si ug € [0; 1], alors Vn € N, u,, € [0;1].

2 2
u, —u ¢ =

Tnenposantg:xeRH

Etudions le signe de ;11 — u, =

A nouveau, g est dérivable car polynomiale et Vo € R,¢'(z) = = — 3 donc g est
décroissante sur [0; %] et croissante sur [%, 1]. Or g(0) = 0 et g(1) = 0 donc sur [0; 1],
g<0.

Nous avons donc démontré que uy € [0;1] = Vn € N, u,, € [0;1] et u,, € [0;1] = upi1 <
Uy, .

La conjonction de ces deux propriétés permet d’affirmer que si ug € [0;1] alors u est

décroissante.

2) On cherche des intervalles stables par f tels que g soit de signe constant sur ces inter-
valles.

Etudions f. D’apres la question précédente, f est strictement décroissante sur ]—oo; ’71]

et strictement croissante sur [_71, —i—oo[ avec f(_?l) = %1, f(0O)y=0et f(1)=1.
Cherchons les antécédents par f de 0 et de 1.
flz) =0 x=00ux = —1.
flz) =1 x=1ouzr = —2.
Enfin, toujours d’apres I’étude de la question précédente, g est positive sur | — oo; 0] et
sur [1; +o00], et négative sur [0; 1].
On distingue alors cinq cas :
e siug €] —o0; —2] alors uy € [1;+00[ et cet intervalle est stable par f avec g positive.
Donc wuy €] — 0o; —2] = u croissante.
e siug €] —2;—1[, uy; €]0; 1] et u n’est pas monotone puisque u; > ug puis, d’apres la
premiere question Vn € N*, u,11 < u,.
e siu € [—1;0], uy € [%1; 0], ce dernier intervalle étant stable par f. De plus, g est
positive sur [%1; 0].
On en déduit que ug € [—1;0] = u croissante.
e siug € [0;1], u est décroissante d’apres la premiere question.

e enfin, si up > 1, la suite est croissante d’apres le premier cas traité.
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Suite récurrente
3.0 T T

2.5

2.0

! . | :
0.0 %o g ULy ay uy |

En conclusion, u est monotone si et seulement si ug €] — oo; —2] U [—1; +00].

-

V.3. Suites adjacentes

Définition 9.51

I'une est une suite croissante

On dit que deux suites u et v sont adjacentes si { l'autre est une suite décroissante

lim u, —v,=0
n—-+o0o

Théoréme 9.52 (Théoréme des suites adjacentes)

Deux suites adjacentes sont convergentes et ont méme limite.

4 Démonstration

Supposons que u soit croissante et v décroissante quitte a échanger leurs noms.

Montrons par I’absurde que tout terme de la suite v est un majorant de wu.

Supposons donc qu’il existe p,¢q € IN tel que u, > v,. La suite u étant croissante et la suite v
décroissante, on en déduit immédiatement en posant N = max(p;q) que uy = u, > v, = vy
puis que pour tout n > N, u, —v, > uy—vy > 0 ce qui est absurde puisque lim,, , { o U, —v, =
0.

Donc u est croissante majorée par tout terme de v, donc convergente, et de méme v converge.

On conclut en utilisant les théoremes opératoires sur les limites :

Khm7H+OO Up = limy, oo Uy — Uy + iMoo v, = limy, 4 oo Uy )

Ex. 9.18 Soient u et v les suites définies par :

— 1
k=1

1
Vn e N*, v, = u, + —
n

164



CHAPITRE 9. NOMBRES REELS ET SUITES NUMERIQUES PCSI, 2024/2025

Montrer que u et v sont adjacentes.

VI. Compléments

VI.1. Suites extraites

Définition 9.53

Etant donnée une suite u, on dit que v est une suite extraite de u s’il existe une injection

croissante ¢ : N — IN telle que Vn € IN, v, = ug(n).

Proposition 9.54

Si une suite possede une limite (finie ou infinie), alors toutes ses suites extraites possedent la

meéme limite.

Proposition 9.55

Si (Uzn),en € (U2n41),en cOnvergent vers une méme limite /, alors u converge aussi vers /.

Ex. 9.19 On donne u, = sin(% + ”—3”) Expliciter les suites extraites (vp)nen = (Ugni1)nen €t

(wn)nEN - (u6n+4)nE]N-
Que peut-on en conclure pour la suite u 7

(" Cor. 9.19 h
Vn € N,
Up = Upn+1 = Sin(% + G"T” + %) = sin(g) =1.
Wy = tugn1 = sin(% + 6”7” + 4%) = sin(%7T = —1.
La suite u ne possede donc pas de limite.

\_

VI.2. Suites complexes

Définition 9.56
Etant donnée une suite (z,),, e complexe, on définit les suites Re (2) = (Re (2))

(Zm (Zn))nelN’ zZ = (Z)ne]N et |z] = (|Z”|)nelN'

Im(z) =

nelN’

Définition 9.57

‘ On dit que (zy),,c converge vers [ € C si lirf |z, — 1| = 0.
n—-+0o0

Sinon, on dit que (zy,) diverge.

nelN

{}7 Notation

| On note lim z, =[.
n—-+o0o
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f Important !

| Les limites infinies ne sont pas définies pour les suites complezes.

Théoréme 9.58

lim z,=1l<

n—-+o0o

ngrfm Re(z,) = Re(l)
{ lim Zm (z,) =Zm(I)

n—-+o00

4 Démonstration N

C’est une conséquence immédiate de Iégalité |z, — I|* = Re (2, — 1)° + Tm (2, — 1)° et de la
définition des limites

|Re (z,

lim z,=101 & Ve>0,dN € N,Vn > N,|z, — | < e & Ve > 0,IN € N,Vn > N,
n—-+00 |Im(2n
o %

Remarque

Ce théoreme permet d’étudier les suites complexes en se ramenant aux suites réelles. Il permet

aussi de transférer certaines propriétés des suites réelles aux suites complexes : limite d’une
somme, d'un produit, etc...

f Important !
Tous les théoremes concernant les suites réelles faisant intervenir la relation d’ordre ne sont

pas applicables aux suites complexes car il n’existe pas de relation d’ordre compatible avec
les opérations dans C.

VI.3. Droite numérique achevée

Définition 9.59

| On appelle droite numérique achevée 'ensemble R U {—o0; +00}.

g%fNotation
| Onnote R=RU {—00; +00}.

Remarque

On peut prolonger les lois de (R;+; x) a R par analogie avec les théoremes opératoires sur
les limites mais pas totalement a cause des cas d’indétermination.
Ainsi, soit [ € R, on pose :
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[+ 00 = [ —00 = .

FOO+ 00 = i =00 — 00 T

=00 F 00 =i FOO —00 = i

De méme, soit a € R’ , b € R*

(F00) = i X (—00) =. i

bX (400) =i bX (—00) =it

(400) X (400) =i (—00) X (—00) =eiiiiii

(—00) X (+00) =tiiiiiii (400) X (—00) =t.iiiiiiiii

0 X (F00) =it 0X (—00) = vt
Ces tableaux peuvent étre aussi vus comme des tableaux récapitulatifs des operatlons sur les
limites. Ils sont complétés pour wu,, n_>—+>oo 0" et v, njoo ~+00 par ul —>OO tooet - njoo (O
On retiendra enfin que les limites de la forme 1¥°°, £00° et 0" sont indéterminées.

VI.4. Exercice de synthese

e

Ex. 9.20 SoitneNet I, = J (Inx)" dz.

1

—_

Calculer I et I;.

\)

)
) Exprimer pour tout n € IN I,,4; en fonction de I,,.
) Calculer Iy, I3 et I4.
) Montrer qu'il existe une suite d’entiers positifs (a,), o telle que
I, = (—=1)" (a,e —n!).
5) Montrer que la suite (7, est décroissante positive.
nelN

6) En déduire que Vn € N*,a, = |2 + 1.

B~ W

n!
7) Calculer lim — et en déduire une approximation rationnelle de e & 1072 pres.
n—-4o0o an,

VII. Correction des exercices

Cor. 9.3 :

1) En deux temps :
e Soit y € B.Vx € A, x <y donc y est un majorant de A et sup A < .
Nous venons de démontrer que Yy € B,sup A < y.
e Ainsi, B est minoré par sup A et inf B > sup A.

2) Supposons que sup A = inf B et soit € > 0.
Soit u = supA — 5 et v = inf B + 5. D’apres le lemme 9.10, il existe z € A tel que
u<x <supA cest-a-dire —sup A < —r < —u, et y € B tel que inf B < y < v.
En faisant la somme des deux inégalités, on obtient l'existence de (x;y) € A x B tels que
O<y—z<v—u=ce¢.
Réciproquement, supposons que Ve > 0,3(x;y) € AxB,y—x < e.Soite >0etz € Ay € B
tels que y — z < e.

On a donc inf B <y < x+¢€ < sup A+e. Autrement écrit et en utilisant le premier résultat
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démontré, pour tout € > 0, sup A <inf B < sup A + e.
Ce qui permet de conclure que sup A = inf B (si I'on n’est pas convaincu par la précédente

propriété, on fait une démonstration par ’absurde).

Cor. 9.12: Equation caractéristique : 22 + z — 2 = 0 de discriminant A = 1+ 8 = 9 donc
AN e R, Vn e Nyu, =X+ p(—=2)".
Orug=0= A+ p et
U =3=A—2u
donc A =1et p=—1dou
Vn e Nyu, =1—(=2)"

On a donc ujgg + uggy = 1 — (=2)100 + 1 — (=2)10 =2 — (2190 — 2101) = 2 (1 4 299) = 2ug,.
Ce résultat se généralise évidement puisqu’il s’agit en fait de la formule de récurrence donnée pour

!
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Maths - Chapitre 10
Calcul matriciel

I. Ensembles de matrices

I.1. Introduction

Essentiellement, les matrices sont des tableaux rectangulaires de nombres. En cela, elles se rap-
prochent des tableaux numpy vus en informatique.

A titre d’exemple, voici deux matrices a coefficients réels :

1 2 0 5 w
-(31) (B 5T

Elles ont de tres nombreuses applications : comme un outil de calcul et de présentation pour la
résolution des systemes linéaires par exemple, mais aussi, de facon plus étonnante, en physique
et en Sciences de l'ingénieur (on utilise par exemple, en mécanique, la matrice d’inertie d'un
solide, ou encore la matrice des contraintes d’un élément de volume). On peut aussi citer les
matrices de convolution en informatique/intelligence artificielle.

Le présent chapitre vise a introduire les propriétés calculatoires des matrices :

e non seulement pour introduire des opérations sur les matrices permettant une écriture
symbolique tres compacte et efficace des opérations sur les lignes des systemes linéaires ;

e mais encore pour étudier les propriétés des opérations matricielles qui se dis-
tinguent en bien des points des propriétés habituelles des opérations sur les
scalaires.

Dans tout le chapitre, (IK, +,.) désigne un corps, pour nous K = R ou K = C, et n, p, g des entiers
naturels non nuls.

Commencons par donner la définition d’une matrice :

Définition 10.1 (Matrice)
On appelle matrice A de type (n,p) ou d’ordre (n,p) a coefficients dans K tout tableau a

n lignes et p colonnes d’éléments de K.

@11 Q12 -+ Aip

Q21 Q22 -+ A2p
A= = (aij)i<n
J<p

Qp1 Qp2 " App

Les a;; sont appelés coefficients de la matrice.

Lorsque p = 1, la matrice est appelée matrice-colonne ou encore vecteur-colonne.

Lorsque n = 1, la matrice est appelée matrice-ligne ou encore vecteur-ligne.
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Comme l'indique la définition précédente, une matrice se caractérise par son nombre de lignes
n, son nombre de colonnes p et par la valeur de ses coefficients.
Cette remarque conduit a définir divers ensembles de matrices, regroupant toutes les matrices

ayant le méme nombre de lignes et de colonnes :

W( Notation

L’ensemble des matrices de coefficients dans KK a n lignes et p colonnes est noté M,, ,(K).
Dans le cas ou n = p, on note plus simplement M,, ,(K) = M,,(K). Les matrices de cet
ensemble sont appelées matrices carrées.

L’ensemble des vecteurs-colonne est noté M,, 1 (K) ou plus simplement K".

L’ensemble des vecteurs-ligne est noté M ,(K) ou plus simplement KP?.

1.2. Combinaisons linéaires de matrices de méme ordre

Définition 10.2 (Multiplication par un scalaire)
Soient A € M,, ,(K) et XA € K, on définit la matrice AA par

AN = ()\aij) <n

i
J<p

Définition 10.3 (Addition de matrices de méme ordre)
Soient A, B € M,, ,(K), on définit la matrice A+ B par

A —+ B = (CLZ‘]‘ + bij)ign
J<p

Définition 10.4 (Combinaison linéaire de matrices de méme ordre)
Soient A, B € M,, ,(K), toute matrice de la forme AA 4+ uB ou A, 1 € K est appelée combi-

naison linéaire des matrices A et B.

On définit de méme 'addition ou la combinaison linéaire de N matrices de méme ordre, ou N est

un entier supérieur ou égal a 2.

I.3. Matrices élémentaires M,, ,(K)

Notation
| Pour tout i € [1;n] et tout j € [1;p], on note E;; la matrice de M,, ,(K) dont tous les
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coefficients sont nuls a 'exception du coefficient e;; qui est égal a 1. Autrement dit

N B
| I
I I
: I
R e 1
e {10 i1 0 ’
~——_—— g —_—b =
10! :
| |
: [ ' :
: I | :
L0 --L0)-0)

I.4. Produits de matrices

Ex. 10.1 Effectuer les produits suivants :

Lo o 1 —10
3 -1 0 bo2os )=
-1 2 0
(1+i —4 0) 1 B
3240 5 )| 5L
. N[ 1+i -4 0
(—3+L’%+&)( 5 24 5)_
1 2 3 1 2 1
0 -1 -2 0 -1 -2 |=
0 0 1 0 0 1

Définition 10.5
Soient A € M, ,(K) et B € M, ,(K).
On définit la matrice A x B = AB € M,, ,(K) par

p

AB = (¢;j)icn OU ¢ = E @b

J<q =1

Autrement dit, pour obtenir le coefficient ¢;; de AB, on effectue les « produits scalaires » du

i-eme vecteur ligne de A par le j-éme vecteur colonne de B.

Remarque

Pour que le produit de deux matrices soit possible, il faut et il suffit que le nombre de
colonnes de la matrice de gauche soit égal au nombre de lignes de la matrice
de droite.

Le produit possede alors le méme nombre de lignes que la matrice de gauche et le
méme nombre de colonnes que la matrice de droite.

D’autre part, les produits AB et BA ne sont tous les deux possibles que si les matrices
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A et B sont d’ordre (n,p) et (p,n).
Cette impossibilité, en général, d’échanger les matrices A et B est une premiere

preuve que le produit de matrices n’est pas commutatif. En voici une autre :
Ex. 10.2

1 2 \(30)._ 30\(1 2\ _
(o 2)(% %) (29)(0 %)
I.5. Matrice nulle

Définition 10.6

| On appelle matrice nulle de M,, ,(K) la matrice dont tous les coefficients sont nuls.

Notation
| On note 0,, la matrice nulle de M,, ,(K) et 0,, la matrice nulle de M,,(KK).

I.6. Matrices carrées particulieres
a) Matrices commutantes

Il peut arriver que pour deux matrices carrées de méme ordre A et B on ait AB = BA.

a0 2 g2 36) 45 BA_
12 16 36 23

Définition 10.7

| Pour deux matrices carrées A et B de méme ordre n, on dit que A et B commutent si

AB = BA.

b) Diagonale d’une matrice

Définition 10.8

On appelle diagonale d’une matrice carrée les coefficients a;;, i € [1;n].
ay 1.2 s Aln-1 a1n \
a2 1 2.2 ¢ R, | a2.n
A=
Qp—-11 QAn—-12 *°° Op—1n-1 GQGp-1n
Qp,1 Qp,2 Tt Qpon—1 Qnon }
Les coefficients de la diagonale sont appelés coefficients diagonaux.
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Définition 10.9

On appelle matrice diagonale A de M, (K) toute matrice dont tous les coefficients

sont nuls a l'exception éventuellement des coefficients diagonaux.

Définition 10.10

On appelle matrice identité de M, (K), notée I,,, la matrice diagonale dont tous les coef-
fictents diagonaux valent 1.

1 0 0
0
I, =
0
0 0 1

c) Matrices triangulaires

Définition 10.11

On appelle matrice triangulaire supérieure toute matrice carrée A dont les coefficients

sous-diagonaux sont nuls : Vi > j,a;; = 0.

Définition 10.12

On appelle matrice triangulaire inférieure toute matrice carrée A dont les coefficients

sur-diagonaux sont nuls : Vj > i,a;; = 0.

Tg = T, =

Définition 10.13

On appelle matrice triangulaire toute matrice triangulaire supérieure ou triangulaire infé-

rieure.

d) Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 10.14

| On appelle matrice symétrique toute matrice A pour laquelle Vi, j € [1;n], a;; = aji.
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Définition 10.15

On appelle matrice antisymétrique toute matrice carrée A pour laquelle

VZ,j € [[Ln]] y i = — gy

W’ Notation
| On note S, (K) 'ensemble des matrices symétrigues de M, (IK).

On note A, (K) I'ensemble des matrices antisymétriques de M, (K).

1.7. Propriétés du produit matriciel

Propriété 10.16

L’addition de matrices est commutative, associative, possede un élément neutre qui est la
matrice nulle. Par ailleurs toute matrice possede une matrice opposée.

Concernant la multiplication matricielle et la multiplication par un scalaire : soient n, p, q et r
quatre entiers naturels non nuls.

A ssociativité :

VA e M, ,(K),VB € M, ,(K),VC € M,,(K),(AB)C = A(BC).

VA e K, VA e M, ,(K),VB € M, ,(K),\(AB) = (AA)B = A(AB).

VA pe K,VA e M, ,(K), \(nA) = (Ap)A.

Elément neutre :

VA e M, ,(K),1x.A=A.

VA e M, (K), AL, = LA = A.

Distributivité :

VA e M, ,(K),VB,C e M, (K),A(B+C) =AB + AC.

VA, B € M, ,(K),VC € M, ,(K),(A+ B)C = AC + BC.

4 Démonstration

kSur feuille. )

Remarque

| La distributivité de la multiplication matricielle autorise a factoriser a droite ou a gauche.
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Définition 10.17
On définit la puissance k-iéme d’une matrice carrée d’ordre n € IN* par
AF = A x .. x Apour k € N* et A° = I,,.
~—_——

k facteurs

La définition précédente n’est rendue possible que parce que le produit matriciel est associatif.

Propriété 10.18
Toute combinaison linéaire de matrices diagonales est une matrice diagonale.
Toute combinaison linéaire de matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire
supérieure.
Toute combinaison linéaire de matrices triangulaires inférieures est une matrice triangulaire
inférieure.
/Démonstration R
Soient A, B € M, (K), A\, 1 € K.
Par définition \A + ,uB = (/\aij + ,ubij)ign.
J<p

e Si A et B sont deux matrices diagonales alors Vi,j € [L;n], si i # j, Aa; + pby; =
0+ 0=0. Donc A + uB est une matrice diagonale.

e On démontre de méme que toute combinaison linéaire de deux matrices triangulaires
supérieures (respectivement inférieures) est triangulaire supérieure (respectivement in-
férieure).

e Une récurrence immédiate permet de démontrer que la propriété reste valable quel que

\_ soit le nombre de matrices intervenant dans la combinaison linéaire. )
Propriété 10.19
Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure.
Le produit de deux matrices triangulaires inférieures est une matrice triangulaire inférieure.

(" Démonstration A
Le principe est de décomposer les facteurs en vecteurs colonnes.
Soit A, B € M,(K)avec A= A |Ay|...|A, |et B=| By |By|..|B,

N /

I.8. Des regles qui ne sont pas valables pour les produits de matrices

L’exercice 10.2 montre que la multiplication de deux matrices carrées de méme ordre

n’est pas commutative !
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Un produit de deux matrices non nulles peut étre nul!

Autrement dit, si AB = 0... on ne peut rien conclure!
12\ -2 4\
3 6 1 -2 )

Une matrice carrée non nulle peut avoir une puissance k-iéme nulle!

Autrement dit, si A¥ = 0... On ne peut rien conclure!

—12
A: 9 ’AQI
—16 12

Les produits d’une méme matrice par deuxr matrices distinctes peuvent étre égaux!

Autrement dit, si AB = AC'... on ne peut rien conclure en général!

a—| t? B = bl JAB = C = —bl JAC =
3 6 1 1 0 0

-3 0
ou encore, D = Ll et AD =
2
Les identités remarquables ne sont plus valables en général!
En effet, en développant (A + B)? = (A+ B)(A+ B) =A?> + AB + BA + B>
on montre que (A+ B)? = A>+2AB+ B*> ©A*>+ AB+ BA+ B* = A>+2AB+ B?> & AB = BA

I.9. Identités remarquables pour les matrices carrées qui commutent

Proposition 10.20
Si A et B sont deux matrices carrées de méme ordre n € IN* quit commutent, alors Vp € IN :

1) (A+ By :Zp:( Z )ApkBk

k=0

2) Ap+l _ Brtl— (A — B) (ZAP ’ka)

k=0

4 Démonstration

0
1) Iniatialisation : pour p =0, (A — B) (Z AFBF | = (A~ B)I, = A' — B..
k=0
Hérédité : supposons la propriété vraie au rang p € IN et démontrons-la au rang p+ 1.

APT2 _ Bri2 — A (ATl — Bl peily _ Bee?

— (Z AP~k Bk ) + (A — B)BP™ HR et car A et B commute

(Z APHI=EBE L 1 BPFL ) car A et B commutent
p+1
(Z Ap+1 kBk)

Conclusion : la propriété est vraie st A et B commutent pour tout p € IN.
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II. Méthode du pivot et calcul matriciel

II.1. Matrices et systéemes linéaires

Proposition 10.21

SiAe M, ,(K)et X € M, (K), le produit AX est une combinaison linéaire des colonnes de
A.

/Démonstration A
p
AX = (¢ij)i<n OU ¢i1 = Zaikiﬁk-
j=1 k=1
p
En notant Ay = (ai);<,, on a donc AX = Z T AL,
\_ = y

Un systeme linéaire peut s’écrire sous forme matricielle de la fagon suivante :

a1 121 + @122 + ... + a1 ,7, = by
2121 + A29%2 + ... + ag,T, = by
pep = AX =B

p 121 + Qp 2T + ... + Gy pTy = by

olt A= (ajj)i<n, B = (bi);c,, et X = (2;);, € K? est le p-uplet inconnu.
J<p h b
Réciproquement, on peut présenter la résolution d’un systeme linéaire sous forme matricielle.

Ex. 10.3

1) Résoudre le systeme d’inconnues z,y € R et de parametre s € R :
(S) (s+2)z + 3y = 2s+1
25t + (s+1)y = 3s—1

2) Trouver un systéme paramétré par s qui possede un unique couple solution pour s €

R\{1;2}, une infinité de solutions pour s = 1 et aucune solution pour s = 2 puis le

résoudre.
(" Cor. 10.3 )

. : . s+2 3 )
1) Le déterminant du systeme vaut =5"—35+2=(s—2)(s—1).
2s  s+1
3r + 3y = 3
Soit s = 1, auquel cas (5) < ‘ Y Sr+y=1

20 + 2y = 2
Le systeme possede alors une infinité de solutions qui sont les couples de coordonnées
des points de la droite d’équation z +y — 1 = 0.
) dr + 3y = 5
Soit s = 2, auquel cas (5) < & 4o + 3y = 5.
dr 4+ 3y = 5
Le systeme possede encore une infinité de solutions qui sont les couples de coordonnées
des points de la droite d’équation 4x + 3y — 5 = 0.

Sinon, le systeme possede un unique couple solution donné par
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2s+1 3

3s—1 s+1 252 +35s+1—9s+3 252 —6s+4

(s=2)(s—1) (s—=2)(s—1) (s—=2)(s—1)

s+2 2s+1

25 3s—1| 32455245225 —s2+435—2 .
y: = = = —11.

(s —=2)(s—1) (s —2)(s—1) (s —2)(s—1)

Représentation graphique des solutions

2) Pour obtenir un systeme ayant une unique solution pour s € R\{1;2}, on garde le méme
déterminant que celui du systeme précédent. Il s’agit donc uniquement de changer les
coefficients du second membre.

De plus, pour s = 1 puis pour s = 2, le systeme s’écrit :
3 + 3y = 3 dr + 3y = 5
20 + 2y = 2 dr + 3y = 5
Pour obtenir un systeme n’ayant aucune solution lorsque s = 2 et une infinité de

solutions pour s = 1, il suffit donc de prendre

25t + (s+1ly = 2

(S,){ (s+2x + 3y = 25+1

-

I1.2. Systémes compatibles/incompatibles

Définition 10.22 (Systéme compatible)
Etant donné un systeme S s'écrivant AX = B sous forme matricielle avec A € M,, ,(KK),
B e M,1(K) et X € M, 1(K) le vecteur inconnu, on dit que

e S est compatible s’il existe une combinaison linéaire des colonnes de A
égale a B;

e S est incompatible sinon.
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Proposition 10.23

L’ensemble des solutions d'un systeme linéaire est :
e wvide si et seulement si le systeme est incompatible ;
e non vide si et seulement si le systeme est compatible.
De plus, dans ce dernier cas, les solutions du systeme sont les vecteurs de la forme

Xo +Y ou Xy est une solution particuliere du systeme et Y une solution quelconque

du systéme AY =0,, homogéne associé a S.

[Démonstration }

I1.3. Matrices d’opérations élémentaires

Définition 10.24 (Matrice de transvection)

On appelle matrice de transvection de M, (K) toute matrice de la forme
Vij(A) = I, + AE;; ou A € K et i # j appartiennent a [1;n]. Autrement dit une matrice de

transvection est une matrice de la forme

Vij(A) =

Définition 10.25 (Matrice de transposition)

On appelle matrice de transposition de M, (K) toute matrice de la forme
T,; =1, — E; — Ej; + E;; + Ej; ou i # j appartiennent a [1;n]. Autrement dit une matrice

de transposition est une matrice de la forme

T, =

Définition 10.26 (Matrice de dilatation)
On appelle matrice de dilatation de M, (K) toute matrice de la forme
DN =1,+(A—1)E; ou A € K* et i € [1;n]. Autrement dit une matrice de dilatation est
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une matrice de la forme

Définition 10.27 (Matrice d’opération élémentaire)

| On dit qu'une matrice de M,,(K) est une matrice d’opération élémentaire si c’est une

matrice de transvection, de transposition ou de dilatation.

Remarque

Les notations V;;(\), Ti; et D;(\) pour les matrices d’opérations élémentaires me sont pas
des notations officielles. Elles ne sont introduites que dans le but de faciliter I'usage des
matrices d’opérations élémentaires dans la suite de ce chapitre.

En revanche elles ne peuvent pas étre utilisées en dehors de ce chapitre (en colle, en devoir,

aux concours...) a moins d’en redonner la définition.

1 2 3
Ex. 104 Soit A= 4 5 6
78 9

Calculer A‘/LQ(Q), ‘/1,2(2)14, AT2,3, T273A, AD2 (%) et D2 (%)A

/Cor. 10.4 N
1 4 3
AV 5(2) = ( 4 13 6
7 229
9 12 15
Vi2(2)A = ( 4 5 6
7 8 9
1 3 2
AThs=| 4 6 5)
79 8
1 2 3
ThsA=| 7 8 9)
4 5 6
1 1 3
ADz(%)(4 26
7 49
1 2 3
Dg(%)A(Q : s
78 9
o %
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I1.4. Interprétation des produits par les matrices d’opérations élémentaires

Propriété 10.28

Soit A € M,, ,(K).

Multiplier A @ gauche par V;;(\) € M_(K) revient a ajouter a la i-éme ligne de A le
produit de j-éme ligne de A par ).

Multiplier A @ gauche par T;; € M_(K) revient a échanger les i-éme et j-éme lignes
de A.

Multiplier A @ gauche par D;(\) € M_(K) revient a multiplier a la i-éme ligne de A
par \.

Multiplier A @ droite par V;;(\) € M_(K) revient a ajouter a la j-éme colonne de A
le produit de i-éme colonne de A par ).

Multiplier A @ droite par T;; € M_(K) revient a échanger les i-éme et j-éme colonnes
de A.

Multiplier A & droite par D;(\) € M_(K) revient & multiplier a la i-éme colonne de A

par \.

(" Démonstration
Démontrons la premiere propriété, les autres démonstrations étant identiques.
D’apres la proposition ??, pour k € [1;n], la k-eme ligne du produit V;;(A)A est le produit de
la k-eme ligne de V;(\) par A.

Pour k # i, la k-eme ligne de V;;(\) est le vecteur ligne 0,...,0 1, 0,...,0
k — 1 coefficients  n — k coefficients

Le produit de la k-eme ligne de V;;(\) par A est alors la k—émgligne de A puisqu’iT s’agit de
la combinaison linéaire des lignes de A dont tous coefficients sont nuls a I’exception du k-eéme.
Pour k = i, la k-eme ligne de V;;(\) est le vecteur ligne dont tous les coefficients sont nuls a
I’exception du z-eme qui vaut 1 et du j-eme qui vaut A.

Le produit de la i-eme ligne de V;;(\) par A est donc la combinaison linéaire A; + AA; ou A;

kest la i-eme ligne de A et A; la j-eme ligne de A.

Définition 10.29 (Matrices équivalentes par ligne)

Deux matrices de M,, ,(KK) sont dites équivalentes par ligne si elles se déduisent 1'une de

I’autre par un produit fini @ gauche de matrices élémentaires.

Définition 10.30 (Matrices équivalentes par colonne)

Deux matrices de M,, ,(IK) sont dites équivalentes par colonne si elles se déduisent I'une

de l'autre par un produit fini a droite de matrices élémentaires.
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{}7 Notation
Si deux matrices A, A" € M,, ,(IK) sont équivalentes par ligne, on note A ~ A

Si deux matrices A, A" € M,, ,(K) sont équivalentes par colonne, on note A ~ A

ITI. Matrices carrées inversibles

IT1.1. Définition

Proposition 10.31
Si A, B,C € M, (K) vérifient BA = AC = I,,, alors B = C.

4 Démonstration

Soient B et C' € M,,(K) telles que AC = BA = I,, alors
B = B(AC) = (BA)C =C.

-

Définition 10.32 (Matrice carrée inversible)
On dit qu'une matrice A € M,,(K) est inversible §’il existe B € M, (K) telle que

AB=BA=1,

On dit alors que B est l’inverse de la matrice A.

W Notation

| Si A est une matrice inversible, on note A~! son inverse.

Ex. 10.5 Montrer qu’il existe des matrices carrées non nulles non inversibles.

(" Cor. 10.5 A

Nous avons vu qu’il existe des matrices non nulles A, B € M,,(K) telles que AB = 0,.
Démontrons par 'absurde que ni A ni B ne sont inversibles.
Supposons qu’une telle matrice, A par exemple, posséde une inverse. Alors A~*AB = I,B = B.

Or A~'AB = A710,, = 0,, ce qui est absurde puisque B est non nulle.

kDonc il existe des matrices carrées non nulles non inversibles. )

Proposition 10.33

Les matrices d’opérations élémentaires sont inversibles. De plus :
o Matrices de transvection : Vi; (\) ™' = Vi;(=\);
e Matrices de transposition : T;l =Ty;
e Matrices de dilatation : D;(\)~' = D; (\™1).
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Démonstration
C’est une conséquence directe de la propriété 10.28.

IT1.2. Groupe linéaire

Définition 10.34
On appelle groupe linéaire d’ordre n et on note GL, (IK) ’ensemble des matrices inversibles

de M,,(K).

Propriété 10.35
1) I, € GL,(K);
2) si A, B € GL,(K), alors AB € GL,(K) et (AB)™' =B 'A™;
3) si A € GL,(K), alors (A1)~ = A.

(" Démonstration
1) I, x I, = I,.
2) Soient A, B € GL,(K). Alors ABB™'A™!' = A(BB™ ') A~ = AA™! = [, et de méme
B 'A'AB=B'(A'A)B=B"'B=1,.
3) On cherche B telle que BA™' = A7'B = [,,. A vérifie cette propriété. Par unicité, A
9 est l'inverse de A~L. )

IT1.3. Calcul pratique de I'inverse d’une matrice

Le théoreme précédent conduit a la méthode suivante :

%@7 Méthode : Obtention de ’inverse d’une matrice

Pour une matrice A € GL,(K), obtenir la matrice A~! revient a appliquer l’algorithme
de Gauss a la matrice (A|l,).
A la fin de Palgorithme, la matrice obtenue sera alors (I,|A™1).

Ex. 10.6 Ces matrices sont-elles inversibles 7 Si oui, déterminer leur inverse.
1 1 1 1

1 1 -2 1—t -t 0
A= -1 3 4 | p=| P23 o 2t 1ot 0
~1 11 8 13 610 —t ot 1-2
1 4 10 20 ’

IT1.4. Seconde méthode pour I’obtention de I’inverse d’une matrice

g@/ Méthode : Obtention de ’inverse d’une matrice

Pour une matrice A € GL,(K), obtenir la matrice A~! revient a appliquer l’algorithme

183



CHAPITRE 10. CALCUL MATRICIEL PCSI, 2024/2025

I
T
de Gauss a la matrice (A|X) ou X = _2 € M,1(K).

Tn

kA la fin de l'algorithme, la matrice obtenue sera alors (I,]A™'X). )
3 2 1

Ex. 10.7 (Cor.)  Calculer I'inverse de A=| 1 —1 2 | al’aide de la méthode précédente.
2 -3 2

IV. Transposée d’une matrice et compléments

IV.1. Transposée

Définition 10.36
Soit A € M,, ,(K), appelle transposée de A la matrice B de M, ,,(K) définie par
Vi e [L;p],V5 € [L;in],bi; =a;j;.

ﬁ( Notation

| On note AT la transposée de la matrice A.

Définition 10.37

Mop(K) = M, a(K)

L’application trans : T est appelée transposition.
A = A

IV.2. Matrices symétriques et antisymétriques

Proposition 10.38

La définition des matrices symétriques et antisymétriques se traduit a ’aide de la transposition
par :
e A€ M,(K) est une matrice symétrique si et seulement si AT = A;

o Ae M,(K) est une matrice antisymétrique si et seulement si AT = —A.

IV.3. Transposée des matrices d’opérations élémentaires

Proposition 10.39

La transposée des matrices d’opérations élémentaires vérifie :
e pour i # j € [1;n], Vi;(\)T = V(N ;
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° T;JF = T}; = T;; car les matrices de transposition sont symétriques;
® pour A€ ]K*, Dz()\)T = Dz()\)

IV.4. Propriétés

Propriété 10.40

La transposition vérifie :
o VA e M, ,(K),VB € M, ,(K),(A+ B)T = AT + BT;
o VA e M, ,(K),VB e M, (K), (AB)" = BTAT;
o si A€ GL,(K),(A™)" = (47) .

(" Démonstration
e La premiere propriété est évidente.

P
e Par définition, AB = (¢;;)i<n OU ¢;j = Zaikbk]’-

J<q =1

De méme, BTAT = (d;;)i<q ol
Jj<n
P

p
dij = Z bkiajk = Z ajkbki = Cjj-
k=1 k=1
On a donc bien (AB)" = BTAT.
e Soit A € GL,(K) et A~! € GL,(K) son inverse. D’apres la propriété précédente :
* (AAHY =AY AT =T =],
* (A7) = AT (A Y =T =1,

inverse (AT)f1 vaut (A=)

-

Donc (A~1)" vérifie la définition de I'inverse de la matrice AT : AT est inversible et son

J

V. Correction des exercices

a
Cor. 10.7 : Soit X = b € M371(R)

c
On a:
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3 2 1 a
(Al X) = 1 -1 2 b
2 =3 2 ¢
3 2 1 a
> (O 5 =5 a—3b Lo+ Ly — 3L,
0 13 —4 2a-—3c L3+ 2L —3L3
3 2 1 a
> ( 0 5 =5 a—3b
0 0 45 —3a+39D0— 15¢ L3+ 5L3 —13L,
45 30 0 16a —13b+ 5c Ly <151y — 3L
~ ( 0 15 0 2a-+4b—5c Ly 3Ly + 1L
0 0 15 —a+13b—5c L3 + %Lg
45 0 0 12a—21b+ 15¢
Ly + Ly — 2L,
> ( 0 15 0 2a + 4b — 5¢
0 0 15 —a+13b—5¢
1 0 0 da=fse Ly &1y
~ | 01 0 Ly < %Ly
0 0 1 =ewtldhbe Ly < 35 L3
Ce dernier résultat prouve que A est inversible et que
2 £ 3 L[4 TS
Al= 2 4 )= Tl 2 4 -5
= 2 & -1 13 =5
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Maths - Chapitre 11

Développements limités

'IDEE fondamentale & 'origine des développements limités repose sur une généralisation de

la notion de tangente :

au voisinage d'un point xg, la valeur f(zo + h) d’une fonction f

dérivable peut étre approximée par f(xg+h) =~ f(zo) + hf'(zo), ce qui revient a approximer f par

une fonction affine au voisinage de x.

Par exemple, au voisinage de 0 : sinh ~

1.0

T 2.5
y

1] S E T Y LI T TTTTTPTPTRT P

2.0

0.0

7, =0

0.5

-1.0
-1.0

0.0
1.0 -

n n
-0.5 0.0 0.5

ou encore eh ~

Nz, =0

1.0 -0.5

0.0

0.5 1.0

Peut-on obtenir des « approximations de meilleure qualité » a 1’aide de polynomes de degré supé-

rieur ?

L’objectif de ce chapitre est d’une part de clarifier la notion d’approximation d’une suite

par une autre suite ou d’une fonction par une autre fonction, d’autre part d’élaborer des outils

permettant d’obtenir des approximations polynomaiales des fonctions usuelles.

I. Equivalence, domination, négligeabilité

I.1. Notion de voisinage

Définition 11.1 (Voisinages d’un réel, voisinages de +00)

Soit 29 € R (c’est-a-dire £ € R ou g = —00 ou 2y = +00).

On dit que [ est un voisinage de z si :

e 1y = 400 et [ est un intervalle de la forme [A; +oo[ avec A € R;
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e 175 = —00 et [ est un intervalle de la forme | — oo; A] avec A € R;

| e 15 € R et I est un intervalle de la forme [zq — €; 2 + €] avec € € R

I.2. Relations de comparaison entre suites

Définition 11.2 (Equivalence de suites)

On dit que la suite u est équivalente a la suite v au voisinage de +oo si
e il existe un rang ny € N, a partir duquel la suite v ne s’annule plus;

u
e le quotient — tend vers 1.
v

Notation

| Si la suite u est équivalente a la suite v au voisinage de 400, on note u, ~ v,.
n——+0o0

Définition 11.3 (Domination)

On dit que la suite u est dominée par la suite v au voisinage de +oo si
e il existe un rang ny € N, a partir duquel la suite v ne s’annule plus;

n

u u
e le quotient — est borné : Am, M € R,Vn > ng,m < — < M.
v

Un,

Notation

| Si la suite u est dominée par la suite v au voisinage de +o00, on note u,, = O (vy).
n—+oo

Définition 11.4 (Négligeabilité)
On dit que la suite u est négligeable devant la suite v au voisinage de +oo si
e il existe un rang ng € N, a partir duquel la suite v ne s’annule plus;
e le quotient % tend vers 0.

W Notation

Si la suite u est négligeable devant la suite v au voisinage de +o00, on note w,, = o (v,) ou
n—-+0oo

plus simplement u,, = 0 (vn).

Ex. 11.1 Comparer les suites :
° un:netvn:nQ;
e u, =netv, =+v1+n?;

oun:%etvn:

ounzﬁetvn:%

U 1
e —=— — Odoncu,= o (v,).
Un n n—4oo n—4o00
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Unp

e — —
Un,
Unp

o — —
Unp,

I.3. Relations de comparaison entre fonctions

Soit zyp € R et f et g deux fonctions définies sur un voisinage de z(, sauf éventuellement en x

lui-méme.

Définition 11.5 (Equivalence de fonctions)

On dit que la fonction f est équivalente a la fonction g au voisinage de x si

e il existe un voisinage de xy sur lequel g ne s’annule pas (sauf éventuellement en z) ;

/(@)

gﬁf Notation

| Si la fonction f est équivalente a la fonction g au voisinage de zy, on note f(x) W g(z).

Définition 11.6 (Domination)
On dit que la fonction f est dominée par la fonction g au voisinage de x si

e il existe un voisinage I de xq sur lequel g ne s’annule pas (sauf éventuellement en x) ;

e le quotient i est borné sur I : dm, M € R,Vz € I,m < % <M.
g glx

gﬁf Notation

| Si la fonction f est dominée par la fonction g au voisinage de zg, on note f(x) = O (g(x)).

Définition 11.7 (Négligeabilité)
On dit que la fonction f est négligeable devant la fonction g au voisinage de x si

e il existe un voisinage de x sur lequel g ne s’annule pas (sauf éventuellement en x) ;

/(=)

Notation

Si la fonction f est négligeable devant la fonction g au voisinage de xy, on note f(z) =

o (g(x)) ou plus simplement f(z) = o (g9(x)).

T—TQ

I.4. Propriétés des équivalents
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Propriété 11.8 (Obtention d’un équivalent par encadrement)

Soit I un intervalle, a un point intérieur a I et f, g, h trois fonctions réelles telles que
Vo € I, f(z) < 9(x) < h(z)

Si de plus h(x) o~ f(z) alors g(x) o~ f(z).

[Démonstration }

] 1

1+ 22 a—+o0 o

Ex. 11.2 Montrer que

Propriété 11.9
Si u(x) o v(x) et w(x) o z(z) alors :

1) il existe un voisinage de o sur lequel u et w ne s’annulent pas;

2

v(z) ~ u(x) et z(x) o w(z);

) T—T0
)

u@yw(z) ~ v@)();

u(@) (@),

~ vP(x) et si v > 0 au voisinage de zg, Vp € R,uf(x) ~ oP(x).
T—T0 T—x0

é Démonstration

Démontrons ces propriétés pour des suites équivalentes au voisinage de +o00, la démonstration

s’adaptant au cas des fonctions. Supposons u,, ~ v, etw, ~ z,
n——+oo n—-+oo

n 1 e o U
1) Sn 1 donc en prenant € = 5 dans la définition de la limite d’'une suite, il existe

Un n—-+00
s . |vn| 3|vn|
un rang a partir duquel 0 < - < uy,| < 5

. . , N . . . Un
2) En utilisant le point précédent, a partir d'un certain rang l’expression — a un sens et
n
Uy, 1
— =-— — 1l,doncuv, ~ wu,.
Unp, v—” n——+oo n——4o00
n

3) Les autres propriétés sont de simples corollaires des propriétés opératoires des limites.

o /

Ex. 11.3 Donner un équivalent simple au voisinage de 0 de :
e o — sin(z);
e v — exp(z)—1;
e r— In(l+z);
e r+— cos(x) — 1.

Cor. 11.3
. sin(x) )
e lim =1 donc sin(x) ~ x;
z—=0 @ z—0
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T—1
ohme =1ldonce*—1 ~ z;
z—=0 T x—0
In(1+x
. lim(—) =1ldonc In(l+z) ~ xz;
z—0 X z—0
. cos(z) —1 , .. . .
° hr% ————— = cos'(0) = 0... L’interprétation comme nombre dérivé ne permet plus
T—

d’obtenir un développement limité.

Une autre méthode : cos(z) — 1 =1—2sin* (%) — 1 = —2sin? (%)
r)—1 —1 2
Donc lim % = — donc cos(z) =1 ~ -
\_ z—0 T 2 z—0 2 )

f Important !

- X . cos(z)
cos(z) est équivalent a 1+2x en0car hII(l] 5z
r— T
—1 est équivalent a —1 en 0... et partout ailleurs! Mais

cos(r) — 1 mn’est pas équivalent &  #  en 0 d’apres I'exercice précédent.

Il n’est donc pas autorisé de faire une somme d’équivalents!

On préférera pour les calculs la notion de développement limité que I'on verra plus loin.

Ex. 114
1) Montrer que In(e + z) et cos(z) sont équivalents pour x — 0.

2) Trouver un équivalent simple de In(e 4+ z) — 1 pour = — 0.

(" Cor. 11.4 p
1) Leur limite commune est 1 pour # — 0. Leur quotient tend donc vers 1.
2) Vx €] —e;+o0],
Infe4+2z)—1=In(e) — 1 +1n(1 + f) =1In(1+ %) donc

T .
en posant u = — — 0 dans I"équivalent In(1 + u) ~o U

k e T—

Propriété 11.10 (Propriétés conservées par équivalence)
Siu(x) ~ wv(zx)alors :
T—TQ
1) il existe un voisinage de x( sur lequel u et v sont de méme signe;

2) lim u(x) existe si et seulement si lim v(z) existe
T—T0 T—x0

et en cas d’existence, lim v(z) = lim wu(z).
T—T0 T—T0

\

/Démonstration

Démontrons ces propriétés pour des suites équivalentes au voisinage de +o00, la démonstration

s’adaptant au cas des fonctions. Supposons u,, ~ v,
n—-+00
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U 1
1) = — 1 donc en prenant ¢ = = dans la définition de la limite d’une suite, il existe
V,, n—+0o0 2

N . ]- Up, A . .
un rang a partir duquel 0 < 3 < — < 3 A partir de ce rang, les suites u et v sont
Un

donc de méme signe.
2) Supposons que lim w, existe, alors d’une part a partir d'un certain rang u,, ne s’annule
n——+00

pas, d’autre part v, = —u, — lim wu, d’apres les propriétés opératoires des
Up, n——+00 Nn—+0o

Y limites. /

I.5. Propriétés des « petit o »

Propriété 11.11 (Equivalent et « petit o »)
u(z) ~ wv(x) siet seulement si u(z) =v(x)+ o (v(x)).
T—T0 T—x0
4 Démonstration A
A nouveau on le démontre dans le cas des suites au voisinage de +o00.
. Up — Up U
e Sens direct : supposons u, ~ v,. Alors =2 -1 — 0donc
n—-4oo Un n n—-+4o00o
Un =Up =0 (Un)-
g e Réciproque : identique (en sens inverse!). )
Propriété 11.12 (Traduction des croissances comparées)
Pour tous «, 8,7 > 0,
« — 8Y .
o lr; (x) gHoﬂo(x ),
— YT .
* 7 xﬁqroo (6 )’
] - /8 B — a .
esia>f, xgo(az)etx QHOJFOO(:U),
e quel que soit le réel A\, \" = o (n!);
n——+00
e MAIS, n!l= o (n").
n——+o0o
Ex. 11.5 Montrer que pour tous a € R%, 5 € R et v € RZ,
1) n*(z) = o (2°);
) @) = o (+7);
7T — B
2) e 2O (x )
(" Cor. 11.5 R
1
1) On pose u = — — 400 :
371 z—07F
In“(x In® (= In“
@ b)) ww
Q;ﬁ L u*ﬁ U—r+00

2) De méme :
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e xP
= — 0.
ZL‘ﬂ e~ 7T r—4o0

Remarque

On retiendra notamment que la propriété 11.11 permet d’utiliser les « petit o » pour traiter

les questions concernant les équivalents. Cette propriété doit absolument étre connue.
De plus, la propriété a > g = z% = oo(xﬁ) est elle aussi d'une importante primordiale
T—
pour la suite du chapitre. Notons f(x) < g(x) le fait que f(z) = o, (g(z)) : on a alors les
xT—r
négligeabilités suivantes
Awu voisinage de 0 : g rgrgligicd <«
0 0 0 0 0o* o0 ™o
Au voisinage de +00: .. < HZ<Ii<l<r<a? <a® <.
oo oo oo oo oo oo oo
L’idée générale des développements limités est fondée sur cette propriété : mous allons
approximer des fonctions au voisinage de 0 par des polynémes de degré n en

négligeant tous les termes de degré strictement supérieur a n.

Pour une approximation ailleurs qu’en 0, on fera un changement de variable.
Ex. 11.6 Ecrire, avec les mémes notations que dans la remarque précédente, les relations de négli-
geabilité

1) au voisinage de —3;

2) au voisinage de x.

(" Cor. 11.6 R
Au voisinage de 0 : <0< h3 <0< h? %< h <0< 1
Au voisinage de —3 : x=—-3+h - (z + 3)° < (r + 3)? <r+3<l
Au voisinage de 1o : x = x5+ h L ()P <@ - <K<r -1k 1
xQ x0 xo Zo
N )

Propriété 11.13 (Calcul avec des « petit o »)

Soit n et p deux entiers, I un intervalle contenant 0, f et g deux fonctions définies et continues

sur [
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Propriétés Traduction dans les calculs

o5i f et g sont négligeables devant 2™ au voisinage o (") 4+ o (2™)= o (z")
z—0 z—0 z—0

de 0,

alors f + g est négligeable devant x™ au voisinage

de 0.

e5i f est négligeable devant ™ au voisinage de 0 o (z")x o (2P)= o (z"P)

. . z—0 z—0 z—0
et que g est négligeable devant zP au voisinage de

0,
alors f X g est négligeable devant 2" au voisinage
de 0.
eOn suppose p > n. Si f est négligeable devant x" Sip>n,
* au voisinage de 0 et que g est négligeable devant o, (™) + 9, (aP) = 9, (™)

2P au voisinage de 0,

alors f + g est négligeable devant x™ au voisinage

de 0.
eSo0it  un nombre réel (ou complexe) quel- Vr e K,
conque. Si f est négligeable devant 2" au voisi- r X 00(.7:”) = 00(.7:”)
z— z—
nage de 0,
alors r x f est négligeable devant x™ au voisinage
de 0.
D ny _— n—+p
ectc... X o (™) o, (x"*P)
n _ np
¢ ng (:U )) ng (iL’ )

I1. Développements limités

I1.1. Définitions

Définition 11.14

On dit que f admet un développement limité a l’ordre n au voisinage de z( et on
note f admet un DL, (x) si

J(ag, ...y an) € R Vo € I, f(z) = ag + a1(x — x0) + -+ an(z —20)" + o ((z—x0)")

Tr—T0

Ou encore, au voisinage de 0, en utilisant h = x — 2 et le signe > a la place des pointillés :

_ k n
J (o +h) = ach*+ o (h")
k=0
La somme Z arh® est appelée partie principale du DL.

=0

k
o ((x—1x0)") ou o (h") est appelé reste du DL.
T—T0 h—0

194



CHAPITRE 11. DEVELOPPEMENTS LIMITES PCSI, 2024/2025

Remarque

Comme le changement de variable h = x — xz( est toujours possible, on consideérera souvent

par la suite des développements limités en 0, ou on s’y ramenera par changement de variable.

En particulier en I’absence d’indications, les « petit o » sont supposés étre donnés au voisinage

de 0.

I1.2. Premier exemple

Développement limité au voisinage de 0 a 'ordre n € IN de x

J— :'L" '

= 1 — gntl
pour tout = €] — 1; 1] et tout n € ]N,Z:ck = —
1—=z
k=0
1 l,nJrl
T l-z 1-u
azntl n
Or —% — 0 donc = > 2" +o(z")
" xz—0 1—=x — 0

I1.3. Interprétation géométrique

Plus I'ordre du DL est grand, plus la représentation graphique de sa partie principale se rapproche

au voisinage de o de Cy.

L8 F1,8 F1,8 Fi.8
[Le Fi.6 Fi6 Fi6

F v
E 2 12
E ; : d:
(o8 Fo.8 Fo.8 ~ Fo.8
[o- 6 Fo.6 0,6 0,6
e o o o o o o AR iParsrar s s ettt s P iParsrar s sr e ettt s P PAr S AP AP e A A
x x x x
1
r 1 etx—1 etx— 142z et x—1+x+2° et x—1+x+22+23

I1.4. DL, continuité, dérivabilité

Proposition 11.15

Soit g un nombre réel. Si f admet un DLg(xg) alors :
e ou bien f est définie en x(, auquel cas f est continue en xg ;
e ou bien f n’est pas définie en x(, auquel cas f peut étre prolongée en une fonction
continue en x.
Si f admet un DL;(z) alors f (ou son prolongement continu) est dérivable en x.
Ceci ne se généralise pas au cas n > 2, c¢’est-a-dire qu’il est possible qu’une fonction admette

un DLy (zg) sans pour autant étre deux fois dérivable en .
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Démonstration

I1.5. Unicité

Proposition 11.16

Si f admet un DL, (z) alors il est unique.

/Démonstration

- /

f Important !
En revanche, étant donné un DL, (z), il existe une infinité de fonctions possédant ce déve-

loppement limité :

I1.6. Troncature et équivalent

Proposition 11.17
Si f admet un DL, (z0), alors Vk € [0;n], f admet un DL (zo) dont la partie principale est la

troncature de celle du DL, (o).

4 Démonstration

Propriété 11.18 (Equivalent d’une fonction)

Etant donnés un réel o € R, une fonction f définie sur un voisinage I de x( sauf éventuellement
en xy et possédant sur I un développement limité, le premier terme non nul du développement

limité de f au voisinage de x( est un équivalent de f(zo + h) au voisinage de h — 0.

/Démonstration
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Ex. 11.7 Donner un équivalent de x —

Ex. 11.8 Donner un équivalent de =

— 1 — 2 — 2% au voisinage de 0.

—
1 1 .
—7au voisinage de 2.

+x

I1.7. Opérations sur les DL

Propriété 11.19

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage I de zy (sauf éventuellement en xg) et
possédant pour n € IN un développement limité a 'ordre n en xy de parties principales P et
@, alors :
e Vo, € K, af + g possede un développement limité a I'ordre n en xy de partie
principale aP + BQ) ;
e f x g possede un développement limité a 'ordre n en zy dont partie principale est la

troncature a I'ordre n de PQ;

e sig(xg) # 0, f possede un développement limité a 1'ordre n en x.
g

( Démonstration h
o /
Ex. 11.9  Donner un développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de f : = 15 +
E— — 2z

2
1+

Quel est le signe de f(r) — 7x? au voisinage de 07

Théoreme 11.20
Si f admet un DL, (0) alors toute primitive F' de f admet un DL, 1(0) obtenu en primitivant

celui de f.
n n k41

;e s . o k n _ a/kx n+1
Plus précisément, si f(z) = ;akx + o (™) alors F(x) = F(0) + 2. F 7 + o (")
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Corollaire 11.21

Si f admet un DL, 1(0) et si f' admet un DL, (0) alors celui de f” est obtenu en dérivant
celui de f.

f Important !

" Le théoréme 11.20 signifie plus simplement que I'on peut primitiver un développement limité.
Attention simplement & ne pas oublier la « constante d’intégration » F(0).

Dans son corollaire, la condition « f’ admet un DL, (0) » est primordiale. Sans elle, on ne

peut pas dériver un développement limité.

Ex. 11.10  Soit n un entier positif. Obtenir le DL, (0) de z — In(1+ ), 2 — Arctanz et z — €”.

I1.8. Formule de Taylor-Young

Définition 11.22 (Fonctions de classe C"([))

On dit qu'une fonction f définie sur un intervalle réel I est de classe C" sur I, si elle est n

fois dérivable en tout point de [ et si sa dérivée n°™€ est continue.

Théoréme 11.23 (Formule de Taylor-Young)
Soit f € C"(I), alors

x — )"
V€ I, f(z) = f(zo) + (x — x0) f'(T0) + -+ + %f(n)(ifo) + 2% ((x = z0)")
/Démonstration A
kLa démonstration sera effectuée dans le chapitre sur l'intégration. )

@1 Méthode : Utilisation de la formule de Taylor-Young
Soit f € C™(I), alors f admet pour DL, (x) celui donné par la formule de Taylor-Young.

Cependant, il y a souvent plus simple pour obtenir ce développement limité.

La formule de Taylor-Young est de ce fait davantage un outil théorique qu'un outil pratique.

f Important !
On rappelle (voir proposition 11.15) que f peut admettre un DL, (zo) sans pour autant étre
C" (o). Mais si f € C™(I), elle possede en tout point de I un unique développement limité a

I'ordre n donné par la formule de Taylor-Young.

Ex. 11.11  Soit n un entier positif. Obtenir le DL, (0) de = — €, le DLy,(0) de = + cosz,
x+— sinz, x — chzx et x — shz, enfin obtenir le DL, (0) de x — (14 2)%, «a € R.
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Remarques

Le développement limité de (14x)® incite a généraliser la définition des coefficients binomiaux :
p—1
L o bape
pour o € R et p € N, on note R T _ ne AP
P p! I1x2x...xp
a _ Y o k n
On a alors (1 + ) —Z( . )x —|—Igo(x )
k=0
Ex. 11.12 DL5(0) de = +— tanz.
[ Cor. 11.12 )
N /
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I1.9.

Résumé

Voici une liste des DL(0) & connaitre et de la fagon dont on les obtient :

Fonction DL(0) Démonstration
T = f(z) = Zxk + o (z") Somme des termes d’une suite géométrique.
k=0
o o) =St o) | = i
k=0
r— (1+x)%, <l AW
f(x) = " +o(z") Formule de Taylor-Young.
acelR i\ k
x> e’ f(z) = Z o (") Formule de Taylor-Young.
nkzoxzk
r+— chz flz) = on] +o0 (xQ") Formule de Taylor-Young, partie paire de e”.
m k:(;zkﬂ
x> shx flx) = ’ i (z°**') | Formule de Taylor-Young, partie impaire de €.
2k +1)
n (_1)]{)1.2]{) ) ‘
T > COST flz) = Z R + o (2*") Formule de Taylor-Young, Re (e'*).
nk:<0_1)kx2k+1 A
x> sinx f(z) = SO + o (2*"") | Formule de Taylor-Young, Zm (e®).
k=0 ( + 3).
T+ tanzw flx)=a+ 4o (23) Quotient de sin par cos, tan’ = 1 + tan®.
™ 1)%“1
xz+— In(1 + z) f(x) = Z T +o(2"") | Intégration de z — Tl
k=0
n (_l)kxzkdrl i
x +— Arctanx f(x) = oh 1 (2°"™1) | Intégration de x ﬁ
k=0

Les développements limités en 0 de Arccos et Arcsin s’obtiennent par primitivation.

[ls ne sont pas a retenir. On les retrouve au besoin pour de petites valeurs de n.

IT1. Utilisations

ITI.1.

Limite

Les développements limités constituent un outil extrémement efficace pour le calcul des limites.

Notamment, en cas d’indétermination, la plupart du temps, un développement limité permet de

lever I'indétermination.

Ex. 11.13 Calculer, si elle existe, la limite lim
—_— 20 x3

Ex. 11.14 Soit x un réel.

Calculer, si elle existe, la limite lim

(1 n f) .
n—4o0o n
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II1.2. Tangente et position par rapport a la tangente

Les propriétés 11.10 et 11.15 permettent d’obtenir ’équation de la tangente en un point a une
représentation graphique grace aux développements limités, ainsi que la position relative de la
représentation graphique par rapport a la tangente.

Plus précisément, nous avons démontré :

Théoréme 11.24 (Utilisation des développements limités)

Soit f une fonction définie sur un voisinage I du réel zy, sauf éventuellement en z; lui-meéme.
e Si f posséde un développement limité f(zg+ h) = ag + 2, (1) alors IILIBO f(z) = ao.
De plus, soit f est définie et continue en xg, soit f est prolongeable par continuité par
ap en xq (voir la proposition 11.15).
e Si f possede un développement limité f(xo + h) = ap + arh + a,h? + 0 (h?) (avec
a, # 0) alors
* f est continue ou prolongeable par continuité par ag en xg;
* f (ou son prolongement) est dérivable et f'(zo) = a ;
* Péquation de la tangente a Cy en zg est y = ag + a1(x — x¢) ;
* on peut connaitre les positions relatives de la courbe et de sa tangente en étudiant
le signe de a,h? au voisinage de h — 0.
e Le premier terme non nul du développement limité de f en xg fournit un équivalent de

f au voisinage de z( (voir la proposition 11.18).

Ex. 11.15 Effectuer un développement limité de g : x + In (2 + 2z + x?) a l'ordre 4 au voisinage
de 0.

En déduire une équation de la tangente a C, en 0, ainsi que la position relative de C, par rapport
a cette tangente.

Ex. 11.16  Soient a,b € R, et u, = Va™ + b".
1) Déterminer si u converge et si oui, donner sa limite.

2) Dans le cas ou u converge vers [ # 0, donner un équivalent (simple) de u,, — [.

II1.3. Asymptotes et développements asymptotiques

Durant tout le chapitre, nous avons considéré des développements limités, c’est-a-dire des dévelop-
n

pements de la forme f(zo+h) = Z aph” +o (h"). On peut généraliser cette notion en admettant
—

tous les développements de la forme :

flzo+h)= D ath*+ o (h")

h—0

De tels développements sont appelés développements limités généralisés ou encore dévelop-

pements asymptotiques.

Ex. 11.17 Donner les 4 premiers termes du développement asymptotique de x > en 0.

S
z(14x)
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Cor. 11.17

[ (g Méthode : Détermination d’asymptotes obliques h
On dit que la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la représentation
graphique d'une fonction f en £oo si et seulement si :Cll)rfoo f(z) — (ax +b) =0.

Les développements asymptotiques peuvent étre utilisés pour l'obtention d’asymptotes
obliques a la représentation graphique d’une fonction f en posant pour xr — +oo, h = % —0
puis en développant f (%) au voisinage de 0 :

h
représentation graphique de f.

si f(l) = % +b+ 20 (1) alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la

\_ J

Ex. 11.18 Effectuer un développement asymptotique de f(z) = % au voisinage de £o0o et en
déduire la position de Cy relativement a ses asymptotes.

(" Cor. 11.18 A

Ex. 11.19 Soit ¢ la fonction définie par g(z) = va? — 1.
1) Quel est 'ensemble de définition de g ?

2) Montrer que la représentation graphique de g possede deux asymptotes obliques au voisinage
de £o0.
On donnera une équation de chacune des asymptotes obliques.

3) Etudier les variations de g et construire sa représentation graphique.

(" Cor. 11.19 A
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IT1.4. Divers

. NEEE e .-
Ex. 11.20 Montrer que la fonction = +— =z 1 est définie au voisinage de +00, et admet une
x J—

asymptote oblique dont on donnera une équation.
Quelle est la position de la courbe représentative de f et de son asymptote ?
Ex. 11.21 Soit u la suite définie par ug = 0 et Vn € IN, u,, 11 = V1% + .

1) Montrer que Vn € N;n — 1 < u, < n.

2) En déduire un équivalent de u,, puis donner un développement asymptotique de u, a la

précision o (1),
n—+oo + 1

Ex. 11.22
1) Montrer que I'équation 2 + nx = 1 admet, pour tout entier n € IN, une unique solution
réelle, notée x,,.

2) Comment appelle-t-on le mode de définition de la suite u?

1
3) Montrer que pour tout entier n € N*, 0 < z, < —.
n

1

4) En déduire la limite de z, puis que z, ~ —.
n—-+oo N

5) Donner un développement asymptotique de z,, a la précision o (%)
n—+oo -7
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Maths - Chapitre 12
Espaces vectoriels

Dans tout ce qui suit, (I, +, x) désignera le corps des nombres réels ou le corps des nombres

complexes.

I. Structure d’espace vectoriel

I.1. Introduction et premiers exemples

e Tout vecteur # du plan peut s’écrire comme une combinaison linéaire i = xv+ yJj de
deux vecteurs non colinéaires 7’et J': (7} ) est appelée base du plan vectoriel, (z;y) € R?
sont appelées coordonnées du vecteur @ dans la base (7).

e Toute solution y d'une équation différentielle linéaire homogene du deuxieme ordre a co-
efficients constants peut s’écrire comme une combinaison linéaire y = \y; + pys de
deux solutions non colinéaires y; et y, de cette équation différentielle : (y1;y2) est appelée
base de l’espace des solutions, (\; ) € K? sont appelées coordonnées de la solution
y dans la base (y1;y2).

e Tout nombre complexe z peut s’écrire comme une combinaison linéaire z = v x 14y x1
des nombres 1 et i : (x;y) sont appelées coordonnées de z dans la base (1;7).

e Toute suite récurrente linéaire v d’ordre 2 peut s’écrire comme une combinaison linéaire
u = Av+ pw de deux suites v et w non colinéaires vérifiant la méme relation de récurrence :
(v;w) est une base de I'ensemble des suites vérifiant cette relation de récurrence, (\; ) € K2
sont appelées coordonnées de la suite u dans la base (v;w).

e Tout couple (c;d) € K? peut s’écrire comme une combinaison linéaire (c;d) = c(1;0) +
d(0;1) de deux couples (1;0) et (0;1) non colinéaires : ((1;0); (0;1)) est une base de I'en-
semble des couples de K?, (¢;d) € K? sont appelées coordonnées du couple (c;d) dans
la base ((1;0);(0;1)).

Les exemples précédents illustrent le fait que les notions de combinaisons linéaires, de bases
ou encore de coordonnées se retrouvent dans des domaines tres variés des mathématiques, dont
certains n’ont a priori aucun rapport immédiat avec la géométrie.

Ce qui importe en fait, ce sont les opérations que l’on peut faire sur les objets concernés
dans ces exemples : on peut les ajouter entre eux, ou les multiplier par un scalaire (c¢’est-a-dire

un nombre réel ou complexe), ce sont des éléments de plusieurs espaces vectoriels.

Par ailleurs, tous ces exemples concernent des espaces vectoriels de dimension 2 : pour définir
un vecteur dans ces espaces, il suffit de donner deux scalaires, appelés coordonnées de ce
vecteur. Cette notion de dimension est utilisée dans d’autres domaines que les mathématiques,
parfois avec une autre terminologie : en SI par exemple, on parle plutot de degrés de liberté.

Il existe évidemment des espaces vectoriels de dimension 1, ou 3, ou plus, voire de dimension
infinie ! 204



CHAPITRE 12. ESPACES VECTORIELS PCSI, 2024/2025

I.2.

Définition et premiers exemples

Définition 12.1

On dit que (E,+,.) est un espace vectoriel sur K ou encore un K-espace vectoriel si :
e F est muni d’une loi interne notée additivement (4) qui lui confére une structure de
groupe commutatif : V(x,y) € E?, x +y € E, la loi est associative et commutative,
posseéde un élément neutre noté Og (ou plus simplement 0) et tout élément z € E
possede un opposé noté —zx.
e E est muni d’une loi externe (\,z) € K x E +— Az € E. Plus précisément, cette loi
vérifie :
* V(\pn) € KB Ve € E,( A+ p).x = Az + px;
* VA e K, V(x,y) € B2, \.(z +y) = Az + \y;
* VA, p) e K\Ve € E; (A X p).x = A(p.x);
* Vr € K, 1gx.x = x.
Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, les éléments de E sont appelés vecteurs et ceux de K

scalaires.

W Notation

Ex

Les éléments de x € E sont parfois surmontés d'une fleche (Z) pour les distinguer des scalaires,
mais ce n’est pas une obligation. Cette notation est essentiellement utilisée pour les vecteurs
du plan et de 'espace ordinaires.

Le signe . de la loi externe de E est souvent omis.

<121

Ex.

e (R,+,.) est un R-espace vectoriel ou . est la multiplication réelle.

e (C,+,.) est un R-espace vectoriel ou . est la multiplication d’un complexe par un réel.

C s’identifie alors au plan complexe.

(C,+,.) est un C-espace vectoriel ou . est la multiplication complexe.

(R?,+,.) est un R-espace vectoriel en définissant sa loi interne par (z;y) + (2/;9') = (z +
iy +y)

et sa loi externe par \(z;y) = (Az; \y).

R? s’identifie alors aux coordonnées des vecteurs du plan dans une base.

De méme, (R3, +,.) est un R-espace vectoriel en définissant sa loi interne par

(r;y;2)+ (2595 2)) = (e + 25y + o 2 + 2) et saloi externe par A(z;y; 2) = (Ax; A\y; Az).
R? s’identifie alors aux coordonnées des vecteurs de l'espace dans une base.

e D’une maniere générale, K" est un IK-espace vectoriel en définissant sa loi interne par

(i) seping T (x;)l.e[[lmﬂ = (zi + x;)ie[[lmﬂ et sa loi externe par A (2);cr.,) = (AZi)iepin)-

12.2

e L’ensemble RN des suites réelles muni des lois :

* \V/(un)nelN € RINav(Un)nEIN € RlNa (un)nelN + (Un)nelN :(un + Un)ne]N-
* Y\ € R, V(un)nem € R]N, )\.(un)nelN :(Aun)ngn\].
est un R-espace vectoriel.
De méme, ’ensemble (CIN, +, ) des suites complexes est un espace vectoriel sur R ou sur

C.

e D’une manieére générale, soit A un ensemble quelconque et F(A, K) I'ensemble des applica-
tions de A dans K. On munit F(A, K) = K4 des lois :
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* Vf e F(AK), Vg € F(A,K), on définit par f + g 'application :{ -

* VA e K,Vf € F(A K), on définit par \.f 'application :{ ;4 : K

Muni de ces deux lois, F (A, K) est un K-espace vectoriel. En effet . ..................... :

De méme, si (E,+,.) est un K-espace vectoriel quelconque, (F(A, E),+,.) est aussi un
[K-espace vectoriel.

Propriété 12.2

Pour un K-espace vectoriel (E,+,.), V(A\,z) € K x E :
¢ 0z =0g:02=(0+0)z=0x+02x=0x=0g
o M0 =0g: X0z =\(0g+0g) = A\0p+ A0g = \0p = 05
e dz=0g&c)=00urN . (A\z)=A10g=0g s A=00u N\ .x=1gz=12=0g

Ex. 12.3 Montrer que la commutativité de la loi + est une conséquence des autres axiomes de la
structure d’espace vectoriel.

[ Cor. 12.3 h
V(z;y) € B,

d'une part (1+1).(z+y)=1(z+y)+1l.(z+y)=z+y+z+y

dautre part (1+1).(z+y)=1+1)ax+(1+1l)y=ax+z+y+vy

Donc V(z;y) € B>,z +y+ax+y=x+z+y+y=V(r;y) € B>, y+x=x+ycar (E,+) est
un groupe.

- /

Ex. 124 F = {(z;y;2) € R? 2y = 0} est-il un R-espace vectoriel ?

Cor. 12.4

Par définition, (z;y;2) € E si et seulement si = 0 ou y = 0. Les vecteurs u = (0;1;1) et
v = (1;0;0) sont donc deux vecteurs de F mais

u+v=(1;1;1) ¢ E donc E n’est pas un R-espace vectoriel.

1.3. Combinaisons linéaires

Définition 12.3 (Combinaisons linéaires)

Etant donnés un K-espace vectoriel E et une famille U = (uy, us, ..., u,) de vecteurs de E,
on dit que u est une combinaison linéaire des vecteurs de U ou une combinaison

linéaire de U si

3()\1, /\2, ey )\n) € ]Kn, u = Z )\zuz = )\1.U1 + )\Q.UQ + ...+ )\nun
=1
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I1. Sous-espaces vectoriels

Dans tout ce qui suit, (E,+,.) est un K-espace vectoriel.

I1.1. Définition

Définition 12.4
Soit F' un sous-ensemble de E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de (F,+,.) si :
e Op el
o V(\, ) € K2 V(x,y) € F2 Nz + puy € F : F est dit stable par combinaisons

linéaires.

Remarque
| {0z} et E sont des sous-espaces vectoriels de (E,+,.).

I1.2. Théoreme fondamental

Théoreme 12.5

Si F' est un sous-espace vectoriel de (E, +,.), alors (F,+,.) est un espace vectoriel.

/Démonstration

\_

7 Méthode
Pour prouver qu'un ensemble (muni de lois...) est un espace vectoriel, on montrera souvent

qu’il est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.

Ex. 12.5
e Montrer que I'ensemble F' = {(x;z),z € R} est un sous-espace vectoriel de R? :

e Montrer que pour une fonction a € C°(R), I'ensemble des solutions de 1’équation différen-
tielle y' + a(x)y = 0 est un sous-espace vectoriel de F(R).
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e Montrer que ’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogene (d’ordre
quelconque) est un sous-espace vectoriel de K.

e Montrer que 'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K est un sous-espace vec-
toriel de I'espace vectoriel des suites K™,

I1.3. Sous-espace vectoriel engendré

Proposition 12.6

Etant donnée une famille U = (uy, ug, ..., u,) de vecteurs de E, l’ensemble des combi-
natsons linéaires de U est un sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace vectoriel
engendré par U.
On le note Vect U.

/Démonstration N

- /

%ﬂ«* Méthode
Pour prouver qu’un ensemble est un espace vectoriel, on peut tenter de 1’écrire comme sous-

espace vectoriel engendré par une famille.

Ex. 12.6
e L’ensemble F' = {(z;z),7 € R} ={x(1;1),x € R} est le sous-espace vectoriel de R? engen-
(@ 0 - 5
e Dans R3, Vect ((0;0;1); (0;1;0)) est I'ensemble des vecteurs de la forme...................
e Pour une fonction a continue sur R, I'ensemble des solutions de I'équation différentielle
y' + a(x)y = 0 est le sous-espace vectoriel de F(RR) engendré par .........................

e Soit (a;b) € R
L’ensemble des suites de RN satisfaisant la relation de récurrence w, o = a1 + bu, est
le sous-espace vectoriel de RN engendré par ................. i
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I1.4. Intersection de deux sous-espaces vectoriels

Proposition 12.7
L’intersection F'N G de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E est un sous-espace vectoriel
de E.
(" Démonstration R
o %

Ex. 12.7 Donner toutes les suites u vérifiant @ la fois u, 1o = 3upi1 — 2u, et uyro = Upy1 + 2uy,.
Donner toutes les suites suites v vérifiant @ la fois v, 9 = 3v,11 — 20, et v,10 = 20,11 + 3V,

/Cor. 12.7 A

o /

I1.5. Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition 12.8

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
On appelle somme de F et de G 'ensemble H = {u+v,u € F,v € G}.
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%7 Notation

| Lasomme H des sous-espaces vectoriels F' et G est notée H = F + G.

Théoreéme 12.9

F + G est un sous-espace vectoriel de F.
/Démonstration N
\_ %

Ex. 12.8 On note U l'ensemble des suites géométriques de raison 2 et V I’ensemble des suites
constantes.

Montrer que U et V sont deux sous-espaces vectoriels de (IR]N, +, ) et que U + V est 'ensemble
des suites vérifiant u, o = 3up11 — 2uy,.

(" Cor. 12.8 A

- J

I1.6. Somme directe de sous-espaces vectoriels

Définition 12.10

Etant donnés deux sous-espaces vectoriels F' et G de F, on dit que la somme F + G est

directe si
Ve F+G,dee FdyeGz=x+y
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Notation

Si la somme F' + G est directe, on note F' @ G la somme des sous-espaces vectoriels F' et G
de F.

Proposition 12.11

La somme F + G est directe si et seulement si F NG = {0g}.
(" Démonstration h
- /

I1.7. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 12.12

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

On dit que F' et G sont supplémentaires dans F si F'® G = E, autrement dit si

F+G = F
FNnG = {0g}

Ex. 12.9 Montrer que Vect ((1;1)) et Vect ((1; —1)) sont supplémentaires dans R?.
Montrer qu'il en est de méme de Vect ((1;1)) et Vect ((—3; —2)).

(" Cor. 12.9 A
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Remarque

Cet exemple montre qu'un sous-espace vectoriel F' admet plusieurs sous-espaces sup-

plémentaires G dans E. En conséquence, on ne peut jamais dire que G est e
supplémentaire—de+, mais seulement qu’il est un supplémentaire de F'!

Remarque

D’apres la définition de la somme directe, si ' et G sont supplémentaires dans FE, tout
vecteur de E se décompose de facon unique comme somme d’un vecteur de F

et d’un vecteur de G.

ITI. Applications linéaires

Etant donné un corps (K, +, x) (pour nous K = R ou K = C), on se donne (E,+,.), (F,+,.) et
(G, +,.) des KK-espaces vectoriels.

I11.1. Définition

Définition 12.13

Soit f une application de F dans F. On dit que f est une application linéaire ou un

morphisme d’espaces vectoriels si

V(i) € KLY (usv) € B2, f (u+ ) = Af (u) + puf (v)

Corollaire 12.14

f(0g) =0F.
/Démonstration A
KOn prend (\;p) =............dans la définition précédente. )
gﬁ’( Notation

On note L (E, F) 'ensemble des applications linéaires de £ dans F' et £ (E) 'ensemble des

applications linéaires de E dans FE.

Définition 12.15
e Les applications de L (E) sont appelés endomorphismes de E.
e Les applications bijectives de L (E, F') sont appelées isomorphismes et les bijec-
tions de £ (F) sont appelées automorphismes.

e On appelle forme linéaire de E toute application de L (E, K).
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W Notation
| L’ensemble des automorphismes de E est noté GL(E). 1l s’agit de 1'abréviation de Groupe

Linéaire.

Ex. 12.10 ¢ : { R* - R? Montrer que ¢ est une application linéaire
- (zy) = (@+yz—y)’ '
[ Cor. 12.10 )
k ............................................................................................. j

IT1.2. Structure de £ (FE, F)

Théoreme 12.16
L (E,F) muni de I'addition d’applications et de la multiplication par un scalaire est un IK-
espace vectoriel, sous-espace vectoriel de F(E, F).
(" Démonstration A
e L’application nulle N : u € E +— O € F est linéaire puisque
V(A ) € K2,V (u;v) € B>, N(Au+ pv) = 0p = A0p + p0r = IN (u) + uN (v).
e Etant données deux applications f,g € L (FE, F) et deux scalaires M, N,
V() € K2V (usv) € E* (Mf+ Ng)(Au+ pv) = M f(du + pv) + Ng(du + po) =
AM [+ Ng)(u) + p(Mf + Ng)(v).
Y Donc M f + Ng est linéaire. )
IT1.3. Composition
Proposition 12.17
La composée de deux applications linéaires est linéaire.
4 Démonstration h
Soit f € L(E,F)et ge L(F,G),¥Y(\;p) € K2V (u;v) € E*on a:
o f(Au+ pv) = (f()\u + ,uv))
= ( ) + pf(v))
= Ag(f(w)+ png(f(v))
= Ago f(u) +pgo f(v)
\_ %
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Remarque

Notamment, la composée de deux endomorphismes est un endomorphisme, la composée de

deux isomorphismes est un isomorphisme et la composée de deux automorphismes est un

automorphisme.

II1.4. Réciproque d’une application linéaire bijective

Proposition 12.18
Si f € L(E, F) est bijective alors f~1 € L(F, E).

/Démonstration N

Soient A\, p € K, y1,y2 € Fet 1 = f~Hy1), 70 = [ (y2) € E.
F Own+pye) = (1) + pf (22))

= fﬁl(f()\xl + N$2))

= vy + pxs

L = M 7Hy) + pf we) )

Remarque

Notamment, dans le cas de GL(F) la loi o est une loi de composition interne qui confere a
(GL(E), o) une structure de groupe : la composée de deux automorphismes est un automor-
phisme, I'identité est I’élément neutre de la composition et tout automorphisme possede un

symétrique pour la composition qui est sa bijection réciproque.

ITL.5. Noyau et image d’une application linéaire

Définition 12.19

Pour toute application f € £ (FE, F'), on définit :
e le noyau de f noté Ker f comme l'ensemble Ker f = {u € E, f(u) =0p};
e 'image de f notée Im f comme lensemble Im f = {v e F,Ju € E, f(u) =v} =
{f(u),ue E}.
Autrement dit,
le noyau de f est I'image réciproque par f du vecteur nul de F' (c’est-a-dire ’ensemble des

antécédents de Op)

I'image de f est 'ensemble des wecteurs de F ayant un antécédent par f dans E
c’est-a-dire I'image directe de E par f.

II1.6. Propriétés de 'image et du noyau
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Théoreme 12.20
Etant donnés f € L(E,F) et V un sous-espace vectoriel de F, on a :
1) Ker f est un sous-espace vectoriel de E et f(V') est un sous-espace vectoriel de F;
2) en particulier, Im f est un sous-espace vectoriel de F';
3) f injective < Ker f = {0};
4) f surjective < Im f = F.
/Démonstration A
1) Soient A, € K, u,v € Ker f, alors :
FOu+ pv) = Af(u) + pf(v) = 0p done Au + pv € Ker f.
De plus, f(0g) = Op, donc Ker f est un sous-espace vectoriel de FE.
2) Soient A\, € K, vy,ve € f(V). En particulier, il existe uj,us € V tels que v; =
f(uq),ve = f(ug). Alors :
Ay + vy = Af(uy) + pf(ug) = f(Aug + pug) done Avy + pwg € f(V).
De plus, 0g € V et f(0g) = Op, donc f(V') est un sous-espace vectoriel de F.
3) C’est une conséquence directe du point précédent en prenant V = E.
4) e Supposons f injective. Soit u € E.
f(u) =0pF = f(0g) = u = 0g donc Ker f = {0g}.
e Supposons Ker f = {0g} et soient u,v € F tels que f(u) = f(v).
Alors f(u) — f(v) =0p < flu—v)=0pcu—v=0g < u=n1.
Donc f est injective.
Y e C’est la définition de la surjectivité. )

Ex. 12.11 Montrer que ¢ € £ (R?) définie dans le précédent exemple est un automorphisme de R?.

Cor. 12.11

IV. Applications linéaires particulieres

Dans tout ce paragraphe, K = R ou K = C, F un K-espace vectoriel, F' et G sont deux sous-espaces

vectoriels supplémentaires de F.

IV.1. Rappel

Par définition (voir définition 12.10), tout vecteur de £ = F' @ G se décompose de maniére

unique en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.
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IV.2. Les homothéties

Définition 12.21
On appelle homothétie de rapport A € K I'appli-

. {E ~ E
cation h :
r = AT

Propriété 12.22

o Va € E, hi(z) =z (hy est l'identité) et ho(x) = 0 (ho est I'application nulle) ;
o 5iA#0, hy € GL(E) et hy' = hy.

IV.3. Les projections

Définition 12.23

On appelle projection sur F' parallelement a G
E=FadGd — FE

I’application p :
=1 +T2 — I

Propriété 12.24
o Vr; € Fip(x1) =21 et Vg € G,p(z2) =0;
e pcL(E),pop=p,Imp=F =Ker(ld — p) et Kerp = G;
/Démonstration A
o %
Proposition 12.25 (Caractérisation des projections)
Soit f € L(F).
[ est une projection si et seulement si f o f = f (on note aussi f? = f).
/Démonstration A
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\_ )
R? — R?

1’29.2@/%) :

(z3y) = ( 3

1) Montrer que f est un endomorphisme de R

Ex. 12.12 Soit f : {

2) Montrer que f est une projection.

3) Donner ses sous-espaces caractéristiques (c’est-a-dire les sous-espaces vectoriels F' et G).

[Cor. 12.12 J

IV.4. Les symétries

Définition 12.26
On appelle symétrie par rapport a F

parallelement & G Dapplication s
{E -FaG — FE

T=x1+Ty — IT1— Ty

Propriété 12.27

e Si p est la projection sur F' parallelement a G alors s =2p —Id et p = #
e s€c GL(E), sos=1d, F =Ker(s — Id) et G = Ker(s + Id)

4 Démonstration

- J

Proposition 12.28 (Caractérisation des symétries)
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Soit f € L(E).

f est une symétrie si et seulement si f o f = Id (on note aussi f? = Id).
/Démonstration h
\ )

R2 — R2
(r;y) — (2x+y;—3x—2y) °

1) Montrer que f est un endomorphisme de R

Ex. 12.13 Soit f : {

2) Montrer que f est une symétrie.

3) Donner ses sous-espaces caractéristiques (c’est-a-dire les sous-espaces vectoriels F' et G).

[Cor. 12.13 ]

V. Compléments/exemples

Ecriture sous forme de sous-espace vectoriel engendré d’un sous-espace défini par
une ou plusieurs équations
Ex. 12.14 Soit £ = R3, F = Vect((1; —1;1);(2;1;0)) et G = {(z;y;2) € E,z +y + 2 = 0}.
1) Ecrire G comme espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs a préciser.
2) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E de deux manieres différentes :
a) en utilisant le résultat de la question précédente ;
b) en écrivant G comme le noyau d’une application linéaire & préciser.
3) Décrire précisément les vecteurs de F'NG.
4) Donner un vecteur de F' qui n’appartient pas a GG et un vecteur de G qui n’appartient pas
a F.
Cor. 12.14

Obtention d’une équation ou d’un systéme d’équations caractérisant un sous-espace
vectoriel engendré

Ex. 12.15 Soit £ = My(R) et A = -1z , B = 01 , O = —b trois vecteurs de
—_— 0 2 -1 1 1 1
E

Soit ' = Vect(A; B;C) et G = Vect(A;C).

Donner un systeme d’équations caractérisant F'.
Donner un systeme d’équations caractérisant G.
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Cor. 12.15

219



Maths - Chapitre 13
Continuité

I. Limites de fonctions

I.1. Introduction

La notion de continuité d’une fonction réelle (ou complexe) de la variable réelle trouve
une formalisation rigoureuse au XIx®™¢ siecle bien qu’elle intervienne de facon souvent confuse
beaucoup plus tot dans I’histoire des mathématiques occidentales. En effet, deux caractéristiques
de cette notion ont retardé sa formalisation :
e il s'agit en apparence d’une notion géométriquement tres intuitive et fondamentale sur le
plan logique;
e pour cette raison, il semble difficile de la définir, c¢’est-a-dire de la subordonner a des notions
plus fondamentales encore.
Elle ne voit le jour qu’a partir du moment ot les notions de nombres réels et complexes sont bien
comprises et permettent d’expliciter ce que I'intuition géométrique de continuité signifie au niveau
logique.
A cause du lien logique entretenu par les notions de continuité et de nombres réels, les définitions
générales sur les fonctions énoncées aux chapitres 1 et 4 dotvent étre révisées et connues,
notamment les propriétés du corps (R, -+, X) totalement ordonné par < (propriété de la borne
supérieure, etc...). Les fonctions usuelles du chapitre 6 sont aussi supposées connues et nous
utiliserons fréquemment les développements limités pour calculer des limites en des points ou

elles sont indéterminées. On rappelle par exemple la définition suivante donnée au chapitre 11 :

Définition 13.1 (Voisinages d’un réel, voisinages de +o0)

Soit xg € R (c’est-a-dire zg € R ou 29 = —o0 ou zp = +00).
On dit que [ est un voisinage de z si :
e 17 = +00 et [ est un intervalle de la forme [A; 400 avec A € R;;

e 175 = —00 et [ est un intervalle de la forme | — oo; A] avec A € R;

e 75 € R et I est un intervalle de la forme [zq — €; 7 + €] avec € € RY.

W Notation
| On note V(1) tout voisinage de zy € R.

Dans tout le chapitre, on notera D une partie de R, f, g, h des applications de D dans R, c’est-
a~dire des éléments de F(D,R). Les applications de F(D,R) sont appelées fonctions réelles
d’une variable réelle. La plupart des théoremes de ce chapitre portant sur des fonctions définies

sur un intervalle réel, on cherchera souvent a décomposer D en une réunion finie d’intervalles.
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Enfin, la notion de continuité ne prend tout son sens que lorsqu’il est possible de faire tendre
la variable vers un point donné ce qui justifie 'introduction de la notion d’sntervalle réel

non trivial, ¢’est-a-dire comportant une infinité de points :

Définition 13.2 (Intervalle réel non trivial)

On dit qu'un intervalle I C R est non trivial s’il est non vide et non réduit a un point.
Autrement dit, si a < b sont des réels, les intervalles non triviaux de R sont de la forme
[CL; b]? [CL; b[a }CL; b]? }a; b[? } — O0; a]? } — 005 a[a [CL; +OO[7 ]a§ —i—OO[.

Concernant les démonstrations de ce chapitre, beaucoup sont des redites de celles faites au chapitre
9 sur les suites réelles et, conformément au programme officiel, ne seront pas faites en cours.

Ce qu’il faut comprendre et retenir de ce chapitre :

1) connaitre les définitions générales concernant les limites et la continuité et étre capable de

donner la définition formelle d’une limite ;

2) savoir calculer des limites, notamment consolider les techniques de calcul permettant de

lever une indétermination, par exemple a ’aide d'un développement limité ;

3) connaitre les théoremes concernant les limites de fonction (théoréme de la limite monotone

par exemple) et savoir les utiliser ;

4) notamment connaitre et savoir utiliser les différentes formes du théoréme des valeurs
intermédiaires et du théoreme caractérisant 'image d’un segment par une fonction conti-

nue.

I.2. Droite numérique achevée

Définition 13.3 (Rappel : droite numérique achevée)

| On appelle droite numérique achevée 'ensemble R U {—o0; +00}.

%Notation
| Onnote R=RU {—00; +00}.

Définition 13.4 (Fermeture d’un intervalle)

On appelle fermeture ou adhérence d’un intervalle I # () ’ensemble obtenu en adjoignant

a I ses bornes supérieures et inférieures si elles existent, +00 ou —oo si elles n’existent pas.

W( Notation

| On note I la fermeture de I.

Ex. 131 . .
T=037 I=........... I=]—1,400] IT=........... I=R IT=..............

Dans cette partie I est un intervalle réel non trivial, a € I et f, g, h sont des éléments de F(I,R).
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I.3. Définition générale de la limite d’une fonction

Définition 13.5

On dit que f(x) a pour limite | € R lorsque x tend vers a € I si et seulement si
pour tout voisinage V(l) il existe un voisinage V(a) tel que f(V(a)) C V(I).

W Notation
| On le note lim flz)=1.

Ex. 13.2  Traduire la définition précédente en utilisant les quantificateurs dans les cas suivants
e Soit a € R. On dit que f tend vers a en +o0 si

e On dit que f tend vers a en —o0 si

. Ondlt que f tendvers +OO e n +OO Sl ....................................................
. Ondlt que f tendvers _OO en +OO Sl ....................................................
. Ondlt que f tendvers +OO en _OO Sl ....................................................

Soit @ € I ou a =sup [ ou a = inf I si elles existent.
Soit a € R. On dit que f tend vers a en a si

°
o
=
=
=
Q
o)
)
~
—+
@
=
oL
<
a@
=
o7]
|
@
=
S
2.

I.4. Limites a droite, limites & gauche en a € R

Définition 13.6

e On suppose que a appartient a la réunion de I et de sa borne inférieure si elle existe.
Soit & € R. On dit que f tend vers o en a* (ou a droite de a ou quand z tend vers

a par valeurs supérieures) si
e On suppose que a appartient a la réunion de I et de sa borne supérieure si elle existe.

Soit o € R. On dit que f tend vers a en a~ (ou a gauche de a ou quand z tend vers
a par valeurs inférieures) si

Définition 13.7

On dit qu'une fonction f définie sur I'\{a} posséde une limite en a si
e clle possede une limite a droite et une limite @ gauche en a;

e ces deux limites sont égales.
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W Notation

On note lim f(z) = « ou lim f(x) = « la limite a droite et
z—at T>a

lim f(z) =« ou lim f(z) = « la limite a gauche.

T—a~ z<a

On note lim f(x) = a ou plus simplement lim f(z) = « la limite en a d’une fonction définie
z—a T—a
T#a

sur un voisinage de a privé de a.

Ex. 13.3

I.5. Propriétés

Propriété 13.8

Si f admet une limite finie en a € I, alors f est bornée au voisinage de a.

Propriété 13.9

La limite (finie ou infinie) d’une fonction est unique si elle existe.

lim flz) =«
lim f(z) =«

Tr—a—

De plus pour a € I et a € R, £i_rgf(x) =as
TH#a

Propriété 13.10

Va € I, Ya € R, limf(x)za@%ir%f(a—i-h):a

r—a

I.6. Limites et suites

Théoreme 13.11

Soient a € I, o € R, f une fonction de I dans R, u une suite d’éléments de I.

lim w, = a
D=mre® = lim f(u,) =«
lim f(z) = « n—r+00
T—a
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I.7. Interprétation graphique

graphe de f.

Proposition 13.12 (Asymptote verticale)

Pour a € RN 1, si lim f(z) = +oo alors la droite d’équation 2 = a est asymptote verticale au
T—a

graphe de f.

Proposition 13.13 (Asymptote horizontale)

Pour o € R, si hril f(z) = « alors la droite d’équation y = « est asymptote horizontale au
T—>r 00

au graphe de f.

Proposition 13.14 (Asymptote oblique)

est asymptote oblique au graphe de f.

S'il existe (u,v) € R? tels que lirf f(z) — (ux +v) = 0 alors la droite d’équation y = uz + v
T—r1-00

Le signe de f(x) — (ux + v) permet alors de connaitre la position de cette droite par rapport

I.8. Opérations sur les limites

Proposition 13.15 (Somme de fonctions)

acl
lim g(z)
_ rra acR | +oo | —o0
lim f(x)
r—a
o' eR
+00
—00

Proposition 13.16 (Produit de fonctions)

acl
lim g(z) .
_ B=E acR, |laeR: |a=0]| oo | —0
lim f(x)
r—a
o € Ry
o € R*
o =0
+00
—00

Proposition 13.17 (Inverse d’une fonction)

aEI_.

e Sia e R*et lim f(x) = a, alors il existe un voisinage V' (a) sur lequel f ne s’annule pas
T—ra
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et li !
im — = —.
T—ra f(aj) o
e Si lim f(x) = +oo, alors il existe un voisinage V(a) sur lequel f ne s’annule pas et
Tr—a f(x) 1
o Si glglgéﬂx) =0et f(x) > 0sur V(a)\{a}, alors il—rg @ — +o0.
1
e Si glgliréf@) =0et f(x) <0sur V(a)\{a}, alors il_r)%m — oo

Proposition 13.18 (Composition de limites)

f et g définies sur R et (a, b, c) € R

Si glﬁlg(llf(:t) =bet glgrll)g(m) = ¢ alors algr(llgOf(x) =

Ex. 134

1
r € R* — Arctan (—) possede-t-elle une limite en 077 en 0~ 7 en 07
x

Cor. 13.4

I1. Limites et relation d’ordre

II.1. Passage a la limite dans une inégalité

Théoreme 13.19

a€l,aeta eR.

Si pour tout x au voisinage de a on a f(x) < g(z)
, alors o < /.

et si :lcl—rgf(x) = q, glcl_r)rcllg(x) =«

I1.2. Théoréme(s) des gendarmes

Théoréme 13.20 (Théoréme des gendarmes)

acl, acR.

Si pour tout x au voisinage de a on a f(z) < g(z) < h(z) _
. : alors lim g(x) = a.
et si ll_r)n f(z) = hin h(z) =« z—a

Théoréme 13.21

alors lim f(x) = 0.

Si pour tout x au voisinage de a on a |f(z)| < g(x)
et si limg(z) =0 za
T—a
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Théoréme 13.22

Si pour tout x au voisinage de a on a f(x) < g(z) et
e si lim f(x) = +oo alors lim g(z) = 400}
T—a r—a

e si lim g(z) = —oo alors lim f(z) = —o0.
Tr—a r—a

I1.3. Limites aux bornes pour une application monotone

Théoréme 13.23 (Théoréme de la limite monotone)

(a,b) e R .
Si f est définie et croissante sur |a, b], Si f est définie et décroissante sur |a,b|,
alors glﬁlglll f(z) existe et vaut : alors lim f(x) existe et vaut :
e si f n’est pas minorée, lim f(a:) = —00; .‘”‘Q{Lf
e si f est minorée, h_r>n f( ):inff. o sif
De méme glﬁliré f(z) existe et vaut :

De méme lim f(z) existe et vaut :

e si f n’est pas majorée, 1111b1f(95) = +00; e si 7 b ................................ :
T—
e si f est majorée, lim f(z) = sup f. o sif
) S ) S ERIRIEE G G o oo noannaaaaa008000000000ac0ac a0

ITI. Continuité en un point

I11.1. Définition

] Définition 13.24
On dit que f est continue en a € I silim f(x) = f(a).

Tr—a

r#a
En revenant a la définition de la limite en un point, on a donc :
f continue en a si Ve > 0,3n > 0, |z —a| <n=|f(x) — f(a)] <e.

Si f n’est pas continue en a, on dit que f est discontinue en a.

ITI.2. Continuité a droite et a gauche

Définition 13.25

Si a n'est pas l'extrémité gauche de I, on dit que f est continue a gauche en a si
lim f(z) = f(a).
Sl a n'est pas extrémité droite de I, on dit que f est continue a droite en a si

lim f(z) = f(a).

Théoreme 13.26
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Si a n’est pas une extrémité de I,

f continue en a < f est continue a droite et a gauche en a.

IT1.3. Prolongement par continuité

Définition 13.27

Soit @ une extrémité de l'intervalle I n’appartenant pas a I.

Autrement dit, on considere une fonction f définie sur un intervalle ouvert en son extrémité

a.

Si }gr}z f(x) existe et appartient a R, on dit que f est prolongeable par continuité en a
ITu{a} — R

etonpose:g:{ x€l — glx)=f(z)
« = gla)=lm f(@)

g est appelée prolongement par continuité de f en a.

SINT b ey CO§:~$—1
T sin x

Ex. 13.5 Montrer que = — sont prolongeables par continuité en 0.

Cor. 13.5

ITI.4. Opérations sur les fonctions continues en un point

Proposition 13.28

Si f et g sont des fonctions continues en a et « € R, on a :

e [+ g est continue en a;

fg est continue en a;

af est continue en a;

| f| est continue en a;

sup(f, g) et inf(f, g) sont continues en a;

si f(a) # 0 alors il existe un voisinage de a sur lequel f ne s’annule pas et % est continue
en a.

Si f est continue en a et g continue en f(a) et si g o f est définie sur un voisinage de a alors

go [ est continue en a.

ITL.5. Image d’une suite de limite a par une fonction continue en a
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Théoréme 13.29

Si f est continue en a € I alors I'image par f de toute suite de I'™ convergeant vers a est une

suite convergeant vers f(a).

IV. Continuité sur un intervalle

IV.1. Définition

Définition 13.30

| On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de I.

gf Notation
| On note C°(I) ou C°(I,R) I'ensemble des fonctions de I dans R qui sont continues sur I.

IV.2. Propriétés

Proposition 13.31

Si f et g sont des fonctions continues sur I C R et o, 5 € R, on a :
e Combinaison linéaire : af + [Fg est continue sur [ ;

e Produit : fg est continue sur [ ;

Quotient : si f ne s’annule pas sur [ alors % est continue sur [ ;

Valeur absolue : |f| est continue sur [ ;
e Mazx et min : max(f,g) et min(f, g) sont continues sur I.
Si fecC’I),geCJ)et f(I) C Jalors go f € CO(I).

Exemples :
e Les applications constantes sont continues sur R ;
e les applications polynomiales sont continues sur R ;
e les applications rationnelles sont continues sur chaque intervalle de leur ensemble de défini-
tion;
e les applications usuelles (In,exp,sin,cos,z — x" avec r € R) sont continues sur leur ensemble
de définition.

Remarque

Dans la pratique, pour démontrer la continuité d’une fonction, on utilise les théoremes opé-
ratoires. Les cas ou un retour a la définition de la continuité et de la limite sont nécessaires

sont rares et sont considérés comme difficiles.

IV.3. Restrictions
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Définition 13.32
| SifeF(I,R)etJCI,onditque f est continue sur J si la restriction de f & J est continue.

R —- R
Ex. 13.6 Montrer que f:{ z#0 a7 est continue sur [0; +oo[ mais pas en 0.
r=0 — 1

Cor. 13.6

V. Théorémes des valeurs intermédiaires

Théoréme 13.33 (Théoréme de Bolzano)

Si f est une fonction continue sur [a; b] telle que f(a)f(b) < 0 alors 3¢ € [a;b], f(c) = 0.

é Démonstration

On utilise la méthode de dichotomie déja utilisée en TD d’informatique pour montrer 1’exis-

tence de c.
On définit les suites (t,)nen €t (U )new de RN par ug = a, vg = b et
Uy + Uy, ) Up + Uy
Unt1 = — Upy1 = Up si f(un)f <0
Uy + Un .
Upi1 = Up Upi1 = sinon.
Montrons que les suites u et v sont adjacentes :
Unp, + Up, Up — Up .
® Uyl — Upyy = Uy — = 5 dans le premier cas et
Unp, + Up, Up — Up
Unt1 — Unt1 = 5 — Uy = 5 dans le second.

Donc dans tous les cas, la suite v —u est une suite géométrique de raison 3 qui converge
donc vers 0.
e Par ailleurs, la suite u est croissante, la suite v décroissante, donc u et v sont conver-
gentes de meéme limite [.
Or par définition des suites et continuité de f, f(1)* < 0 donc f(I) = 0.

\_ /
Remarque

| Silon impose f(a)f(b) < 0, on peut conclure que ¢ €]a; b[ puisque f(a) # 0 et f(b) # 0.
4 N

# Méthode : Utilisation du TVI
Dans les exercices ol on cherche a montrer quune fonction f continue vérifie une propriété

de la forme
de e, f(c) = cte
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Kon introduira une fonction auxiliaire g : x — f(z) — cte et on montrera que g s’annule. J

Ex. 13.7 Soit f € C°([0;1], R) telle que f(0) = f(1).
1) Montrer qu'il existe ¢ € [0;1] tel que f (c+ 1) = f(c).
2) Montrer qu'il existe ¢ € [0;1] tel que f(c+ 1) = f(c).
3) Montrer que quel que soit p € IN*, 3¢ € [0; 1], f (c + }—17) = f(o).

Théoréme 13.34 (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Si f est une fonction continue sur I, a et b deux éléments de I tels que f(a) < f(b), alors

vy €]f(a); f(b)], 3z €la; b], f(z) = y.

é Démonstration

kOn applique le théoreme précédent a g : x € [ — f(x) —y.

Théoréme 13.35 (Image continue d’un intervalle)

Si f € C'(I), alors f(I) est un intervalle.

4 Démonstration

On utilise le théoreme précédent et la caractérisation 9.11 des intervalles réels.

-

Ex. 13.8 Soit I =|0;2[. Calculer f(/) dans chacun des cas suivants :

D) o

x
2) f:xwsin(rx);
3) fix— (z—1)%
4) f:x e |x].

Que peut-on en conclure sur 'image par une fonction continue d’un intervalle de type ouvert /ouvert ?

VI. Fonctions continues sur un segment

Théoréme 13.36 (Image continue d’un segment)

Si f est une fonction continue sur [a; b] alors f([a;b]) = [m; M] ou m, M € R.

[Démonstration hors programme J

Corollaire 13.37

Toute application continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes : étant donnée une
fonction continue sur [a; b]

e dxg € [a;b],Vz € [a;b], f(xo) =m < f(x)
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e dxy € [a;b],Vz € [a;b], f(x1) = M > f(x)

Théoréme 13.38

Soit f une fonction continue sur I.

f est injective si et seulement si f est strictement monotone.

~

é Démonstration

Sens direct : on démontre la contraposée. Si f n’est pas strictement monotone, alors d’apres
I'exercice 77, il existe a < b < ¢ € I tels que (f(a) < f(b) et f(c) < f(b)) ou (f(a) = f(b) et
10 > 1),

Dans le premier cas, [max(f(a), f(c)); f(b)] C Im f. Or ou bien max(f(a), f(c)) = f(b) auquel
cas la fonction n’est pas injective, ou bien max(f(a), f(c)) < f(b) auquel cas il existe z; €]a; b
et 2o €]b; | tels que f(x1) = f(x2) d’apres le théoréme 13.34. A nouveau, f n’est donc pas
injective.

Le second cas se traite de fagon identique.

Réciproque : si f est strictement monotone, alors elle est injective d’apres 4.18.

-

Théoréme 13.39 (Théoréme de la bijection continue)

Si f est injective et continue alors f induit une bijection de I sur J = f(I) et sa bijection

réciproque f~! est continue sur J, strictement monotone, de méme monotonie que f.

~

é Démonstration

D’apres le théoreme précédent, si f est injective et continue alors elle est strictement monotone.
D’apres le théoreme 13.35, J = f(I) est un intervalle. Donc f induit une bijection de U'intervalle
I sur l'intervalle J = f(I).

D’apres 'exercice 4.14, la bijection réciproque de f est de méme monotonie que f.

Enfin, montrons que f~! est continue.

Soit yo = f(xg) € J et € > 0.

Si f est strictement croissante, pour tout x € [xg — €29 + €|, f(xg —€) < f(x) < f(zo + €).
En posant n = min(f(xg +¢€) — f(xo); f(zo) — fxog — e)) on a donc pour tout y = f(z) €
o — ;90 + 1), [~ y) € [w0 — € ¢ + €], c'est-a-dire f~! continue.

Le cas ou f est strictement décroissante se traite de la méme maniere.

- %

Remarque

| Ce théoréme a permis de construire les fonctions Arcsin, Arccos, etc...

Corollaire 13.40

Si f est une fonction continue strictement monotone sur [a;b] telle que f(a)f(b) < 0 alors
dle €]a; ], f(c) = 0.
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Maths - Chapitre 14

Polynomes

ﬁ) Ans tout le chapitre, K désigne R ou C.

I. L’ensemble K[X| des polynémes a coefficients dans K

I.1. Définitions

Définition 14.1
On appelle polynéme a une indéterminée et a coefficients dans IK une suite
a:IN — K d’éléments de K nulle a partir d’un certain rangn € N : Vp >mn,a, =0.

Les termes a; de la suite sont appelés coefficients du polynome.

W Notation

On note P = (ag,a1,...,0,,0,0,...,0,...). Comme la suite des coefficients est nulle a partir
d’un certain rang, un polynéme non nul peut aussi étre noté (ag, ai, ..., a,) ou a, est le dernier
terme non nul de la suite a.

Cependant, généralement, un polynome est noté sous la forme :

n
P = E a, X" avec par convention X° =1
k=0

X est appelée indétermainée.

L’ensemble des polynéomes a une indéterminée et a coefficients dans K est noté K[X].

Remarques

e Il résulte de la définition que deux polynomes sont égaux st et seulement st tous
leurs coefficients sont égaux.

e On appelle polynéme nul le polynome dont tous les coefficients sont nuls.

e On appelle polynémes constants les polynomes dont seul le premier coefficient est
(éventuellement) non nul.

e On appelle monéme tout polynome qui n’a qu’un unique coefficient non nul; c’est a
dire de la forme a, X? avec p € N et a, € K.

e Puisque R C C, tout polynoéme de R[X] appartient aussi a C[X]. On a donc R[X]| C C[X].
La réciproque est fausse. En effet, P = X —i est dans C[X| mais n’est pas dans R[X].

e Si on ne sait pas quel est le dernier coefficient non nul, et puisque 'on est str que cette

somme comporte un nombre fini de termes, on peut parfois noter P = > ax X k.
keN
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Ex. 14.1 P =(1,0,5,-2,0,...,0,...) est un polynome que l'on notera P = .......................
P =1(0,2,5i,1414,0,...,0,...) est un polynéme que 'on notera P =....................ccooon...
P =1(0,1,0,0,...,0,...) est un polynome que 'on notera P =................cciiiiiiiiiiiiiin...
Attention X désigne un polynéme particulier et non une variable!

I.2. Structures de K[ X]

Définition 14.2
On munit K[X] :
e d’une addition :
VP = (ap, a1, ...) € K[X], VQ = (b, b1, ...) € K[X]|, P+Q = (ap+bo,a1 +b,...);
e d’une multiplication par les scalaires de IK :
VP = (ag,a1,...) € K[X], VA€ K, AP =(XXagA\Xai,..).

Proposition 14.3

(]K[X ], +, ) est un K-espace vectoriel.
(" Démonstration A
o %

Définition 14.4
On munit également IK[X] d’une multiplication :

VP = (ag, a1, ...) € K[X], YQ = (by, by, ...) € K[X],

n n

P xQ = (co,c1,...) avec VneN, ¢, = Zakbn,k = Zan,kbk = Z a;b;

k=0 k=0 i+j=n

Remarques

e La définition du produit de polynomes est une simple traduction de la multiplication
habituelle. Notamment elle vérifie X™ x X? = X™*? pour tous (n,p) € N2,
Ceci justifie la convention adoptée X° = 1.

e Au vu de la définition, on peut conclure que la multiplication sur K[X]| est commuta-

tive.

Ex. 142 P=1+X +X?et Q =2 — X + 3X2 Calculer P x Q.
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Définition 14.5

On munit également K[X] d’une composée :

Soient A = > @, X* un polynome de K[X] et P € K[X].
k=0

On définit Ao P par: Ao P = A(P)= > a,P*
k=0

Remarque
Dans le cas particulier ou P = X, le polynéme A(P) = A(X) est égal au polynoéme A, c’est

pourquoi on utilise aussi bien A que A(X) pour désigner ce dernier polynéme.

Ex. 14.3 La composition consiste simplement a remplacer I'indéterminée X par un polynome.
On considere les polynomes P =1+ X + X% et Q =1+ X.
Calculer P o @ puis Q o P. La composée est-elle commutative ?

Cor. 14.3

I1.3. Fonctions polynomiales

Définition 14.6

Etant donné un polynome P = Z a X"* € K[X], on appelle fonction polynomiale associée
k=0
K —- K

a P la fonction P : - 5
T Z aiT
k=0

On notera souvent de la méme facon un polynome et sa fonction polynomiale associée.

Lorsqu’on passe d’un polynome a sa fonction polynomiale associée, on dira que 'on substitue

x a X dans P ou que 'on évalue P en x.

Remarques

e Les opérations définies précédemment sur I’ensemble des polynomes correspondent a
celles définies sur ’ensemble des fonctions.
En fait, les opérations sur I’ensemble des polynomes ont été définies de sorte a ce
qu’elles coincident avec les opérations sur l’ensemble des fonctions.

e Il y a une différence de mature entre polynome et fonction polynomiale. Cette
distinction n’est pas un caprice de mathématicien !
Par exemple, deux polynomes ne sont égaux que si tous leurs coefficients sont égaux.

Or cela n’a rien d’évident a priori pour les fonctions polynomiales : existe-t-il deux

fonctions polynomiales f et g correspondant a deux polynomes distincts et telles que,
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pour tout réel z, f(x) = g(z)?

Nous répondrons a cette question en cours de chapitre. Pour le moment, il est important
de retenir que égalité de polynomes et égalité de fonctions ont des sens différents :
Deux polynomes sont égaux si et seulement si tous leurs coefficients sont égaux.

Deux fonctions polynomiales sont égales si et seulement si elles prennent la méme

valeur en tout point.

I.4. Degré et coefficient dominant

Définition 14.7

Soit P = > a;,X* € K[X] un polynoéme non nul.
kelN
Le plus grand entier n tel que a, # 0 est appelé degré de P.

Par convention, on définit le degré du polynome nul comme égal a —oo.

a, est appelé coefficient dominant de P et a, X" est appelé terme dominant de P.

Sia, =1, on dit que P est un polynéme unitaire ou normalisé.

Ex. 14.4 Soit a € R. Quel est le degré de P = (o + 1) X? + 37

/Cor. 14.4 h

Notation
On note deg(P) le degré de P.

Le coefficient dominant de P est parfois noté cd(P).

Remarques
e Si P n’est pas le polynome nul, deg(P) = max{k € N, a; # 0}. Cette définition a un

sens car {k € IN,a, # 0} est une partie non vide majorée de IN. Elle admet donc un
plus grand élément.

e Les polynomes de degré 0 sont les polynomes constants non nuls.

Théoréme 14.8 (Degré d’une somme, d’un produit)

VP e K[X],VQ € K[X],VA € K*
e deg (P + Q) < max (deg P,deg @) avec égalité lorsque deg(P) # deg(Q).
e deg (\.P) =degP;
e deg (P x Q) =deg P+ deg@.
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/Démonstration

- J

Ex. 14.5 Trouver deux polynomes P et @ tels que : deg(P + @) < max (deg(P), deg(Q))

Cor. 14.5

Ex. 14.6 Soient (P, Q) € K[X]?, montrer que: PQ=0 < [P=0 ou Q=0].

Cor. 14.6

Remarque

I1 faut bien faire la différence entre le fait qu'un polynéome s’annule (son évaluation en un
scalaire est nulle) et le fait qu'un polynome est nul (tous ses coefficients sont nuls).
Par exemple, si (X —a)P = 0, alors P = 0 bien que X —a s’annule en a. Ce qui compte, c’est

que X — a n’est pas le polynome nul.

L5. IK,[X]

%7 Notation

Vn € IN, on note IK,,[X] le sous-ensemble de K[X] formé des polynomes de degré inférieur

ou €égal a n.

Bx. 147 RalX] = oot .
Ex. 14.8 Soit P € Ry[X]. Montrer qu'’il existe (c, 3,7) € R3 tel que :
P=a+p1+X)+v(1+ X+ X?)

Que peut-on en déduire concernant la famille (1,1 + X, 1+ X + X?)?
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(" Cor. 14.8 A

- /

II. Multiples, diviseurs et racines d’un polynome

II.1. Divisibilité et division euclidienne dans K[ X]

Définition 14.9 (Divisibilité)
Soient (A, B) € K[X]?. On dit que B divise A s'il existe Q € K[X] tel que A = BQ.

On dit aussi que B est un diviseur de A ou que A est un multiple de B.

Notation
| On note B|A I'assertion « B divise A ».

Ex. 14.9 Dans R[X], (X 4 1) | (X2 = 1) CAr oottt e

Théoréme 14.10 (Division euclidienne)

A=BQ+R
degR < deg B
On appelle A le dividende, B le diviseur, () le quotient et R le reste.

V(A, B) € K[X]? avec B # 0, 3(Q, R) € K[X]? tels que

/Démonstration
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o %
Ex. 14.10 Effectuer la division euclidienne de A par B lorsque :

e K[X]=R[X]avec A=X*"—-X?+1et B=X*+X—1.

o K[X]=C[X]avec A=X*+iX +1et B=iX?+1.

o K[X]=R[X]avec A=X+2et B=X3+8X + 1.
(" Cor. 14.10 )
\_ %

238



CHAPITRE 14. POLYNOMES PCSI, 2024/2025

Corollaire 14.11

Pour B € K[X] non nul, le reste de la division euclidienne de A par B est nul si et seulement
si B divise A.

I1.2. Racines (ou zéros) d’un polynome

Définition 14.12
Soient P € K[X] et a € K. On dit que « est une racine (ou un zéro) de P (dans K) si
P(a) =0.

f Important !

La précision « dans K » peut avoir de 'importance : le polynome X2 + 1 admet des racines

dans C mais pas dans R.

Remarque

| Un polynome a coefficients réels de degré impair admet nécessairement une racine réelle

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (voir exercice ?? de la feuille d’exercices).

Théoreme 14.13

Soient P € K[X] et o € K.

Le reste de la division euclidienne de P par (X — a) est le polynéme constant P(c).

En particulier : « est une racine de P < (X — «a)|P.
( Démonstration R
\_ /

Ex. 14.11 Soit Q = X? — 10X? + 29X — 20. Trouver les racines de Q.

( Cor. 14.11 W
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(o
# Méthode : Calculer le reste d’une division euclidienne

Pour calculer le reste de la division euclidienne de A par B avec B # 0, on écrit A = BQ + R
deg(B)—1
avec R= > ;X" On évalue ensuite en les racines de B (si on les connait). En effet, si a
k=0
est une racine de B, alors A(a) = R(a). Ceci nous permet de déterminer les coefficients de R.

- J

Ex. 14.12 Déterminer le reste de la division euclidienne de X' — X5 par X2 — 3X + 2.

(" Cor. 14.12 R

- /

Corollaire 14.14 (Trés important !)

e Tout polynoéme non nul de K,[X] avec n € IN possede au plus n racines deux a deux
distinctes.

e Tout polynome non nul possede un nombre fini de racines.

e Si deux fonctions polynomiales coincident sur une partie infinie de K alors les polynomes
associés sont identiques.
En particulier, deux fonctions polynomaiales sont égales si et seulement st les

polynoémes associés sont égaux.

/Démonstration

240



CHAPITRE 14. POLYNOMES PCSI, 2024/2025

- J

3@7 Méthode : Prouver qu’un polynome P est nul

Pour prouver qu'un polynome P est nul, il suffit de prouver que P possede une infinité de

racines ou que P possede deg(P) + 1 racines.

Ex. 14.13 Soit P € K[X] tel que P(X + 1) = P(X). Montrer que P est constant.

(" Cor. 14.13 A

- J

IT1. Polynome dérivé et racines multiples

II1.1. Dérivées d’un polynome

La notion de polynome dérivé est purement formelle. Elle correspond simplement a la notion de

dérivation des fonctions polynomiales que nous connaissons.

Définition 14.15

Etant donné P € K[X], on appelle polynéme dérivé de P le polyndome associé a la dérivée de

la fonction polynomiale de P.
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| Pour P = > a; X", alors P’ = > kap X" 1.

k=0 k=1

ﬁ' Notation
On note P’ ou PW le polynome dérivé de P et on définit de méme les polynomes dérivés
successifs P” = P® et Vk € N, P¥+) = (P(k))’_

Proposition 14.16

Linéarité de la dérivation :
(P + Q)/ — Pl + Q/
V(P,Q) e K[X]?, VAeK, et
(A-P) = X-P

~

(" Démonstration
La formule est exacte pour les fonctions polynomiale, donc pour les polynomes en vertu du
corollaire 14.14.

KDe meme : )

Proposition 14.17

Dérivation d’un produit :
V(P,Q) e K[X]*, (PQ)=PQ+ P

Proposition 14.18

Formule de Leibniz de dérivation d’un produit P() de polynomes :

V(P,Q) e K[X]2, (PQ)™ = i (Z)P(k)Q(n—k) _ Zn: (Z)P(n—k)Q(k)

k=0 k=0

Proposition 14.19

Formule de Taylor : Soit P € K[X] de degré n € IN et a € K un scalaire. Alors on a :

4 Démonstration
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II1.2. Multiplicité d’une racine

Définition 14.20

Soient P € IK[X] et o € K. On appelle multiplicité de o dans P le plus grand entier n € IN
tel que (X — a)"|P.

En particulier (X — a)"™! ne divise pas P.

Remarque

| Une racine de multiplicité 0 de P n’est pas une racine de P!
p

Proposition 14.21

De fagon évidente, « est une racine de P si et seulement si sa multiplicité dans P est supérieure
a l.

Ex. 14.14 Quelles sont les racines réelles et leur multiplicité pour le polynéme

P=(X*-1)(X*-1)

( Cor. 14.14 W
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IT1.3. Caractérisation de la multiplicité d’une racine

Théoreme 14.22

« est une racine de multiplicité m € IN* dans P € K[X] si et seulement si

P(a) = P'(a) = ... = P™V(a) =0 et PM(a) #0.
( Démonstration R
- /

Ex. 14.15 Montrer que pour n € IN, 1 est racine de P avec P = X?" ™! —(2n+1) X"+ (2n+1)X"—1
et donner sa multiplicité.

( Cor. 14.15 W
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IV. Factorisation des polynomes

IV.1. Polynomes scindés sur K
< ’ o

Définition 14.23

de degré inférieur a 1.

tels que :
P=XX—-a)(X —ag)...(X —ay).

Un polynome P non nul est dit scindé sur K §’il s’écrit comme produit de polynomes de K[X]

Autrement dit, P est scindé sur K lorsqu’il existe A € K* , n € N* et (o, g, ..., qp,) € K"

Ici les racines de P notées oy, am, ..., a, ne sont pas nécessairement distinctes.

f Important !
| Un polynéme peut étre scindé dans C[X] sans 'étre dans R[X]!

Exemple : P = X2+ 1= .. ... ..

Remarque

dont la somme des ordres de multiplicité vaut n.

IV.2. Relation coefficients-racines d’un polynome scindé.

Autrement dit, un polynome P de degré n € IN* est scindé sur K lorsqu’il admet des racines

Proposition 14.24

n

Soit P = E ap X" scindé sur K et zq, zo, ..., ,, € K ses racines.

k=0
5 , = Ap—1
e La somme des racines de P est donnée par : . x = — .
k=1 n

Qo

Qn,

n
e Le produit des racines de P est donné par : [] a, = (—1)"—.
k=1
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/Démonstration

- J

Ex. 14.16 Déterminer P le polynome unitaire de degré 3 dont la somme et le produit des racines
valent 6, et dont la somme des coefficients est nulle.

(" Cor. 14.16 A

- /

Remarques

e En particulier, si P = aX? 4 bX + c alors :
b

la somme des racines vaut : S = ——.

a
Cc

le produit des racines vaut : P = —.
a
e Inversement, soient x; et x5 deux réels avec S leur somme et P leur produit.
Alors 7, et x5 sont solutions de X2 — SX + P = 0.

17
Ex. 14.17 Trouver deux nombres dont la somme vaut Y et le produit vaut 4.

(" Cor. 14.17 A

- /

IV.3. Cas particulier des racines lorsque K = C
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Théoréme 14.25 (Théoréme de d’Alembert-Gauss - Admis)

Tout polynéme de C[X] de degré supérieur ou égal a 1 possede au moins une racine dans C.

[Démonstration hors programme J

Corollaire 14.26

Tout polynome P € C[X] est scindé sur C : P = )\l_[ (X — ap)™.

k=1
Ona: Y my=deg(P).
k=0

(" Démonstration R
\_ %

Proposition 14.27

Soit P un polynome a coefficients réels (donc P € R[X] C C[X]).

Si a € C est une racine complexe de P alors son conjugué & est également racine de P.
(" Démonstration R
\_ %

Remarque
Attention, la proposition précédente est fausse pour P € C[X]!

Par exemple i est racine de P = X — i € C[X] mais pas i = —i.
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Ex. 14.18 Soit P = X* + X3 — 10X?% + 2X — 24.
Vérifier que v/2i est racine de P, et en déduire toutes les racines de P.

(" Cor. 14.18

- J

IV.4. Polynomes irréductibles et factorisation dans C[X]| et dans R[X]

Définition 14.28 (Polynomes irréductibles)
On dit que P € K[X] est irréductible si deg P > 1 et si les seuls diviseurs de P sont les

polynomes de la forme AP avec A € IK* et les polynomes constants (non nuls).

Ex. 14.19 Déterminer tous les diviseurs de P = X? + 1 dans R[X] puis dans C[X].

Cor. 14.19

Remarque

| Par définition, les polynomes de degré 1 sont tous irréductibles dans K[X].

Ex. 14.20
1) Factoriser P = X4+ 1 dans C[X].
2) En déduire que P n’est pas irréductible dans R[X].

( Cor. 14.20 W
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Proposition 14.29 (Classification des polynémes irréductibles)

e Les seuls polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes du premier degré.
e Les seuls polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes du premier degré et les

polynomes du second degré a discriminant strictement négatif.

4 Démonstration
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(" Factorisation des polynomes

e On a déja vu que pour P € C[X], la factorisation de P dans C[X] est de la forme :

P = )\l_[ — ap)" ot

* A est le coefficient dominant de P (c’est a dire du terme de plus haut degré)
* Vk e {1,2,...,r}, s € C est racine d’ordre my, de P.

* On a toujours : Z my, = deg(P).
e Soit P € R[X]. La factorlsatlon de P dans R[X] est de la forme :

P=X] (X —ap)™
k=1

* A est le coefficient dominant de P (c’est a dire du terme de plus haut degré).
* Vk e {1,2,...,r}, ap € R est racine d’ordre my, de P.

*x Vje{1,2,...,p} les discriminants (A = p]Q. — 4q;) vérifient A < 0.

* Vje{l,2,...,p}, l; € N* est un exposant entier.

=

X2 = piX +q5)0 ou
7j=1

_
Ex. 14.21 Soit P = X3 +3X2+4X + 2.

1) Factoriser P sous forme de polynomes irréductibles dans R[X].

2) Factoriser P sous forme de polynomes irréductibles dans C[X].

(" Cor. 14.21 A

- J

Ex. 14.22 Pour n € IN avec n > 2, on note P = X" — 1.
1) Décomposer P en produits d’irréductibles dans C[X].

2) Montrer que, pour n € IN*| la somme des racines n-iemes de ['unité est nulle.

( Cor. 14.22 W
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Maths - Chapitre 15
Dimension des espaces vectoriels

Dans tout ce qui suit, (K, +, X) désignera le corps des nombres réels ou des nombres complexes.

I. Rappels et compléments

I.1. Rappels

Ce chapitre poursuit et complete le chapitre 12 sur les espaces vectoriels. En conséquence, toutes
les définitions et propriétés du chapitre sur les espaces vectoriels doivent étre revues. Notamment,

on révisera attentivement

e la caractérisation (théoreme fondamental 12.5) des sous-espaces vectoriels d’un espace vec-
toriel (E,+,.);

e les notions de somme et de somme directe de deux sous-espaces vectoriels;

e la définition 12.13 d’une application linéaire ;

e la définition 12.19 du noyau d’une application linéaire et le théoreme 12.20 énoncant les
propriétés du noyau d’une application linéaire ou de I'image d’un sous-espace vectoriel par
une application linéaire ;

e la définition et la caractérisation des projections et des symétries...

I.2. Rappel : combinaisons linéaires

Définition 15.1 (Combinaisons linéaires)

Etant donnés un K-espace vectoriel E et une famille U = (uq, us, ..., u,) de vecteurs de E,
on dit que u est une combinaison linéaire des vecteurs de U ou une combinaison

linéaire de U si

3()\1, /\2, ey )\n) € ]Kn, u = Z )\zuz = )\1.U1 + )\Q.UQ + ...+ )\nun
=1

Proposition 15.2

Etant donnée une famille U = (uy,ug, ..., u,) de vecteurs de E, l’ensemble des combi-
natsons linéaires de U est un sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace vectoriel
engendré par U.
On le note Vect U.
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I.3. Rappel : espaces vectoriels de référence

Pour montrer que (F,+,.) est un espace vectoriel, on peut, par exemple, montrer que c’est un
sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu.
Parmi les espaces vectoriels de référence, nous avons déja vu :

e l'espace vectoriel des n-uplets K™ pour un entier n € IN* quelconque;

e l'espace vectoriel des suites & valeurs réelles ou complexes K ;

e I'espace vectoriel des fonctions & valeurs réelles ou complexes K4 = F(A,K), ou A C R;

e l'espace vectoriel des polynomes K[X], ou celui des polynomes de degré inférieur ou égal a

n € IN noté K, [X];

e l'espace vectoriel des matrices a n € IN* lignes et p € IN* colonnes et a coefficients réels ou

complexes M,, ,(K) ;

e l'espace vectoriel des applications linéaires L(F, F') entre deux espaces vectoriels E et F.
Mais il existe aussi d’autres méthodes pour montrer que (F,+,.) est un espace vectoriel : on peut
aussi le voir comme intersection de deux sous-espaces vectoriels, comme espace vectoriel engendré
par une famille, comme noyau d’une application linéaire, comme image par une application linéaire

d’un sous-espace vectoriel de I'espace de départ, etc. ..

I.4. Complément : notion d’hyperplan

Définition 15.3 (Hyperplan)
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel.
On dit que H est un hyperplan de E s’il existe une forme linéaire non identiquement

nulle f définie sur E (c’est-a-dire une application linéaire de E dans K) telle que

H = Ker(f)

Par exemple, A = {(x;y;2) € R3, x + 2y — 3z = 0} est un hyperplan de R? et

B = {(un)nem c O uy = ul} est un hyperplan de I'espace vectoriel des suites complexes.

I.5. Equations linéaires

Théoréme 15.4

Soient E et F' deux espaces vectoriels et ¢ € L (E, F).
Soit y un vecteur de F.
L’ensemble S des vecteurs z solution de I'équation ¢(x) =y est :
e ou bien vide : S =0;
e ou bien la somme d’une solution particuliere et de I’ensemble des solutions de I’équation

sans second membre : S = zg + Ker(¢).

/Démonstration

Si S n’est pas vide, alors il existe au moins une solution x.
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Dans ce cas, soit z une solution de ¢(x) =y. On a :
o(r) = P(xg) & d(x) — d(rg) = O & d(x — x9) = Op & x — 29 € Ker(¢) ce qu’il fallait

démontrer.

Remarque

Le théoreme précédent est le cas général d'une situation que nous avons déja rencontrée a
plusieurs reprises :

e Soit ¢’ +a(x)y = b(x) une équation différentielle linéaire d’ordre 1, ot a et b sont deux
fonctions continues d'un intervalle I dans R : alors ’ensemble des solutions de cette
équation différentielle est la somme d’une solution particuliere de I’équation différen-
tielle et de la solution générale de I’équation homogene associée.

En effet, d’'une part ¢ : y € C*(I,R) — ' + a(z)y € C°(I,R) est une application
linéaire, d’autre part, la méthode de variation de la constante nous garantit qu’il existe
toujours une solution particuliere a I’équation différentielle.

e Le résultat similaire concernant les équations différentielles y”+ay’+by = f(z) linéaires
a coefficients constants se déduit de méme du théoreme précédent.

e [’ensemble des suites vérifiant, pour tout entier n € N, w,,.1 = au, + b est somme
de la suite constante vérifiant la méme formule de récurrence (solution particu-
liere constante!) et d'une suite géométrique de raison a (solution générale de
l’équation sans second membre!) : ici 'application linéaire est ¢ : u € KN
(Unt+1 — auy), o € KN et Péquation linéaire est ¢(u) = b ot b doit étre interprétée
comme la suite constante égale a b...
¢(u) =0« Vn € N, u,1 = au, ce qui donne bien les suites géométriques de raison a.

e Enfin, 'ensemble des solutions d’un systeme linéaire est soit vide, soit somme d’une

solution particuliere de ce systeme et de la solution générale du systeme sans second

membre !
Uy = 1
Ex. 15.1 Soit u la suite définie par u, = 1
Vne N u,o = 3upig —2u, + 1

1) Montrer que ¢ : u € RN — (upi2 — tny1 + 2uy), o0 € RY est un endomorphisme de RN,
2) Trouver une suite particuliere simple vérifiant Vn € N, w40 = 3uyy1 — 2u, + 1.

3) Déduire des deux question précédentes une formule explicite donnant u, en fonction de n.

( Cor. 15.1 W
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- J

R* — R?
_ x+y_2x+2y)
(zyy) — ( T3

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R?.

Ex. 15.2 Soit ¢ : {

2) Nature géométrique de ¢ 7
3) Résoudre les équations ¢(x;y) = (—2; —4) et ¢(z;y) = (0;1).

(" Cor. 15.2

- /

I1. Familles finies de vecteurs

I1.1. Famille libre, famille liée

- » o 0

Définition 15.5
On dit qu’une famille de vecteurs est lzée si I'un des vecteurs de la famille est une combi-
naison linéaire des autres vecteurs.

Dans le cas contraire on dit que la famille est libre.
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Remarque

La notion de famzille liée, nous le verrons, généralise les notions de famille de 2 vecteurs

colinéaires, ou de famille de 3 vecteurs coplanaires.

Dans le cas général, on parlera donc de famille liée.

Proposition 15.6
Une famille de vecteurs est libre si et seulement si il existe une unique combinaison linéaire
nulle des vecteurs de cette famille.
( Démonstration N
\_ /
\

%4 Méthode
En pratique, pour démontrer qu'une famille A = (uq;usg; ...; uy,) est libre on écrira donc

« Supposons que Z/\ u; = 0 et montrons que Vi € ﬂl n], A\ =0.»

et pour démontrer qu une famille A = (uq; ug; ...; uy) est liée on écrira

« Montrons qu’il existe des solutions (\i;...;\,) non toutes nulles a l’équation

i/\zuz =0»

Dans les deux cas, on résout un systeme : s’il existe une unique solution Ay = Xy = ... = A\, =0,

la famille est libre, sinon la famille est liée.

\_ J
Ex. 15.3 e La famille ((2;—1);(1;2)) de R? est-elle libre ?

Propriété 15.7

e Toute famille finie contenant le vecteur nul est liée.
e Toute famille composée d’un unique vecteur non nul est libre.

e Toute famille libre A a laquelle on adjoint un vecteur v ¢ Vect A est libre.
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\

/Démonstration

- J

Définition 15.8

On dit que deux vecteurs u et v sont colinéaires ou que trois vecteurs u, v et w sont coplanaires

si et seulement si ils forment une famille liée.

Ex. 15.4 Montrer que (cos;sin) est une famille libre de (RR, +, )

Etant donnés c1, co € R distincts, montrer que (z — e“%; x — %) est une famille libre.
Méme question pour (z — €%z — re™?).

/Cor. 154

- /

I1.2. Famille génératrice

Définition 15.9

| On dit qu'une famille A de vecteurs de E est génératrice si Vect A = E.

o N
34¢ Méthode

Pour démontrer qu'une famille A = (uy;us; ...; u,) est génératrice on écrira donc

« Soit v un vecteur de E, montrons qu’il existe (Ai)ie[[l;n]] tels que Z)‘iui =v.»
i=1
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Let il s’agira encore de résoudre un systeme d’équations linéaires. J

Ex. 155 e La famille ((2;—1);(1;2)) de R? est-elle génératrice ?

Propriété 15.10

o Si (ug;ug;...;u,) est génératrice alors Vo € E, (uq; ug; ...; u,; v) est génératrice.
o Si A= (uj;us;...;u,) est génératrice et liée alors on peut trouver une sous-famille

génératrice de n — 1 vecteurs de A.

4 Démonstration A
k ............................................................................................. /
I1.3. Base
- » o 0
Définition 15.11

| On dit qu'une famille A de vecteurs est une base de FE si elle est libre et génératrice.
Ex. 15.6 e La famille ((2;—1);(1;2)) est-elle une base de R??
e La famille (X? 4+ 3X + 1; X? —3X + 1; X? + X + 1) est-elle une base de Ry[X]?

Théoréme 15.12 (Unicité de la décomposition dans une base)

Si A = (ug;usg;...; uy,) est une base de E alors Vv € E, 3! (A\q;...;\,) € K", v = Z:)\zuz

i=1

/Démonstration h
k ............................................................................................. /

258




CHAPITRE 15. DIMENSION DES ESPACES VECTORIELS PCSI, 2024/2025

Définition 15.13

Si A = (ug;us;...;uy,) est une base de E, pour tout vecteur v € F, les scalaires (Aq;...; \,,) tels
n

que v = Z A;u; sont appelés coordonnées de v dans A.
i=1

f Important !

Les coordonnées d’'un vecteur sont valables dans une base! Si on change un seul vecteur

de la base, il est possible que toutes les coordonnées changent!

Ex. 15.7  Quelles sont les coordonnées du vecteur v = (3;2) dans la base ((1;0); (1;2)) de R??

Ex. 15.8 Donner une base B3 de ’ensemble des solutions a valeurs réelles de (E) : " + 2y’ +2y = 0.
Montrer que f:x € R+~ e " cos (:c + %) est une solution de (F).
Quelles sont les coordonnées de f dans B7?

(" Cor. 15.8 A

- J

I1.4. Famille de polynomes échelonnée en degrés

Définition 15.14

On dit qu'une famille (7)., de polynomes de K[X] est échelonnée en degrés si

Vi € [1;p— 1], deg P; < deg Py

Propriété 15.15

Toute famille de polynomes échelonnée en degrés ne contenant pas le polynome nul est libre.

~

( Démonstration
On le démontre par récurrence.
Initialisation : si P est un polynoéme non nul, alors il forme une famille libre.
Hérédité : supposons la propriété vraie au rang p et démontrons qu’elle est héréditaire.

II suffit de démontrer que P,;; n’est pas combinaison linéaire des polynomes de la famille
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(‘Pi)ie[[l;p]]' Supposons qu’il existe Ay, ..., A, tels que Pp4q = Z NP

Alors deg P41 < lnf[l[?xﬂ (deg P;) ce qui est absurde par hypothese
i€[1;p

Donc la famille (F;);cf,,,qp est libre.

I1.5. Bases et sommes directes

Définition 15.16 (Base adaptée a une somme directe)

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un IK-espace vectoriel (E, +, .)
et B = (e1;e;...;€,) une base de E.

F et G étant supplémentaires dans E, on a donc £ = F & G.

On dit de B qu’elle est adaptée a cette somme directe si il existe k € [1;n] tel que

By = (ey;...; ex) soit une base de F,

By = (€g+1; -..; €,) soit une base de G.

Remarque

Il existe des bases de F'éd G qui ne sont pas adaptées a cette somme directe. Par exemple, dans
(R2,+,.), F = Vect((1; —1)) et G = Vect((1;1)) sont supplémentaires mais la base canonique
de R? n’est pas adaptée & F & G = R%

Ex. 15.9 Montrer que les sous-espaces vectoriels F' et G de la remarque précédente sont effective-
ment supplémentaires dans R?.

(" Cor. 15.9 R

o /

Proposition 15.17 (Propriété de génération de la somme)

Soient k,n deux entiers naturels tels que 1 < k < n.
Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel, F = (ey;...; €x; €xyi1;-.; €,) une famille de vecteurs de
E. Alors :

o Vect (€1;...; €x; €xi1; -.o; €n) = Vect (e1; ... ex) + Vect (€xi1;...5 €n)

e Si F est libre, alors Vect( ) Vect (e1; ...; ex) @ Vect (eg11; .5 €n)-

(" Démonstration
Il s’agit de démontrer que FFNG = {0g}.
Soit u € FFNG.

u € F donc il existe <)‘i)z’e[[1;k:}] € K tel que u = Z Aie;. De méme
=1
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u € (G donc il existe <>‘i)ie[[k+1;n]] € K* tel que v = Z \i€;.
i=k+1

k n k n
Or F est une famille libre et u = Z)\iei = Z e = Z)\iei + Z (—X;)e; = 0 donc
i=1 =k 1 i=1 i=k+1

Donc u = 0g.

-

s
g\i‘ Méthode : Somme de sous-espaces vectoriels engendrés
La premiere égalité du théoreme précédent s’utilise dans les deux sens :
e De droite a gauche : on utilisera cette propriété pour « simplifier » certaines sommes de
sous-espaces vectoriels.
Notamment, lorsqu’on a affaire a la somme de deux sous-espaces vectoriels, il peut étre
trés utile d’exprimer ces sous-espaces vectoriels comme des sous-espaces
engendrés par une famille.
e De gauche a droite : on utilisera cette propriété pour montrer qu'une base est adaptée
a une somme directe ou pour décomposer un vecteur sur deux sous-espaces vectoriels.
Notamment, en poursuivant la décomposition jusqu’au bout,
Vect (ey; ...; e,) = Vect(eg) + ... + Vect(e,,).

\_

Ex. 15.10 Soient £/ = R? muni de sa structure canonique d’espace vectoriel,
F={(x;y;2) € R® x4+ y+2=0} et G= Vect((0;0;1)).

1) Montrer que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, puis montrer qu’ils sont sup-
plémentaires.

2) Donner une base de R? adaptée a la somme directe F & G.

(" Cor. 15.10 A

- %

II1. Espaces vectoriels de dimension finie

I11.1. Dimension finie
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Définition 15.18

On dit qu'un espace vectoriel est de dimension infinie s’il n’admet aucune famille généra-
trice finie.
Au contraire, s’il admet une famille génératrice finie, alors I'espace vectoriel est dit de dz-

mension finie.

Ex. 15.11 Montrer que I'espace vectoriel des polynomes R[X] est de dimension infinie.

(" Cor. 15.11 h

\ J

Dans tout ce qui suit (E, +,.) est un K-espace vectoriel de dimension finie.

II1.2. Obtention d’une base a partir d’une famille génératrice

Théoréme 15.19 (Théoréme de la base extraite)

De toute famille génératrice finie F d’un espace vectoriel non nul E, on peut extraire une base
de F.

\

/Démonstration

On le démontre par récurrence sur le nombre n € IN* de vecteur(s) de la famille F.
Initialisation : si n = 1, E étant non nul (c’est-a-dire non réduit a 0g), et la famille étant
génératrice et ne comportant qu’un unique vecteur u;, ce vecteur est non nul. Donc la famille
est libre et constitue une base de E.
Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n € IN* et soit F une famille de n+1 vecteurs.
e soit F est une famille libre, donc une base;
e soit F est une famille liée et génératrice dont on peut extraire (d’apres 15.10) une famille
F' = (u};...;u;) génératrice de E.
La propriété de récurrence appliquée a F’ garantit alors I'existence d’une base extraite
de F' donc de F.
Conclusion : la propriété est vérifiée pour une famille de n = 1 vecteur et héréditaire a partir

de ce rang, elle est donc vraie pour tout entier n € IN*.

- /

Corollaire 15.20

Tout K-espace vectoriel non nul de dimension finie admet une base.

II1.3. Obtention d’une base a partir d’une famille libre
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Théoréme 15.21 (Théoréme de la base incompléte)

Toute famille libre d’un espace vectoriel E de dimension finie peut étre complétée en une base.

-

(" Démonstration
E est de dimension finie, donc il existe une famille génératrice G de E. Soient F une famille
libre de E, F = Vect(F), G ={u e G,u ¢ F} et G = Vect(G').

e '+ G = FE : en effet G est génératrice de E donc tout vecteur de F est combinaison

linéaire des vecteurs de G.

Or tout vecteur de G qui appartient a F' peut étre écrit comme combinaison linéaire
des vecteurs de F.

Donc tout vecteur E peut étre écrit comme combinaison linéaire des vecteurs de F et
des vecteurs de G', c’est-a-dire comme la somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de
G.

Démontrons maintenant par récurrence forte sur n = Card G’ que 'on peut compléter
F par des vecteurs de G’ de sorte a obtenir une base de E.

Initialisation : sin = 0, F = E, donc F est une famille libre et génératrice de F,
donc une base de E.

Hérédité : supposons la propriété vraie pour tout entier inférieur a n € IN et dé-
montrons qu’elle est vraie au rang n + 1. Il existe au moins un vecteur v dans G’
(car n + 1 > 1...), donc au moins un vecteur de FE qui n’est pas dans F. Complé-
tons F par ce vecteur de sorte a obtenir une famille F' libre (puisque v ¢ F'). Soit
G" ={ue g u¢ Vect(F')}.

Card G” < Card G’ — 1 = n donc la propriété de récurrence s’applique et on peut com-
pléter F' par des vecteurs de G” de sorte a obtenir une base de E. Cette base satisfait
bien la propriété requise puisqu’elle est issue de F et complétée par des vecteurs de G'.
Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et héréditaire a partir de ce rang, elle

est donc vraie quel que soit le cardinal de la famille génératrice de E donnée.

~

v

Remarque

de I’énoncé puisque nous avons démontré :

La démonstration que nous venons de faire garantit un résultat légerement plus fort que celui

1) que toute famille libre d’un espace vectoriel E de dimension finie peut étre complétée

en une base;

2) que les vecteurs utilisés pour compléter la famille libre peuvent étre choisis dans une

famille génératrice arbitraire de F.

-

+ Méthode : Obtention d’une base a partir d’une famille libre/génératrice

Pour compléter une famille libre F en une base d'un espace vectoriel £ de dimension finie :

e on se donne une famille génératrice finie G de E (qui en possede une puisqu’il est de

dimension finie) ;
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e pour chaque vecteur v de G, on complete la famille F par v et on vérifie si la nouvelle
famille ainsi formée est libre ou liée. Si elle est libre, on recommence avec la nouvelle
famille obtenue. Si elle est liée, on rejette le vecteur v.

Pour extraire une base d'une famille génératrice G :
e on part de la famille vide F;
e pour chaque vecteur v de G, on complete F avec ce vecteur et on vérifie si la nouvelle

famille est libre ou liée. Si elle est libre, on recommence avec la nouvelle famille obtenue.

Si elle est liée, on rejette le vecteur v.

\_ %
Ex. 15.12 Extraire de la famille G = ((1;2;3); (—1;0;1); (1;1;1); (2; 1;0); (1;0; 0)) une base de R3.
(" Cor. 15.12 h
\_ %

I11.4. Lemmes

Lemme 15.22

Soient v un vecteur, n € IN et (us;...; u,11) une famille de n + 1 vecteurs. On a I’équivalence

v € Vect(ug;...;Upy1) < IXN € K, v — Auyyq € Vect(ug;...; up)

/Démonstration N
v € Vect(ur;...; up11) si et seulement si il existe (A;)iepins] € K" telle que v = Z?:ll P
Donc v — Ap1uni1 € Vect(ug;...; uy).

La réciproque est identique.
\_ proq q )
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Lemme 15.23 (Lemme fondamental)

Soit n € IN*. Toute famille de n + 1 vecteurs de E s’écrivant comme combinaisons linéaires de

n vecteurs de E est liée.

/Démonstration

On le démontre par récurrence sur n € IN* :

1) Imitialisation : pour n = 1, si y; = \x; et yo = Agay alors
ou bien A\ = Ay =0 et y; = y» = O forment une famille liée,
ou bien I'un des deux scalaires est non nul et A\sy; — A\jy; = O est une combinaison

linéaire nulle de (y1;y2) & coefficients non tous nuls. Donc la famille est & nouveau liée.

2) Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n € IN*. Soit (yi;...; Yn12) une famille
de n+2 vecteurs s’écrivant comme combinaisons linéaires des n+1 vecteurs (z1; ...; Zpy1).

Notamment il existe (A;);cpy., o7 € K" tels que
Vie [1;n+2],y; — Nizni1 € Vect(xq;...;x,)

Ou bien les \; sont tous nuls, auquel cas I’hypothese de récurrence s’applique immédia-
tement et la famille (y;;...;yn12) est liée.

Ou bien I'un de ces scalaires est non nul, par exemple A, ;5. Alors

e d’'une part, x,,1 — Yna2 € Vect(xy;...;2,);

)\n+2
e d’autre part, Vi € [1;n+ 1], ys — Nz + N (:rn+1 —

yn+2) € Vect(zq;...;x,)
)\n+2

car il s’agit de la somme de vecteurs de Vect(z1;...;x,).

A R :
Donc Vi € [1;n+ 1] ,y; — T Yn € Vect(zy;...; x,) apres simplification.
n+2

L’hypothese de récurrence s’applique alors : la famille (yz — —iyn—l-Q) est
An+2 ie[lin+1]

liée, donc la famille (y1;...; yn12) aussi.

3) Conclusion : La propriété est initialisée au rang n = 1 et héréditaire a partir de ce

rang, donc vraie pour tout n € IN*.

- J

ITL.5. Dimension d’un espace vectoriel

Théoréme 15.24 (Théoréme de la dimension)

Soit (E,+,.) un espace vectoriel de dimension finie non réduit a {Og}.
1) 1l existe une base B = (€;) .,y de E.
2) Si B = (¢)

est une autre base de E, alors n = n’.

1€[1;n']

é Démonstration

1) Cest le corollaire 15.20.
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2) Supposons n > n'. Comme B’ est une base, tout vecteur de B est combinaison linéaire
des vecteurs de B’. Or d’apres le lemme fondamental 15.23, comme n >n'+1 > n/, la
famille B est liée ce qui est absurde.

De méme n’ > n conduirait a une contradiction.

L Donc n =n'. )

Corollaire 15.25

Toutes les bases d'un espace vectoriel non nul (de dimension finie) ont le méme nombre de

vecteurs.

Définition 15.26 (Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension de E
e lentier 0 si £ = {0g};

e le nombre de vecteurs d'une base quelconque de E sinon.

Notation
| On note dim £ la dimension d’un espace vectoriel.

Ex. 15.13 Quelle est la dimension des espaces vectoriels suivants :

1) le R-espace vectoriel (C,+,.)7

)
2) le C-espace vectoriel (C,+,.)7
3) le K-espace vectoriel (K, +,.) 7
4) le K-espace vectoriel (K", +,.)?
[ Cor. 15.13 )
\_ J

Définition 15.27
On appelle espace vectoriel trivial tout espace vectoriel de dimension 0.
On appelle droite vectorielle tout espace vectoriel de dimension 1.

On appelle plan vectoriel tout espace vectoriel de dimension 2.

II1.6. Propriétés
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Propriété 15.28

Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel de dimension n € IN*. Alors
e toute famille génératrice possede au moins n vecteurs;

e toute famille libre possede au plus n vecteurs.

(" Démonstration
Par I'absurde :
e supposons qu’il existe une famille G génératrice contenant p vecteurs avec p > n alors
toute base de n vecteurs de F s’exprime comme combinaison linéaire des p vecteurs de
G ce qui est absurde d’apres le lemme fondamentale 15.23;
e supposons qu’il existe une famille £ libre contenant p vecteurs avec p < n alors tout

vecteur de £ s’éerit comme combinaison linéaire des n vecteurs d’une base de n vecteurs

de E ce qui est absurde d’apres le lemme fondamentale 15.23.

- /

Propriété 15.29

Soit E un espace vectoriel de dimension n et F une famille de n vecteur(s) de E. Alors les

assertions suivantes sont équivalentes :
1) F est une base de F;
2) F est une famille libre;

3) F est une famille génératrice.

4 Démonstration
e OD=0®

C’est évident puisque F est une base.

e =0
Supposons F libre et non génératrice. Alors il existe un vecteur v ¢ Vect (F), donc
la famille formée de F a laquelle on adjoint v est encore une famille libre ce qui est
absurde d’apres la propriété précédente.
Donc F est génératrice.

e =0
Supposons F génératrice et liée. Alors on peut extraire une famille génératrice de F

ayant au moins un vecteur de moins ce qui est absurde d’apres la propriété précédente.

Donc F est génératrice et libre, donc c’est une base.

-

Ex. 15.14 Soit E = Ro[X] et F = (X — 1)(X —2); (X — 1)(X + 1); (X +1)(X — 2)).
1) Montrer que F est une base de E.

2) Soit P = a+ bX + ¢X? un polynéome (quelconque) de FE.
Donner ses coordonnées dans la base canonique.
Donner ses coordonnées dans la base F.

%
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(" Cor. 15.14 A

-

Ex. 15.15 On considere I'équation différentielle (F) : 23y’ — 2y = 0.
1) Donner I'ensemble des solutions de (E) a valeurs réelles définies sur RY .

2) Donner une base de I'ensemble des solutions définies (et dérivables) sur R.

(" Cor. 15.15 h

-

II1.7. Bases canoniques

Définition 15.30 (Base canonique de K")

Pour n € IN*, on appelle base canonique de K" la base formée des n-uplets de la forme

e,=1 0;..;0;1; 0;...;0
—— ——
(i—1) zéros (n—1) zéros

La base canonique de K™ comporte donc n vecteur(s).

Remarque

La base canonique définie ci-dessus est une base!

e (C’est une famille génératrice :

n
tout vecteur v = (ay; as;...; a,) € K" peut s’écrire v = E apC.
. . k:1
e (C’est une famille libre :
n

d’apres ce qui précede, v = Z arer, = 0= Vk € [1;n],a, = 0.
k=1
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. En conséquence, K" est de dimension n.

Définition 15.31 (Base canonique de IK,,[X])
On appelle base canonique de K, [X] la famille (1, X, X?, ..., X™).

Il s’agit bien d’une base car :
e clle est génératrice, tout polynome de IK,[X] s’écrivant par définition sous la forme
n

Zaka;

k=0
n

e clle est libre puisque Zaka =0<Vk e [0;n],a, =0.

k=0
En conséquence, KK, [X] est de dimension n + 1.

Définition 15.32 (Rappel : base canonique de M,, ,(K))

On appelle base canonique de M,, ,(K) la famille (£;;)
et tout j € [1;p], E;; est défini par

(i,5)€[Ln] % [L;] ou pour tout i € [1;n]

J
(0 0 0
: | | :
I I
. | .

B, = ENRN R N (K)
iJ ; i/O i 1 : O\I n,p
-~ —— = —_ L/

R :
| |
: o :
. o .
\0 10 0)

Il s’agit bien d’'une base de M,, ,(K) car :

e clle est génératrice, toute matrice de M,, ,(IK) s’écrivant par définition sous la forme

M = i mi i B ;

1<isn
1<j<p

e clle est libre puisque Z m; jEi; = 0,, < Vi e [0;n],V] € [0;p],m;; =0.
1<in
1<y<p
En conséquence, M,, ,(K) est de dimension np.

II1.8. Rang d’une famille finie

Définition 15.33

Soit (F,4,.) un espace vectoriel de dimension quelconque (finie ou infinie) et F une
famille finze de vecteurs de E.

On appelle rang de la famille F la dimension de ’espace vectoriel Vect F.
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Notation
| On note rg F le rang de la famille F.

Théoreme 15.34
Une famille finie de vecteurs est libre si et seulement si son rang est égal au nombre de vecteurs

qui la composent.

/Démonstration A
N %
L I

2. Méthode
Pour déterminer le rang d’une famille finie de vecteurs on peut utiliser ’algorithme suivant :
e Initialisation : on élimine de la famille F tous les vecteurs nuls et on constitue une
sous-famille ' formée du premier vecteur restant ;
e Hérédité : pour chaque vecteur v de F qui n’est pas dans F’, on vérifie si v n’appartient

pas a Vect F'. Si c’est le cas, on adjoint v a F".

e Terminaison : on s arréte quand tous les vecteurs de F ont été traités.

\_ %
Ex. 15.16 Dans R*, soient

a=(1,2,3,4),b=(1,1,1,3),é=(2,1,0,5),d = (1,3,1,—1),& = (2,3,0,1)
et U = Vect (6, 5, Z) et V' = Vect (cf, 5)
Quelles sont les dimensions de U, V, UNV et U +V ?
(" Cor. 15.16 )
o %
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IV. Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie

IV.1. Dimension d’un sous-espace vectoriel

Proposition 15.35

Tout sous-espace vectoriel F' d'un espace vectoriel E de dimension finie est de dimension finie
et dim F' < dim F.
De plus, dm FF =dimE < F = E.

( Démonstration

Si F'={0g}, F est de dimension finie.

Sinon, soit F la famille libre formée d’un vecteur non nul de F'. Si elle n’est pas génératrice de
F| la famille 7 obtenue en adjoignant a F un vecteur de F'\ Vect (F) est elle aussi libre.

Or si F était de dimension infinie, en répétant cette étape, on obtiendrait une famille de n + 1
vecteurs de F' C F libre ce qui est absurde d’apres 15.28.

Donc cet algorithme permettra, comme celui de la base incomplete, d’obtenir en moins de n
étapes une famille libre et génératrice de F' : F' est de dimension finie et dim F' < dim F.

De plus, si dim F' = dim F, alors toute base de F' est une famille libre de n vecteurs de £ donc

une base de E. La famille est donc génératrice de F' et de E, donc E = F'. La réciproque est

Kévidente. /

Ex. 15.17 Dans le R-espace vectoriel R? on pose F = (u, v, w) avec
u=(1,-1,1),v=(0,-1,2),w = (1,—2,3)

1) La famille F est-elle liée 7 Déterminer une base de Vect(F).
2) Soit G = {(z,y,2) € R*, x+2y+2z = 0}. Donner une base de G. Montrer que G = Vect(F).

IV.2. Supplémentaire d’un espace vectoriel

Proposition 15.36
Soit F un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E.

1) Il existe un supplémentaire G de F' dans F, autrement dit, il existe un sous-espace
vectoriel G de E tel que F & G = E.

2) Si F est non trivial (c’est-a-dire F' # E et F' # {0g}), alors la réunion de toute base de
F' avec toute base d'un supplémentaire G de F' dans F est une base de E adaptée a la
somme directe F' & G.

3) dim £ = dim F + dim G.

\

/Démonstration

1) Soit B une base de E et F une base de F. D’apres le théoreme de la base incomplete,

on peut compléter F par une famille G extraite de B pour obtenir une nouvelle base B’

de F.
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Soit G = Vect(G). Alors E = F & G. En effet :

e si u € FFN G, alors u est combinaison linéaire de vecteurs de F et combinaison
linéaire de vecteur G. La différence de ces deux combinaisons linéaires est donc une
combinaison linéaire nulle de vecteurs de la base B’ de E. Tous ses coefficients sont
donc nuls, et © = 0g.

e F'+ G = Vect(F) + Vect(G) = Vect(B') d’apres la propriété 15.17 de génération de
la somme.

Donc F+G = FE.

2) La démonstration est similaire a la démonstration précédente.

3) C’est une conséquence directe du point précédent : dim E est le nombre de vecteurs

de B’ qui est lui-méme égal a la somme du nombre de vecteurs de F et du nombre de

9 vecteurs de G. Donc dim F = dim F' + dim G. D

Proposition 15.37

F et GG sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace vectoriel £ de dimension
FNnG = {0g}

finie si et seulement si ) ) .
dmF +dimG = dimFE

\

( Démonstration

L’implication découle de la proposition précédente.

Démontrons la réciproque : F NG = {0g} donc F et G sont en somme directe. Soient F et G
deux bases de F' et G respectivement (de dimensions finies puisque E est de dimension finie).
Soit B la famille formée des p vecteurs de F puis de ceux de G. B comporte par hypothese

n = dim F vecteurs.

n

n P

Montrons que c’est une famille libre : Z/\ibi =0 = Z)\ibi = Z (—Ai)b;. Ce dernier
i=1 i=1 i=p+1

vecteur appartient a I’ et GG donc est nul. F et G étant libres, les coefficients \; sont tous nuls

ce qui garantit la liberté de B. Donc B est une base de E d’apres 15.29.
Donc F' + G = Vect(F) + Vect(G) = Vect(B) = E ce qui acheve la démonstration.

\_ %
IV.3. Formule de Grassmann

Proposition 15.38

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel £ de dimension finie.

Alors dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).
(" Démonstration h

F NG est un sous-espace vectoriel de F' donc il existe un supplémentaire F’ de F'N G dans F.
Montrons que F'+ G = F' & G.
e Soit u e F'NG. u e F', donc en particulier u € F. Oru € G, doncu € FNG.
Ainsi u € F'N(FNG). Or F' et FNG sont supplémentaires dans F'. Donc u = 0p = Op.

272



CHAPITRE 15. DIMENSION DES ESPACES VECTORIELS PCSI, 2024/2025

e Soit u € F'+G. Il existe donc v € Fetw € Gtelsqueu=v+w. Or F = F' & (FNG)

donc il existe v' € F' et w' € F NG tels que v = v + w'.
Donc u = (v +w') + w = v' 4+ (w' 4+ w) est somme d'un vecteur de F’ et d’un vecteur
de G.
Donc F'+G C F'+G et I'inclusion réciproque est évidente puisque F’ est un sous-espace
vectoriel de F'.

On a donc dim(F + G) = dim F’ + dim G d’une part, et par définition de F”,

dim F' = dim(F N G) 4+ dim F’. Donc dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F' N G).

- /

V. Applications linéaires en dimension finie

Dans tout ce paragraphe, F et I’ sont des IK-espaces vectoriels de dimensions finies n € IN* et
p e IN.

V.1. Définition a I’aide d’une base de I’espace de départ

Théoréme 15.39

Etant donnée B = (u1;ug;...; uy,) une base E et F = (v1;v9;...;v,) une famille quelconque
de vecteurs de F, il existe une unique application linéaire ¢ telle que
Vk € [1;n], ¢ (ux) = vg.

/Démonstration N

Analyse : soit ¢ une application linéaire répondant aux hypotheses de I’énoncé. B étant une

base de E, quel que soit le vecteur u € F, il existe un unique n-uplet (x1; ...; z,,) de coordonnées
de u dans B. D’ou_:
n

o(u) = o (Z xlul) = Zn: x;0(u;) car ¢ est linéaire.
i1 i1

D’ou ¢(u) = Z x;v; et ¢ est donc unique si elle existe.

i=1
Synthése : on définit ¢ comme 'application qui a tout vecteur de u € E de coordonnées

(x1;...;x,) dans B associe ¢(u) = Z x;v;. On vérifie qu’elle est bien linéaire.

\_ = Y,

Remarque

Le théoreme précédent signifie qu’en dimension finie, il suffit de donner les images
des vecteurs d’une base de l’espace de départ pour définir entiérement une ap-
plication linéaire.

Ex. 15.18 (Cor.)

Quelle est 'image par ¢ du vecteur (Z;4) 7. ..o )
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Corollaire 15.40

Si £ = Fy @ Es, une application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions a E
et a EQ.

V.2. Image d’une famille par une application linéaire

Définition 15.41 (Image d’une famille par une application linéaire)

Etant données une famille & = (€1, €3, ...,e,) de vecteurs de E et une application linéaire
f + E — F, on appelle tmage de la famille £ par f la famille des images par f des
vecteurs de &.

Autrement dit, 'image de la famille £ est la famille de vecteurs de F' définie par

(f(er), fle2), -, flen)) = (Fl€0)iciim

Notation
| On note f(€) I'image de la famille £ par f.

Proposition 15.42 (Image d’une famille génératrice par une application linéaire)

Etant donnée une application linéaire f : E — F, si £ = (e, €q,...,€,) est une famille

génératrice de E, alors f (£) est une famille génératrice de Im f.

/Démonstration h

Il s’agit de montrer que tout vecteur de Im f peut s’écrire comme combinaison linéaire de
vecteurs de f (£).
Soit y € Im f. Par définition, il existe x € E tel que y = f(x).

Or & est une famille génératrice de E, donc I\, Ao, ..., A\, € K,z = Z Ai€;.
i=1
On en déduit que

y=1r (Z Aiei) = Z Aif (e;) par linéarité de f.
=1 =1

Donc y est combinaison linéaire des vecteurs de f (£).

-

Corollaire 15.43

Etant donnée B = (ug;ug;...;uy,) une base E et ¢ € L (E, F), Im ¢ est le sous-espace vectoriel
de F engendré par (¢ (1) ;6 (12) ;i & (un)) -

Im ¢ = Vect (¢ (u1) ;¢ (u2) ;.5 ¢ (un))

Corollaire 15.44
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Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et ¢ € L (E, F).

dim Im ¢ < min(dim £, dim F)

(" Démonstration
Il s’agit de montrer que dim Im ¢ < dim £ et que dimIm ¢ < dim F'.
Soit B = (uy; ug; ...; u,) une base .
e d’apres le corollaire précédent, Im ¢ = Vect (¢ (u1) ; ¢ (u2) ;...; ¢ (u,)). Or, on peut ex-
traire de toute famille génératrice d'un espace vectoriel une base de cet espace vectoriel.
Donc dimIm ¢ < n =dim F.

e Im ¢ est un sous-espace vectoriel de F', donc dim Im ¢ < dim F'.

-

Proposition 15.45 (Image d’une famille libre par une injection linéaire)

Etant donnée une application linéaire injective f : E — F, si €& = (e1,€3,...,e,) est une
famille libre de E, alors f (£) est une famille libre de F.

\

/Démonstration

Soit A1, Ag, ..., A, € K tel que Z)\if(ei) =0p.
=1

Par linéarité, f Z Aie; | = 0p donc Z Aie; € Ker f. Or f est injective, donc Z Aiei = 0p,

=1 =1
et la famille £ ebt hbre donc tous les /\ sont nuls.

Donc f () est une famille libre.

o %
Proposition 15.46 (Image d’une base par un isomorphisme)
Soit € = (ey, €3, ..., e,) une base de E et f: E — F une application linéaire.
f est un bijective si et seulement si f (€) est une base de F.

(" Démonstration R

= : supposons que f est un isomorphisme.
D’apres les propositions précédentes,
e & est une famille génératrice de E, donc f (&) est génératrice de Im f = F (f est
surjective) ;
e & est une famille libre, f est injective, donc f (&) est libre.
<« : réciproquement, si f (€) est une base de F', alors
e f est surjective. En effet, quel que soit y € F', il existe A\j, Ao, ..., A\, € K,y = Z Nif(ei)
(f (€) génératrice de F),

donc y = (Z Y eZ) appartient a Im f.

e [ est injective. En effet, soit x € F tel que f(x) = 0p. En décomposant x dans & et en
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utilisant la linéarité de f on a Z Aif(e;) = 0p. On en déduit que les \; sont nuls (f (&)
g est libre) donc que z est le veczt_elur nul. )
Corollaire 15.47
Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
e il existe un isomorphisme ¢ € L(E, F);
e dim ¥ = dim F'.
E et F' sont alors dits isomorphes.
(" Démonstration )
Supposons qu’il existe un isomorphisme ¢ de F vers F', soit £ une base de F.
D’apres le théoreme précédent, ¢ (€) est une base de F'. Donc dim £ = dim F.
Réciproquement, si dim E = dim F', alors étant données deux bases (e;) et (f;) de E et F,
lapplication définie par Vi, ¢(e;) = f; est un isomorphisme puisque l'image d'une base de F
\_est une base de F'. )

V.3. Rang d’une application linéaire

Définition 15.48

On appelle rang d’une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimension

finie la dimension de son image.

Notation
| On note : rg ¢ = dim Im ¢.

Remarque

| Le rang d'une application linéaire ¢ est d’apres le corollaire 15.43 le rang de la famille des

images par ¢ des vecteurs d’une base de son espace de départ.

Propriété 15.49

Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F), v € L(F,G).
Alors rg(v o u) < min(rgu, rgv).

( Démonstration )
Il s’agit de montrer que rg(vou) < rgu et que rg(vou) < rgo.
Nous avons vu (théoreme 12.20) dans le premier chapitre sur les espaces vectoriels que quelle
que soit I'application linéaire f € L (A, B), quel que soit le sous-espace vectoriel A" de A, f(A’)
est un sous-espace vectoriel de B.
Soit U =Imu =u(E), V =Imv =0v(F). rgvou = dimvou(E) = dimov(U).
e D’apres le corollaire 15.44, on a donc rgvou < dimU = rgu.
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e De plus, U est un sous-espace vectoriel de F', donc v(U) est un sous-espace vectoriel de
v(F)=V.Doncrgvou < dimV =rgu.

\_ %
Propriété 15.50
Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F'), v € L(F,G).
Si u est bijective, alors rg(v o u) = rgwv.
Si v est bijective, alors rg(vou) = rgu.
4 Démonstration h

e Supposons u bijective : alors
vou(FE)=uv(F)doncrgvou=dimvou(E)=dmuv(F)=rgov.

e Supposons v bijective. Alors sa restriction & Imu (que 1'on continuera a noter v) est
aussi bijective de Imu sur v(Imu) = Imv o u. Donc

g rgvou = dimvou(E) = dimv(u(E)) = dimu(E) = rgu d’aprés le corollaire 15.47.

Théoréme 15.51 (Formule du rang)

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie, F' un IK-espace vectoriel quelconque et
p€L(E,F).Ona

dim £ = dim Ker ¢ + dim Im ¢ = dim Ker ¢ 4 rg ¢

\

/Démonstration

Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, donc Ker ¢ est de dimension finie
p et possede une base (ey;...;e,). D’apres le théoreme 15.21 de la base incomplete on peut
compléter cette base en une base B = (ey;...;e,) de E.
Soit V' = Vect (ept1;...;€n).
e La restriction de ¢ a V est injective. En effet :
u € Kergpy & (¢p(u) =0petuc V)< ueVNKerg Doncu=0g.
o m¢ = 6(E) = ¢(Vect (ex5..54)) = Vect (¢(eps1); s dlen) = d(V) car gler) = ... =
¢(ep) = Op.
Donc (¢(€ept1); -..; #(en)) est 'image par I'isomorphisme ¢ : V' — Im ¢ d'une base de V' : c’est
une base de Im ¢.
Dot dimIm¢ =n — p = dim £ — dim Ker ¢.

-

Corollaire 15.52 (Dimension d’un hyperplan)

Soit (E, +,.) un espace vectoriel de dimension finie et H un hyperplan de E. Alors

dimH =dimF — 1

V.4. Caractérisation des isomorphismes
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Théoréme 15.53

Soient E et F' des espaces vectoriels de méme dimension finie et ¢ € L (E, F). On a alors :

@ injective & ¢ surjective < ¢ bijective

~

4 Démonstration

e Supposons ¢ injective. Alors d’apres le théoreme du rang, dim ' = rg ¢ = dim F'. Donc
d’apres 15.35, Im ¢ = F.

e Supposons ¢ surjective. Alors d’apres le théoreme du rang, dim Ker ¢ = dim F —rg ¢ =

0. Donc Ker ¢ = {0g}, donc ¢ est injective donc bijective.

e Si ¢ est bijective, elle est évidemment injective. D

-

Rn[X] = Rn[X]
Ex. 15.19 (Cor.) Soient n € N et ¢ : P = JXH Pyt -
X

—_

Montrer que ¢ est linéaire.
Montrer que deg ¢(P) = deg P.
Montrer que ¢ est un automorphisme de R, [X].

\)

w
— —— — ~—

W

On note B; I'image réciproque par ¢ de X°.
Calculer By, By, By, Bs.
5) Montrer que pour tout i € [0;n], B;(X +1) — B;(X) =i X" .

p
6) Déduire des questions précédentes une expression simplifiée pour p € IN de Z k2.
k=1
V.5. Exemple : suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Nous allons démontrer le théoreme 9.32 dans le cas complexe. La démonstration est similaire dans

le cas des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 a valeurs réelles.

Proposition 15.54

On obtient une formule explicite pour le terme général d’une suite récurrente linéaire d’ordre
2 vérifiant u, 49 = au,41 + bu, en résolvant ’équation caractéristique puis
e si A # 0 en écrivant u,, = A2l + pzy ou 21, 2 sont les deux solutions distinctes de
I’équation caractéristique et A\, u € K doivent étre calculées de sorte a ce que uy =
A+ pzd = N+ pet ug = A2y + peo;
e si A =0 en écrivant u,, = (An + p)zJ ou 2z est I'unique solution double de I’équation

caractéristique et A, p € K vérifient ug = (Ax0+pu)z) = pet uy = (A+p)z0 = (A+ug)20.

~

é Démonstration

On rappelle que a € C et b € C sont donnés.

1) L’ensemble F' des suites a valeurs complexes vérifiant Vn € IN, u, 10 = au, 1 + bu, est

un C-espace vectoriel de dimension 2. En effet :

a) £ = C" (I'ensemble des suites & valeurs complexes) est un C-espace vectoriel.
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b) F' est un sous-espace vectoriel de E puisque :

e [ C FE : évident.

e La suite nulle est dans F': 0 =a x 0+ b x 0.

e Soient u,v deux suites de F, alors, V(\, ) € C?,¥n € IN :
(AU + pv)pro = ANipgo + fnio = A (atpi1 + buy) + 1 (avp 1 + buy)
Donc (Au + pv)pro = a (Aupy1 + pvni1) + b (Auy, + poy,)
c’est-a-dire (A\u + pv) 2 = a(Au + pv),g1 + b(Au + pv),.

¢) dim F =2 : soient U et V les suites de F vérifiant Uy = 1,U; =0et V5 =0,V = 1.
On a par exemple Uy = aly + bU; = a tandis que Vo = aVy + bV; = b.
La famille (U, V) est libre et génératrice de F.

e Libre : soit A\, u € C tels que AU + pV est la suite nulle.
Alors A\Up 4+ Vo = A =0et AUy + puVy = = 0.
Donc la famille est libre.

e Génératrice de F' : soit w € F. Quel que soit l'entier n, w, 2 = aw,+1 + bw,.
Cherchons (A, u) € C? tels que w = AU + pV.
wo = AUy + uVy = A d’'une part, et
wy; = AUy + uVy = p d’autre part.
De plus, on montre alors par récurrence double que Vn € N, w,, = AU, + uV,
(car U,V et w sont toutes trois dans F' et vérifient donc la formule de récurrence
définissant F').

2) Ensuite, on remarque que
e si A # 0 (discriminant de I'équation caractéristique), alors la famille ((27) e s (25)em

est une base de F' :
il suffit de montrer qu’elle est libre puisque F' est de dimension 2 et que la famille
comporte deux suites distinctes (car z; # 29)

n=0 : A+upu=0

n=1 : Az +puzn=>0

On résout le systeme et on trouve A = p = 0.

Vn € N, Az + pzi =0 =

e si A = 0 (discriminant de I'équation caractéristique), alors la famille ((z]) o (), e]N)

est une base de F' (laissé en exercice).

3) On a bien montré que Vu € F', 3\ € C,3u € C,

Vn € N, u,, = A2} + pzy dans le premier cas,

Vn € N, u, = Azl + pnzg dans le deuxieme cas.

)

VI. Correction des exercices

Cor. 15.18 :
6(—1;2) = —6(1;0) + 26(0; 1) = — (4; 8) + 2 (=25
o(x;y) = 2¢(1;0) + yo(0; 1) = x(%; @) 4 y(—Tﬁ 1

Cor. 15.19 :
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1)

3)

Soit E' = R,[X] et P et @ deux polynomes de E.

Soient A, u deux constantes.

X+1 X+1 X+1
(AP 4 uQ) = AP(t) + pQ(t)dt = )\J P(t)dt + p Q(t)dt.
X X X

Donc 6(AP + 1) = Ab(P) + u6(Q).

P
Soit P = » ;X" un polynoéme de E, avec p = deg(P).

k=0 )
Par linéarité, ¢(P) = Z ard(X"). 1l suffit donc de démontrer que deg(¢p(X*)) = k.

k=0
En effet, en supposant ce dernier résultat vérifié, on a alors :
p
deg p(P) = deg (Z ard(X"®) | = p car le degré d'une somme est égal au maximum des
k=0

degrés dans le cas ou les termes de la somme sont de degrés distincts.
Montrons donc que Yk € [0;n], deg(p(X*)) =k :

X+1 k+1 k+1
X+1 - X
p(XF) = thdt = X+ :
« k41

k
k+1 A
D’ou, en utilisant la formule du binome, ¢(X*) = == Z( + )X’ qui est de degré k.

)
=0 ¢

¢ est un endomorphisme de R,,[X] puisque elle est linéaire et que 'image d’un polynéme
de degré inférieur ou égal a n est un polynome de degré inférieur ou égal a n.

Pour montrer qu’elle est bijective, il suffit donc de montrer qu’elle est injective (propriété
15.52 du cours sur la caractérisation des isomorphismes en dimension finie).

Calculons Ker ¢ : soit P un polynome tel que ¢(P) = 0. On a alors degp(P) = —oco =
deg(P) donc P = 0.

Donc Ker ¢ = {0}, ¢ est un endomorphisme injectif, donc bijectif : ¢’est un automorphisme.

On cherche By tel que ¢(By) = 1. Notamment, By est de degré 0 (d’apres la question 2).
¢(a) =aX 4+ a—aX = a donc By = 1.

On utilise le méme raisonnement pour calculer les autres polynomes :

¢(aX+b):aX2+2X2+1_X2+b:aX+a+2b:X.
DoncBlzX—%.
¢(aX2+bX+C):aX3+3X2+3X+1—X3+bX+b+220
¢(aX2+bX+c):aX2+(a+b)X+w:XQ.

6
1

DonchzXz—X—l—é.

Enfin,

X4 +4X3 +6X2 44X +1 - X 2b+ 3¢+ 6d
Pp(aX?+bX*+cX+d) =a S 4+ - +bX2+(b+c)X+—+6C+
2b 4b + 6¢+ 12d
cb(aX‘r"’H?Xz+6X+d)ZQX?’*B&_QF X2+(a+b+c)X+3a+ J{2C+ =X
3 1
Donc By = X3 — §X2 + §X apres calcul.

C’est probablement la question la plus difficile : soit ¢ € [0;n] et ¢; un polynéme primitif
de B;, autrement dit Q; tel que Q' = B;.
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On sait que ¢(B;) = X' par définition des polynomes B;.
Or ¢(B;) = Qi(X + 1) — Q;(X) par définition de ¢.
Donc, QZ(X +1)— Q(X) = X" et en dérivant, B;(X + 1) — B;(X) =i X1,

B 1) — Bs(1
E k* = E 3k? = E Bs(k+1) — Bs(k) = 3+ ?)) s(1) par télescopage.
p T =0 _p(2”-3p+1) pp+1(2p+1)
D ]{]2 T2 2 _ .
onc E g 5
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Maths - Chapitre 16
Dérivabilité

I. Dérivabilité en un point

I.1. Introduction

Ce chapitre a de multiples objectifs :

e faire une synthese sur la construction de la notion de dérivée et 'obtention de ses proprié-
tés opératoires notamment : nous démontrerons les différentes formules (somme, produit,
composée, etc.) pour calculer une dérivée en un point puis nous en tirerons les conséquences
concernant les fonctions dérivables sur un intervalle ;

e établir un lien entre la notion de dérivée qui est a priori locale (valable au voisinage d’'un
point) et d’autres notions (croissance d’'une fonction, etc...) qui sont des notions globales
(valables sur un intervalle) : c’est par exemple le cas du théoréme donnant le sens de variation
d’une fonction lorsque sa dérivée est de signe constant sur un intervalle;

e faire une synthese des différents outils du programme de classes préparatoires permettant
I’étude des suites récurrentes : nous verrons en effet qu’on peut déduire de la continuité
et/ou dérivabilité d’une fonction f des conséquences concernant le comportement dune
suite récurrente vérifiant u, 1 = f (u,).

Par commodité, on utilisera la notation suivante.

Définition 16.1 (Intérieur d’un intervalle)

On considere I un intervalle de R. L’ ntérieur de I est l'intervalle obtenu en privant I de

ses bornes. On note I l'intérieur de I. Un point est dit entérieur a I si c’est un point de I.

Ex. 16.1  Soit a et b deux réels avec a < b. Pour I = [a,b] ou I = [a,b] ou I =]a,b] ou encore

o

I =la, b, on a toujours I =]a,b[. Pour I = [a,+oo[ on a I =la, +ool.

Dans tout le chapitre, K désigne le corps R des réels ou le corps C des complexes. On désigne par
I et J deux intervalles de R d’intérieur non vide, c¢’est-a-dire contenant une infinité de points.

De plus on notera f € F(I,R) et C; la courbe représentative de f dans un repere orthonormé

(0;7,7).
1.2. Taux d’accroissement et nombre dérivé

Définition 16.2

On appelle taux d’accroissement ou taux de variation de f en a € I la fonction

T.{I\{a} - R

. L, f@)-f@

Tr—a
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Géométriquement, le taux d’accroissement représente la pente de la droite passant par les points

Ala; f(a)) et M(z; f(z)).

Définition 16.3 (Nombre dérivé)

On dit que f est dérivable en a si 7, possede une limite finie
lorsque x tend vers a. La limite est alors appelée nombre dé-
rivé de f en a.

On dit que f est dérivable a gauche en a si 7 possede une limite y 1
finie lorsque = tend vers a, * < a. La limite est alors appelée \
nombre dérivé a gauche de f en a. \ 09

On dit que f est dérivable a droite en a si 7 possede une limite

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

finie lorsque z tend vers a, x > a. La limite est alors appelée % 0 0 1 2

nombre dérivé a droite de f en a.

W Notation

| Onnote f'(a) le nombre dérivé, f)(a) et f)(a) les nombres dérivés a gauche et a droite.

Proposition 16.4

dérivable a droit
f est dérivable en a < { J derivable & droite en a et f,(a) = f;(a)

f dérivable a gauche en a

I.3. Nombre dérivé, développement limité et tangente

Théoréme 16.5

f est dérivable en a si et seulement si au voisinage de r — a

f(@) = f(a)+ f(a)(z —a)+ o (z—a)

Tr—a

4 Démonstration

Ce théoreme a été démontré au chapitre 11 proposition 11.15.

-

Corollaire 16.6
Soit f une fonction continue en a.
e Si f est dérivable en a, alors C; possede une tangente au point d’abscisse a, qui a pour
équation

y = fla)+ f'(a)(z — a)

e Si f n'est pas dérivable en a mais que le taux d’accroissement tend vers +oo en a,
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alors Cy possede une tangente au point d’abscisse a, qui a pour équation

T =a

Remarque

Interprétation cinématique
Dans le cas ou la variable représente le temps, le taux d’accroissement représente une vitesse

moyenne. La dérivée s'interprete alors comme une vitesse instantanée.

Théoréme 16.7 (Dérivable implique continue)

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

(" Démonstration h
Supposons f dérivable en a. Alors f(z) = f(a)+ f'(a)(x—a)+ o (x —a) donc f(xz) — f(a)
r—a T—ra
\_c® qui est la définition de la continuité de f en a. )

f Important ! Continue n’implique pas dérivable

La réciproque est fausse. La valeur absolue est continue sur R donc en particulier en 0. Si

r < 0, le taux d’accroissement entre 0 et x vaut % = % = — =—1.8iz >0, le taux
d’accroissement entre 0 et z vaut 1. Ainsi lim =% — —1 et lim 2= — 1. Ces limites
0- *70 a—ot 70

r—
étant différentes, la valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

o }2 . }
Ex. 16.2 Soit a € I et f: I — R et dérivable en a. Déterminer ]lliné flath )} flat L)_
- )

Cor. 16.2

ona L@t —flath) fla+h®)—fl@), flath) —[(a)
h h? h '

A partir de cette écriture, on obtient que la limite vaut — f'(a).

I.4. Théoremes opératoires

Proposition 16.8 (Opérations pour la dérivée en un point)

Soit f et g deux fonctions de I dans K dérivables en un point a de I.
e Pour tous «, § € K, la combinaison linéaire a.f + fg est dérivable en a et
(af + Bg)(a) = af'(a) + Bg'(a)
e Le produit fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
e Si g ne s’annule pas en a, I'inverse — est défini sur un voisinage de a et est dérivable en

o (- 48

284




CHAPITRE 16. DERIVABILITE PCSI, 2024/2025

e Si g ne s’annule pas en a, le quotient i est dérivable en a et
g

([)’ (a) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)

9

~

4 Démonstration

¢ Sot s 7 0, QLI 07 250 _ S0 =1 | )~ ol

et g sont dérivables en a, le théoreme opératoire sur les Combmalsons hnealres de limites

. Puisque f

permet d’affirmer que af 4+ g est aussi dérivable en a et que

(f + Bg)'(a) = af'(a) + By (a).
(f9)(x) — (fg)(a) f(fv)—f(a)g

e Soit x # a, + (a)' Les fonctions f
r—a r—a r—a
f(z) — J(a) o
et g sont dérivables donc continues en a, ainsi hm g(x) | = f(a)g(a) et de
r—a
méme lim f(a) (M _ f(a)g'(a).
a Tr—a

Par suite, fg est dérivable en a et (fg)(a) = f'(a)g(a) + f(a)d'(a).
e Comme g est continue en a et g(a) # 0, alors g ne s’annule pas sur un voisinage de a.

;@) —5(a) —
Pour tout = dans un tel voisinage avec z # a, on a +——2—— = — 9(x) — 9(a) :
/ T—a (x —a)g(x)g(a)
. g(x) —gla)  —g'(a)
Or lim — = — )
o (z—a)g(z)g(a)  g*(a)
e [l suffit d’écrire = = f—, puis d’utiliser les deux résultats précédents.
N g9 J

Proposition 16.9 (Composition de fonctions dérivables en un point)

Soit f: I — Jet g:J— K deux applications et a un point de I. Si f est dérivable en a et si
g est dérivable en f(a), alors g o f est dérivable en a et (go f)'(a) = f'(a)d' (f(a)).

~

[ Démonstration
Soit ¢ : I — K définie par v)(z) = LRI-0LH i f(z) £ f(a) et ¥(x) = ¢'(f(a)) si f(z) = f(a).
Par construction on a limy(x) = ¢’(f(a)). Par ailleurs, pour tout = # a dans I, on a ’égalité
r—a
gof(@)=gofla) _ (f(xiii(a))g/z(x). La fonction f étant dérivable en a, il vient lim£L2)=0e/(@)

r—a r—a

kf’(a)g’(f(a)). On a ainsi prouvé que go f est dérivable en a et que (g o f)’(aiﬁﬂza f'(a)g' (f(a)).

%

Remarque

La démonstration qui consisterait a écrire que pour x # a,

go f(x) :!JOf(a) _ (f(x) - f(a))(gOﬁx;:?(O ;‘(a))

puis a dire que la premiere parenthese tend vers f'(a) et la deuxieme vers ¢'(f(a)) est naturelle,

mais fausse. Il est possible que f(x) — f(a) s’annule sur tout voisinage de a pour des valeurs
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différentes de a. Par exemple, f : x — 2? sin% s’annule une infinité de fois sur tout voisinage

de 0. La fonction auxiliaire ¢ évite ce probleme.

Théoréme 16.10 (Dérivée de la bijection réciproque en un point)

Soit f : I — J une fonction bijective et continue, b un point de J et a = f~(b). On suppose f
dérivable en a. Alors sa bijection réciproque f~! est dérivable en b si et seulement si f/(a) # 0
et dans ce cas (f1)'(b) =

FH0)
(" Démonstration h
: i) =171 1 S . 4
Soit y € J avec y # b, - = f(f*l(g(;);—f(a) . D’apres le théoreme 13.39, f~" est
[~ y)—a
continue sur J. Par suite, lin})ffl(y) = f71(b) = a. Ainsi, si f/(a) # 0, on a, d’apres le théoreme
Yy—r
1

de composition des limites, 31,/1£>nb =T ) : =1 est bien dérivable en b. En revanche,

[ y)—a
1
si f'(a) =0, f~! étant strictement monotone, on a iﬂf})m = +o0.
K [~ (y)—a j

I.5. Sens de variation et dérivée

Proposition 16.11 (Croissante implique dérivée positive)

Soit f : I — R une fonction croissante et a un point de 1.
e Si f est dérivable a gauche en a, on a f;(a) > 0.
e Si f est dérivable a droite en a, on a f)(a) > 0.
e Si f est dérivable en a, on a f'(a) > 0.

4 Démonstration N

x) — fla

Pour x € [ avec z # a, on a M > 0. En passant a la limite a gauche, a droite ou
T —a

Kpour x # a, on obtient les trois points du théoreme.

%

Définition 16.12 (Point anguleux)

| Si f est continue en a, dérivable a gauche et a droite en a avec f,(a) # f;(a), le point

A(a, f(a)) s’appelle un point anguleux.

Remarque
En un point anguleux A(a, f(a)), on définit

une demi-tangente a gauche d’équation y = f(a) + f,(a) x (r — a) et
une demi-tangente a droite d’équation y = f(a) + fi(a) X (z — a).
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I1. Dérivabilité sur un intervalle

Dans tout ce qui suit I et J sont des intervalles réels.

I1.1. Définitions

Définition 16.13 (Fonction dérivée)
On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout point de I.

- R
La fonction { () est alors appelée fonction dérivée ou plus simplement dérivée
r x
de f.
W Notation
| Elle est noté f’ (notation de Newton) ou encore % (notation de Leibniz).
Ex. 16.3

e Etant donné n € N, z € R — f(z) = 2" a pour dérivée f'(z) = naz" .

d(l
e Par définition (voir chapitre sur les fonctions usuelles) YV € R*, M =1

e Nous avons aussi démontré dans le chapitre sur les fonctions usuelles
Va € R, exp’(z) = exp(x),sh’(z) = ch(z) et ch’(z) = sh(z)

d(a” d(x"
Va € R, Vz € R, é‘”: ..................... etvfreR,vxelR:,¥: .....................
T T
Vo € R, sin’(z) = cos(z), cos'(x) = —sin(z) et

Vo # 5[r], tan'(z) = 1+ tan®*(z) = Ie)
e Dérivées des bijections réciproques des fonctions trigonométriques :

Définition 16.14

Si f est une fonction dérivable sur I et que [’ est continue sur I on dit que f est de classe
Clsur 1.

gf Notation

| On note C'(I) I'ensemble des fonctions de classe C! sur I.

< 3 o 0
Définition 16.15
| Si f est dérivable, et si sa dérivée est elle aussi dérivable de dérivée continue sur I, on

dit que f est de classe C? sur I.
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W Notation

| On note C?(I) l'ensemble des fonctions de classe C* sur [ et f” = 327]; la dérivée de f’.

Définition 16.16

De méme, si f est n € N fois dérivable sur I de dérivée n-iéme continue sur I, on dit

que f est de classe C" sur [.

tﬂf Notation
‘ On note C*(I) I'ensemble des fonctions de classe C* sur I, ™ = j:ﬁ—ff la dérivée n-ieme de f.

On retrouve notamment pour n = 0 les fonctions CY sur I c’est-a-dire continue sur I.

Définition 16.17

| Enfin, si f est indéfiniment dérivable sur I, on dit que f est de classe C* sur I.

Notation
| On note C*°(I) I'ensemble des fonctions de classe C* sur I.

Ex. 16.4 Si [ est dérivable et si elle est paire ou impaire, sa dérivée f’ a-t-elle une parité ? Si oui,

laquelle ?

Cor. 16.4
Oui. Si f est paire alors f’ est impaire, il suffit de vérifier que le taux d’accroissement entre
a et x est 'opposé de celui entre —a et —x. Si f est impaire alors f’ est paire, car le taux

d’accroissement entre a et x est égal a celui entre —a et —x.

Ex. 16.5 Si f est dérivable et bornée sur R, sa dérivée est-elle aussi bornée ? Justifier.

Cor. 16.5

Non. Considérer f : z + sin(z?), alors [’ : x — 2z cos (z%) n’est pas bornée.

I1.2. Théoremes opératoires

Proposition 16.18 (Opérations sur les fonctions dérivables)

Soit f et g deux fonctions dérivables sur I.
e Pour tous «, 8 € KK, la combinaison linéaire a.f + B¢ est dérivable sur I et

(af +Bg) = af' + By’

e Le produit fg est dérivable sur I et (fg) = f'g+ [

1 -
e Si g ne s’annule pas sur I, I'inverse — est dérivable sur I et (—) -
g
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/ o /
e Si g ne s’annule pas sur I, le quotient z est dérivable sur I et (i) = M
g g g

Proposition 16.19 (Composition)

Si f: 1 —J,g:J — K sont deux fonctions dérivables, alors g o f est dérivable sur I et

(go f) = f'(g' of).

Théoréme 16.20 (Bijection réciproque)

Soit f : I — J une application bijective et dérivable. L’application f~! est dérivable sur J si

et seulement si f’ ne s’annule pas sur I ; de plus (f~!)

~fef

Remarque

On peut retrouver cette formule en écrivant f o f~! = Id; puis en dérivant comme une
composée. On obtient en effet (f~1) - (f o f71) = 1.
Une autre facon de retenir cette formule sans effort est d’utiliser la notation de Leibniz : on

pose y = f(x) donc x = f~!(y) et on a

dx 1 1 1
f_l / y = —_— y = = =
S =GV TG T W) e w
Ex. 16.6 Si uy,us, ..., u, sont n fonctions dérivables sur I avec n > 1, que vaut la dérivée du
produit l_[ W = ULUg . . . Uy !
i=1
(" Cor. 16.6 R

Par récurrence sur n, on peut généraliser la formule de la dérivée d'un produit.

n / n n

| |uk = E ujgl |ui

k=1 k=1 i=1
£k

- ' J

Ex. 16.7 Calculer la dérivée, sur un ensemble a préciser, de f : x — z”.

Cor. 16.7

La fonction f est définie pour # > 0 et f(x) = e*"2. D’aprés les théorémes opératoires, f est
dérivable sur R* et pour z > 0, f'(z) = (zInz)'e*™* = (Inz + 1)a".

Ex. 16.8 Existe-t-il des fonctions dérivables sur R qui ne sont pas de classe C'(R) ?

(" Cor. 16.8 A

Soit f: 2 € R+ 22 sin(%) € R. D’apres les théoremes opératoires, f est dérivable sur R*.
— f(0
—f(x) /! )zxsin(l)—>0

Elle est aussi dérivable en 0 avec f/(0) = 0, puisque pour = # 0, 5 =
Tz

lorsque x tend vers 0. Pour x # 0, on a f'(z) = 2z sin(%) — Cos (%)
Or hH(l) f'(z) n’existe pas.
T—r
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En effet, f/(L) = (—1)"*.
Ainsi, f’ n’est pas continue en 0 et donc f n’est pas de classe C'(R).

I1.3. Théoreémes opératoires pour les fonctions de classe C"(])

Proposition 16.21 (Combinaison linéaire)

Soit n un entier naturel. Soit f, g : I — K deux fonctions de classe C" sur I. Pour tous « et
éléments de KK, la fonction af + B¢ est aussi de classe C" sur I et (af +Bg)™ = af® + Bg™.

Proposition 16.22 (Produit, formule de Leibniz)

Soit n un entier naturel. Soit f,g : I — KK deux fonctions de classe C" sur I. La fonction fg

est aussi de classe C" sur [ et

n

(fg)™ = Z ( Z ) f®gm=k) " (formule de Leibniz)

k=0

\

(" Démonstration
La preuve se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, le résultat est acquis puisque le produit de
deux fonctions continues est une fonction continue et la formule est triviale.
On suppose que pour un entier n donné, le produit de deux fonctions de classe C" sur I est
une fonction de classe C™ sur I et que la formule de Leibniz est vraie. On établit ces résultats
pour deux fonctions de classe C"*! sur I.
Soit f et g deux fonctions de classe C"™! sur I. En particulier, f et g sont de classe C' sur I
et (fg) = fg' + f'g est de classe C" sur I par hypothese de récurrence. Ainsi, le produit fg
est de classe C""! sur I.
On établit maintenant la formule de Leibniz pour n + 1. On écrit (fg)" ™) = (fg' + f'g)™ =
(fg")™ + (f'g)™ et on utilise 'hypothese de récurrence.

Il vient (fg)(”“) = i( Z )f(k)(g/)(nk) +i( Z )(f/)(k)g(nk)
k=0

k=0

n n B n n . *
_ Z( . )f(k)g(n—l-l k) +Z( . )f(k—i-l)g(, k)
k=0

k=0
kLe reste de la démonstration est similaire a la démonstration de la formule du binome. )

Proposition 16.23 (Composition)

Soit f: 1 — Jet g:J — K deux fonctions. Si f est une fonction de classe C" sur I et g une

fonction de classe C™ sur J, alors g o f est une fonction de classe C" sur I.

Proposition 16.24 (Quotient)

Soit n un entier naturel. Soit f,g : I — K deux fonctions de classe C" sur [ avec g qui ne

s’annule pas sur . Alors la fonction = est aussi de classe C" sur I.
g
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Théoréme 16.25 (Bijection réciproque)

Soient n € IN* et f : I — J une application bijective de classe C" sur I. L’application f~! est

de classe C" sur J si et seulement si f’ ne s’annule pas sur [I.

Les démonstrations de la proposition 16.23 et du théoreme 16.25 sont hors-programme. La dé-
1
monstration du théoreme 16.24 repose sur le fait que f = fx—=fXxhogou h est la fonction

inverse. Cette écriture permet de voir le théoreme 16.24 comme une conséquence immédiate de la

formule de Leibniz et du théoreme de composition 16.23.

Remarque

e Il est immédiat que ces théoremes se généralisent aux fonctions de classe C*°.

e Les fonctions de référence vues au chapitre 6 sont toutes de classe C* sur leur en-
semble de dérivabilité. Attention cependant : leur ensemble de dérivabilité n’est pas
toujours leur ensemble de définition. Par exemple, Arccos et Arcsin sont définies sur
[—1; 1] mais dérivables (et C*) sur | — 1; 1].

e Pour tout z € R et tout k € N, sin®(z) =sin (m + %’r) et cos™ (x) =cos (x + %”)

Ces deux dernieres formules se démontrent aisément en écrivant :

dk i ‘ o
dek = cos®™ (z) + isin® (x)= i*e® = e*Z el = cos (v + 4) + isin (v + £F).
T

Ex. 16.9 Soit f: 2 € R~ (22 — 2+ 1)e™® € R. Pour n € N, calculer f™.

Cor. 16.9
d*(z? — 2+ 1)

e = 0.

On applique la formule de Leibniz en remarquant que, si k > 3, alors

On obtient f™(z) = (=1)"(2®> — (2n + )z +n? + 1)e™2.

I11. Eléments de calcul différentiel pour les fonctions a valeurs réelles

Dans cette section, on note I = [a,b] un segment de R d’intérieur non vide, c¢’est-a-dire avec
a < b et les fonctions envisagées sont a valeurs réelles. Le but de cette section est de démontrer
des propriétés énoncées (sans démonstration) au chapitre 4 et d’énoncer en les démontrant des
théoremes généraux valables pour les fonctions définies sur I, dérivables sur ? et a valeurs réelles.
Nous verrons ultérieurement comment ces résultats peuvent étre (ou non) étendus aux fonctions a

valeurs complexes.

IT1.1. Extremums

Définition 16.26 (Extremum local)

Soit f: I — R une fonction et a un point de [.
e On dit que f admet un minimum local m en a s’il existe un voisinage V' (a) de a tel
que m soit le minimum de f restreinte a I N V(a).

e On dit que f admet un mazximum local M en a s'il existe un voisinage V'(a) de a
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tel que M soit le maximum de f restreinte a I N V(a).

Proposition 16.27 (Condition nécessaire d’extremum local)

Soit f : I — R dérivable en un point a intérieur a I. Si f(a) est un extremum local de f, alors

f'(a) = 0 (la réciproque est fausse).

\

/Démonstration

On suppose par exemple que f(a) est un maximum local. On écrit le taux d’accroissement a
gauche de a :

pour z < a,x € I N V(a), 1,(z) = [@) = (@) > 0 car f(a) est un maximum local. Par
r—a

passage a la limite, f/(a) > 0.

De méme, f/(a) < 0. Comme f;(a) = fj(a) = f'(a) puisque f est dérivable en a, on a f'(a) = 0.

Le cas ou f(a) est un minimum local se traite de fagon similaire ou bien on applique ce que

I'on vient de montrer a — f.

- /

Remarque

e Si a est une borne de I, on peut avoir un extremum pour f en a et f'(a) # 0. Par
exemple, f : [-1,1] = R,z — 2? admet f(1) = 1 comme maximum et pourtant
f(1) =2,

e La fonction f : R — R,z — 23 est dérivable, f'(0) = 0, mais f(0) = 0 n’est pas un

extremum local.

I11.2. Théoreme de Rolle

Théoréme 16.28 (Théoréme de Rolle)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b avec f(a) = f(b). Alors
il existe ¢ € ]a, b] tel que f'(c) = 0.

\

/Démonstration
Comme f est continue sur le segment [a, b], elle admet un minimum m et un maximum M. Si
m = M, alors f est constante et donc f’(¢) = 0 pour tout point ¢ de ]a, b[. Si m < M, puisque

f(a) = f(b) et f continue, un au moins de ces extremums est atteint en un point ¢ de |a, bl.

En ce point ¢, on a nécessairement f’(c¢) = 0 d’apres la proposition précédente (figure 16.1).

- J

Remarque

e Le théoreme de Rolle, comme le théoreme des valeurs intermédiaires, est un théoreme
d’existence. Il précise que sous certaines conditions la dérivée d'une fonction s’annule
au moins une fois. Mais il ne donne ni la valeur du (ou des) points ou cette dérivée

s’annule, ni leur nombre exact.

e On notera bien qu’il n’est pas nécessaire pour f d’étre dérivable en a et en b.
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z z

FIGURE 16.1 — Théoreme de Rolle

e La conclusion du théoreme de Rolle est en défaut, si I'on supprime une seule des trois
hypotheses.

* La fonction f : [0,1] — R définie par f(z) = 2si0 < 2z < 1 et f(1) = 0 est
dérivable sur |0, 1[ et f(0) = f(1) = 0. Mais f n’est pas continue en 1 et la dérivée
de f sur ]0,1[ qui est constante & 1 ne s’annule pas.

* La fonction f:[—1,1] = R,z — |z| est continue sur [—1,1] et f(—1) = f(1) = 1.
Mais f n’est pas dérivable en 0 et f/, lorsqu’elle existe, ne prend que les valeurs —1
et 1, donc ne s’annule pas.

* La fonction f : [0,1] — R,z — x est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1[. Mais
f(0) # f(1) et f/ =1 ne s’annule pas sur |0, 1[.

Ex. 16.10 Soit f: 2z € R — (x — 3)(x — 1)xz(x + 2)(x + 4). Montrer que f’ possede quatre racines
distinctes.

Cor. 16.10

On utilise le théoreme de Rolle sur les segments [—4; —2], [-2;0], [0;1] et [1;3]. f s’annulant

aux bornes de chacun de ces intervalles et étant dérivable donc continue sur R, f’ s’annule sur

| —4;=2[,] —2;0[, ]0; 1] et |1; 3[ et possede donc quatre racines distinctes.

I11.3. Théoreme des accroissements finis

Théoréme 16.29 (Théoréme des accroissements finis)

Si f:[a,b] — R est continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(0) = fla) = f(c)(b—a).

~

/Démonstration

b)—f(a
I( l))fi( )(x—a)

est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja,b. On a g(a) = g(b) = f(a). D’apres le théoreme de

Le théoreme est illustré par la figure 16.2. La fonction g : [a,b] — R, x +— f(z)—

KRolle, il existe un nombre ¢ €Ja, b[ tel que ¢’(c) = 0, ce qui s’écrit aussi f(b)—f(a) = f’(c)(b—a).j

Remarque

L’égalité f(b) — f(a) = f'(c)(b — a) s’écrit aussi f(b]);i(a) = f’(c). Le théoréme des accrois-

sements finis relie une notion globale (le taux d’accroissement entre deux points éloignés) et

une notion locale (la dérivée en un point). Géométriquement, ce théoreme affirme qu’il existe
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FIGURE 16.2 — Théoréme des accroissements finis

un point C'(c, f(c)) de Cy en lequel la tangente est parallele a la corde joignant les points
A(a, f(a)) et B(b, f(b)).

Ex. 16.11 Etablir que pour tout réel z > 0, on a #1 <Iln(z+1)—In(z) <

8=

(" Cor. 16.11 A

La fonction In est dérivable sur |0, +oc[. Pour z > 0, on peut appliquer le théoréeme des
accroissements finis sur U'intervalle [z, z + 1]. Il existe ¢ €]z, x + 1] tel que In(z + 1) — In(x) =
%(x—i— l—2) = % Comme 0 < z < ¢ < x+1, on a en prenant l'inverse m+r1 < % < i La double
inégalité —5 < In(z +1) —In(z) < 1 sen déduit. Il est important de savoir qu'il existe ¢ dans

l'ouvert |z, x + 1] pour obtenir des inégalités strictes.

- J

Corollaire 16.30 (Inégalité des accroissements finis : version réelle)

Si application f : [a,b] — R est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b] et s’il existe deux réels
m et M tels que pour tout x €]a, b[,m < f'(z) < M, alors m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

\

( Démonstration
D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ € |a, b] tel que f(b)— f(a) = f'(¢)(b—a).
kComme b—a>0,m< f'(¢) < M implique m(b—a) < f'(¢)(b—a) < M(b—a).

J

IT1.4. Variation, extremums et dérivabilité

Proposition 16.31 (Fonction constante)

Soit f : I — R continue sur I et dérivable sur I. La fonction f est constante sur I st et

]
seulement si sa dérivée [’ est nulle sur I.

\

( Démonstration
La condition est clairement nécessaire, on montre qu’elle est suffisante.
On suppose que f" = 0 sur /. Soit = et y dans I avec x < y. Comme f est continue sur [z, y| et

dérivable sur |z, y[, on applique le théoreme des accroissements finis & f sur le segment [z, y].

Il existe donc ¢ € ]z, y[C I tel que f(z)— f(y) = f'(¢)(x —y), ce qui implique que f(x) = f(y)
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Kcar f'(c)=0. J

Ex. 16.12 Soit ¢ : © — Arccos(z) + Arcsin(z).

1) Ensemble de définition et continuité de g.

2) Ensemble de dérivabilité de g.
)
)

3) Calcul de ¢'.
4) Simplifier, pour = € [—1; 1], Pexpression de g(z).

Proposition 16.32 (Variation et dérivée)

Soit f: I — R continue sur [ et dérivable sur /.
e Si f/ > 0 sur I, alors [ est croissante sur I.

e Si f/ <0 sur [, alors f est décroissante sur I.

~

4 Démonstration

Reprendre exactement la démonstration précédente avec la différence que f'(¢) > 0 dans le

premier cas et f'(¢) < 0 dans le deuxieme.

\ J

Voici un corollaire qui complete la proposition 16.27.

Proposition 16.33 (Condition suffisante d’existence pour un extremum local)

On considere I un intervalle de R, a un point intérieur a I et une fonction f : I — R dérivable

en a. Si la dérivée de f s’annule en a en changeant de signe, alors f(a) est un extremum local.

~

4 Démonstration
On considere a > 0, tel que Ja —a,a+a| C I et par exemple que f' < 0sur Ja—a,a] et f' >0
sur [a,a + «af. Lapplication f est donc croissante sur Ja — «, a et décroissante sur [a,a + «f,

ceci prouve que f(a) est le maximum de f restreinte a l'intervalle |a — a, a+ «/[. Sil’on suppose

I'inverse sur le signe de la dérivée, on obtient que f(a) est un minimum local.

\_ %
Ex. 16.13 Trouver tous les réels a strictement positifs tels que Vx > 0, a” > z%.

En déduire lequel des deux nombres e™ et 7° est le plus grand.

(" Cor. 16.13 )

L’inégalité précédente est équivalente a xlna > alnx puisque la fonction In est croissante, ou
aussi a IHT“ > 1“7”” Il s’agit donc de trouver, s'il existe, le maximum de la fonction f :]0, 4-00[ —
R, z — me

Cette fonction est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout = > 0, f'(z) = 1;# est nul seulement
pour z = e. On a f' > 0 sur ]0,e[, f* < 0 sur Je,+oo[ donc f est strictement croissante sur
10, €] et strictement décroissante sur [e, +oo[. Ainsi, f admet un unique maximum, obtenu pour
a=e.

On en déduit que e™ > 7°. L’inégalité est méme stricte puisque 7 # e et que le maximum de

est unique.
N d y
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Proposition 16.34 (Condition nécessaire et suffisante de stricte monotonie)

Soit une fonction f : I — R continue sur [, dérivable sur I avec f’ de signe constant sur I.
Alors f est strictement monotone si et seulement si f’ n’est nulle sur aucun intervalle ouvert
non vide.

( Démonstration A
Supposons [ croissante la démonstration étant similaire dans le cas décroissant.

Si f est strictement croissante, alors f n’est constante sur aucun intervalle ouvert non vide,
donc sa dérivée n’est pas nulle sur un tel intervalle. On établit la réciproque par contraposée.
Si f n’est pas strictement croissante, il existe deux points x et y dans I tels que x < y et
f(y) < f(z). La restriction de f a [z, y| est donc constante puisque f est croissante. La dérivée
de f est alors nulle sur 'intervalle ouvert non vide |z, y|. )

Ex. 16.14 Montrer que f : x € R+ x + cos(x) est strictement croissante sur R.

Cor. 16.14

f est dérivable sur R. Pour tout x dans R, f'(z) =1 —sinz > 0, donc f est croissante. Par
ailleurs, f'(z) = 0 si et seulement si x = 5 + k7 avec k € Z. Comme [’ ne s’annule sur aucun
intervalle ouvert non vide, f est une fonction strictement croissante sur R.

Ex. 16.15 Etudier les variations sur R de frx— chx+cosz.

(" Cor. 16.15 h

La fonction f est C*° sur R. On a Vz € R, f'(x) = shx — sinz dont le signe parait difficile a
étudier. Etudions les variations de f.
Ve € R, f’(x) =chx —cosz > 0 et f” s’annule seulement pour z = 0, donc f’ est strictement
croissante sur R. Or f'(0) = 0 donc f” est strictement positive sur RY et strictement négative
sur R* .

KDonc f est strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur R. )

IT11.5. Limite de la dérivée

Proposition 16.35 (Limite de la dérivée)
Soient f: I - Retacl.

Si f est une fonction continue sur I, dérivable sur I\{a} et si f'(z) — [ € R alors
Tr—a

@)= f@

T —a T—a

En particulier, si [ € R, f est alors dérivable en a et f'(a) = .
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\

/Démonstration

Soit « un point de I\{a}. On peut appliquer le théoreme des accroissements finis entre a

et = puisque f est continue sur [a,z| et dérivable sur |a,z[. Il existe donc ¢, €la,z[ tel que
f(@)—f(a)

r—a

= f’(¢;). Par encadrement (a < ¢, < x), lime, = a.
Tr—a

D’apres le théoreme de composition des limites, lim &=/ _ Ainsi, f est dérivable en a et
r—a

Kf’(a) =1 Y,

Remarque

Le théoreme précédent permet d’éviter de vérifier « a la main » qu'une fonction est dérivable
en un point ot elle a été prolongée par continuité lorsque sa dérivée posséde une limite
en ce point. L’exemple suivant permettra de mieux comprendre sa portée.

R* —- R
Ex. 16.16 Soit f : { 1.
E— r e a2
1) Montrer que la fonction est prolongeable par continuité en 0.
2) Montrer que ce prolongement f est dérivable sur R.

3) Montrer que f est de classe C2 sur R.

(" Cor. 16.16 A

1) Par composition des limites, f(x) — 0 donc f est prolongeable par continuité par 0
x—

en 0.
2) f est dérivable sur R* comme composée. De plus

Vo £0, (@) = =

+00 si ce n’est pas clair). Donc f est dérivable en 0 de dérivée 0.

2e =2

et ?/(ZL’) — 0 par croissance comparée (GH écrivant 4 = — —
2
z—0 x4 xz—0

3) La question précédente permet d’affirmer immédiatement que f est de classe C!. Pour

montrer qu’elle est de classe C?... on recommence !

f! est continue sur R, dérivable sur R* de dérivée
1 1 1
CdeT 6e i 2e73% (2 3a?)

1" (x) 5 1 5 qui tend a nouveau vers 0 en 0 par croissance
x x x -
comparée. Donc f’ est dérivable en 0, de dérivée continue, donc f est de classe C? sur
- R J

IV. Convexité

IV.1. Définition

Définition 16.36 (Fonction convexe)

On dit que f est convexe sur [ si

V(zyy) € PVYA € [0:1], f((1— Nz + Ay) < (1= ) f() + Af(y)
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Ex. 16.17 Etudier, pour z < y réels donnés, la fonction V : X € 0;1] = (1 — XNz + Ay.

Remarque

Une fonction pour laquelle
V(ayy) € I2,VA € [0:1], f(1 = Nz + XAy) = (1= A) f(z) + A f(y)

est dite concave sur I.

D’une maniere générale, f est convexe sur I si et seulement st —f est concave sur .

IV.2. Interprétation géométrique

La définition précédente signifie, géométriquement, que la
représentation graphique d’une fonction convexe se situe
sous les segments reliant deux points de cette représenta-
tion graphique (on parle de cordes pour ces segments).

Au contraire, le théoreme 16.38 affirme que la représenta-
tion graphique d’une fonction convexe se situe au-dessus

de chacune de ses tangentes.

-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Lemme 16.37 (Lemme des trois pentes)
Soit I un intervalle non trivial, f une fonction convexe sur [ et a € I, b € I tels que a < b.

Alors
fla)~ fla) _ f0)~ fla) _ flx)~ (B

~ ~
T —a b—a z—b

Vz €]a; b,

Proposition 16.38 (Position par rapport aux tangentes)

Si f est une fonction convexe dérivable sur I, alors

va GI,VZ'GI,]H(JTQ)(I'—JTQ) gf(l')-f(l'o)

\

/Démonstration

Soit a < xy < b dans I. Dans la définition d’une fonction convexe, on pose v = a, y = b et A

de sorte a ce que xo = (1 — X)a + Ab.
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To — Qa

On a donc A\ = P
La définition de [ convexe se réécrit (b — a)f(xo) < (b— x0)f(a) + (zg —a)f(b).
Ceci conduit a

fa) = f@) _ ) = fla)

~X
To—a b—a

[lao) = 10) 1) - f(@)

To—b - b—a

(1) :
(2) :

b) —
En faisant, pour f dérivable, la limite a — x¢ dans (1), on obtient donc f'(xq) < M.

b— Zo
f(zo) — f(a)

JE— a :

ncé en posant

De méme, en faisant la limite b — xo dans (2), on obtient donc f'(zg) >

I
QO |~

Ceci étant vrai pour tout a < xg < b, on obtient finalement le théoréme én

r =a oux = b swwant la position relative de x vis-a-vis de xg.

- /

IV.3. Caractérisation des fonctions convexes

Théoréme 16.39 (Caractérisation des fonctions convexes dérivables)

Soit I un intervalle non trivial, f une fonction dérivable sur I.

Alors f est convexe sur I si et seulement si ' est croissante sur I.

[Démonstration }

Théoréme 16.40 (Caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables)

Soit f une fonction deux fois dérivable sur [.

f est convexe si et seulement si Vx € I, f"(x) > 0.

[Démonstration }

Ex. 16.18 Soit a un réel, et f, : x € R — 2
Pour quelle(s) valeur(s) de a f, est-elle convexe ? concave ?

IV.4. Utilité de la notion de convexité

/ <
% Méthode
La notion de convexité permet de démontrer de fagon simple certaines inégalités.
Notamment, le théoreme précédent est souvent utilisé pour montrer qu’une fonction est convexe,

puis la définition de la convexité permet alors de parvenir a des inégalités de fagon parfois tres

kefﬁcaee. )

Ex. 16.19 Montrer que = — In (1 + e) est convexe sur R.
En déduire que

Ve e R, Vy e R, 14 /zy < \/(1+x)(1 + )
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Ex. 16.20 Montrer que pour tous réels x et y strictement positifs,

n (x + y) > In(x) —20— In(y)

En déduire que (pour des nombres strictement positifs)

Tr+y
2

Z /Ty

V. Suites récurrentes

V.1. Rappels

Etude des suites récurrentes h
Soit up € R, u,11 = f(u,) une suite définie par récurrence associée a une fonction f réelle de
la variable réelle.

Nous avons vu dans le chapitre 9 sur les suites, le chapitre 13 sur la continuité et le TD 3 sur
les suites récurrentes les résultats suivants :

e Pour que l'existence de la suite u soit garantie il faut montrer que ug appartient a un
intervalle I stable par f c’est-a-dire tel que Va € I, f(x) € I.

On considere donc dans ce qui suit que f: I — I.
e Si f est croissante sur I alors u est monotone. Plus précisément :
* sl uy = ug, c’est-a-dire si g(ug) = f(up) —up = 0, et si f est croissante alors u est
croissante ;
* 81 uy < g, cest-a-dire si g(ug) = f(ug) —up < 0, et si f est croissante alors u est
décroissante.
On peut conclure a la stricte monotonie de u si f est strictement croissante et si g(ug) # 0.

e Si f est décroissante sur [ alors u n’est en général pas monotone (la seule
exception venant de la possibilité que u soit constante).

Cependant f o f est alors croissante et on étudie séparément la monotonie des termes
de rangs pairs et de rangs impairs de la suite en utilisant le point précédent.

e Si f n’est ni croissante ni décroissante sur I, le comportement de la suite peut étre tres
difficile a prévoir, voire chaotique... Ce type de suite est a priori beaucoup trop éloigné
du programme pour faire I'objet d’exercices.

e Si f est continue sur I et st la suite u converge vers [ alors [ est un point fixe

g de f c’est-a-dire vérifie f(l) =I. )

Ces résultats associés au théoreme 9.50 de convergence monotone (ou au théoréeme de divergence
monotone) et au théoreme 13.36 (image continue d’'un segment) conduisent aux méthodes ci-

dessous.

+. Méthode : Obtention d’intervalles stables, existence de la suite

On étudie la fonction f de sorte a trouver un ou plusieurs intervalles stables par f. Plusieurs
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cas particuliers peuvent faciliter I'obtention de tels intervalles et I’étude de la suite :
e Si f est définie sur R, R est un intervalle stable par f!
e Si [ est croissante, tout segment de la forme [a;b] oi a et b sont deux points fixes
de f tels que a < b est stable par f.
En effet, Vo € [a;b],a < < b= f(a) < f(z) < f(b) = a < f(z) <.
e Si f est décroissante, on peut tenter d’appliquer le point précédent a f o f.
e Dans tous les cas, un tableau de wvariations bien construit et une repré-

sentation graphique correcte peuvent aider a déterminer un ou plusieurs

intervalles stables par f.

o %
/ =
i Méthode : Monotonie de la suite
L’étude de f a permis de connaitre ses variations.
e Si f est croissante on étudie le signe de g = f —id :
* si g est positive sur l'intervalle stable par f considéré, la suite est croissante ;
* si g est négative sur l’intervalle stable par f considéré, la suite est décrois-
sante.
e Si [ est décroissante, on étudie les termes de rangs pairs et impairs de la suite en
Y utilisant le point précédent. )
o N
i Méthode : Convergence de la suite
L’étude de f et du signe de g a souvent permis a ce stade d’obtenir le ou les points fixes de
f (les points ou g s’annule sont les points fixes de f). Sinon, on peut penser a appliquer le
théoreme des valeurs intermédiaires a g pour montrer qu’elle s’annule.
Les points fixes de f sont des candidats possibles pour la limite de la suite si
elle converge !
Pour montrer que la suite converge, le théoreme de convergence monotone (appliqué a u ou
aux suites extraites de rangs pairs et impairs) est souvent utile.
De méme, pour montrer qu’elle diverge, on doit avoir a l'esprit le théoreme de divergence
Kmonotone. Y,

V.2. Vitesse de convergence

L’inégalité des accroissements finis (voir corollaire 16.30) permet de compléter 1’étude d’une suite
récurrente convergente pour préciser « la vitesse a laquelle elle converge vers sa limite ».

Aucune capacité particuliere sur ce point n’est exigée par le programme. Nous l'illustrerons par un

exemple.

Ex. 16.21 Nous avons déja étudié (exercice 13.22) la suite récurrente définie pour r € R par
Un + o~ )

ug = 1, up11 = — et nous avons montré que

e u est décroissante a partir du rang 1;
® u converge vers /T.
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1
Montrer que pour n > 1, 0 < w11 — /7 < — (Un _ \/77)2

\/77

En déduire que pour r > 1 et k € IN*, si u,, est une approximation de /7 & 107% pres alors

est une approximation de /7 a 1072* pres.

(" Cor. 16.21

T

T

Notons f:x € R} —

de sorte a ce que up11 = f(uy).

1
On souhaite montrer que ¥Yn > 1, 0 < w41 — /7 < 7 (Un B \/F)z
r

Remarquons tout d’abord que f(1/r) = /1 de sorte a ce que cet encadrement se réécrit :
V> 1,0 < ) — (V) < = (un = V7Y

Comme on sait que u est décroissante a partir du rang 1 et converge vers /7, ceci revient &

montrer que

1

<ﬁ($—\/;)

Vo > /r,0 < f(z) = f(V7r)

Etudions J ¢ [ est continue et dérivable sur R et

Vo >0, f'(x) = 2””2. Donc

()20 22 >rsa>/rcarz>0.

Donc f est décroissante sur ]0; \/7_“] et croissante sur [\/F, —1—00[.

Ceci permet d’affirmer immédiatement que Va > /r,0 < f(z) — f(\/7).
Il reste a démontrer la partie droite de I’encadrement.

On peut y voir une expression ressemblant a I'inégalité des accroissements finis.
Posons a = /7, b = z, sur le segment [\/7_", x], f est continue et dérivable et sa dérivée f'(u) =
T T

o , 1 , . — =
— est croissante (car u — — est croissante). Donc f” est majorée par f'(z) = =

2
D’apres l'inégalité des accroissements finis, on a donc :
T

F(&) — () < 2 x (2 - VA7),
-3 2 —r T4+ 2
Or x (z—r) = x (2= 1) =—==—x(z—r).
1

2 212
Il suffit donc de montrer que pour x > /7,
Cette derniére inégalité est équivalente & 0 < z(z — /7) + 2% —r < 0 < (v — 7)) (22 + V/7)
qui est vraie.

On a donc bien démontré que

1
La fin est alors simple : r > 1 donc — < 1 d’une part, et
r

si u, est une approximation de /7 & 107% pres, alors u, — /7 < 107 par définition.
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Donc 0 < 1 — /7 <1 X (10_’“)2 ce qui garantit que u,; est une approximation de /r &
1072 pres.

V.3. Fonctions lipschitziennes

Définition 16.41 (Fonction lipschitzienne)
Soient I un intervalle réel, k € Ry et f: I — R.
On dit que f est k-lipschitzienne sur I si

Y(wiy) € I, | f(2) = f(y)] < klz -y

Proposition 16.42

Si f est dérivable sur [ et si |f’| est majorée par M € Ry alors f est M-lipschitzienne sur I.

4 Démonstration

C’est un corollaire immédiat de I'inégalité 16.30 des accroissements finis.

-

Proposition 16.43

Si I = [a;b] est un segment et si f : [ — I est continue et k-lipschitzienne avec k < 1 alors f

possede un unique point fixe.

~

( Démonstration

Existence : on I'a démontrée en TD. Elle vient de la continuité de f : on considere la fonction
g = f—id. g est continue et g(a) = f(a)—a > a—a =0, g(b) = f(b)—b < 0 car f([a;b]) C [a; ]
par hypotheses.

Donc g s’annule sur [a; b].

Unicité : on la démontre par I'absurde. Supposons que f ait deux points fixes u et v dans

[a; b]. On aurait alors :

|f(u) — f(v)| = |u—v| < Eklu—v| <|u—wv|ce qui est absurde.

%@7 Méthode : Utilisation pour les suites récurrentes

Pour une fonction f dérivable sur un segment I stable par f et k-lipschitzienne avec k < 1,
toute suite récurrente u définie par u,11 = f(u,) et ug € I converge vers l'unique point fixe
de f.
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Maths - Chapitre 17
Ensembles, applications et dénombrement

I. Ensembles et applications

I.1. Rappels

/Cardinal d’un ensemble fini

Nous avons déja défini (voir paragraphe 1.8. du chapitre 2) les notions suivantes.
Le nombre d’élément(s) d’un ensemble E fini est appelé cardinal de E.
C’est I'unique entier n € IN pour lequel il existe des bijections e : E' — [1;n].
Chacune de ces bijections représente un ordre possible pour le dénombrement des éléments
de F : c’est une numérotation de ces éléments.
Le cardinal de FE est noté Card E ou |E| ou encore #FE.
kOn a Card ) = 0. D

Ex. 17.1 Soit F,, I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n € IN et dont les coefficients
valent 0 ou 1.
Calculer Card E,,.

(" Cor. 17.1 R
Commencons par écrire E' pour les petites valeurs de n.
n=0:Ey={0;1}. Card Ey = 2.
n=1:FE ={0;1;X; X +1}. Card E; = 4.
n=2:FE={0;1;X;X+1,X%X*+1;X?+ X; X?+ X + 1}. Card E, = 8.
L’observation de ces trois cas laisse augurer que Card FE,, = 2",
Démontrons le par récurrence. L’initialisation est faite.
Hérédité : supposons que, pour n € IN donné, Card E,, = 2"+,
Les polynomes de F,, 1 sont
e ceux de degré n + 1, qui s’écrivent donc P = X" + @ ot Q est de degré inférieur ou
égal a n et a des coefficients dans {0; 1}.
Autrement dit, Q € E, : il y a donc, par hypothese de récurrence, 2"*! polynomes de
ce type.
e ceux de degré strictement inférieur a n + 1, c’est-a-dire de degré inférieur ou égal a n.
C’est I'ensemble E,, de cardinal 271
Donc Card E,,;; = 2"+ 4 27+l = gnti+l

Conclustion : la propriété est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc vraie

our tout entier n € IN.
N Y,
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\

/Coefﬁcients binomiaux

Les coefficients binomiaux 3 pour n € IN, k € [0; n] ont été introduits en terminale comme

le nombre de manieres de choisir k£ objets parmi n objets.
Nous les avons définis (voir paragraphe ITI. du chapitre 2) d’une fagon completement différente

en début d’année, notamment afin de donner et de démontrer la formule du binoéme :

n!
pi(n —p)!

‘v’nG]N,VpEﬂO,n]],(n):
p

Nous avons étendu leur définition dans le chapitre 11 sur les développements limités - au
moment ot nous avons obtenu le développement limité & 'ordre n en 0 de z +— (1 + z)* - en

posant (coefficient binomial généralisé) pour o € R et p € N,

a—k
(a) !:!< )_ ala—1)..(a—p+1)

p

p! 1x2x..xp

L’un des objectifs de ce chapitre est de montrer que les deux points de vue - celui de terminale
ol les coefficients binomiaux sont vus comme un outil de dénombrement, et celui de PCSI

ol ils sont vus comme un outil de calcul littéral et d’analyse - correspondent bien aux mémes

knombres. )

I1.2. Ensemble des parties d’un ensemble

gﬁf Notation
Etant donné un ensemble F, on note P(E) l'ensemble des parties de E.
Autrement dit P(E) = {K,K C E}.
Notamment P(0) = {0} posséde un élément
et P({a}) = {0;{a}} posséde deux éléments.

Remarque

Pour écrire que A est une partie d’'un ensemble F on peut écrire
ACFE : Aestinclus dans F

ou
A€ P(E) : A appartient aux parties de £

Ex. 17.2 Soit E' = {a;b; c}. Que vaut P(E)?

(" Cor. 17.2 R
Les sous-ensembles (ou parties) de E sont :
e (), seule partie & 0 élément ;
e {a},{b},{c}, les trois parties & 1 élément ;
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o {a;b},{a;c},{b;c}, les trois parties a 2 éléments;
e F ={a;b;c}, la seule partie de E a 3 éléments.

Donc P(E) = {0,{a}, {b}, {c},{a; b}, {a; c}, {b; ¢}, {a; b; c}}.

I.3. Image directe, image réciproque d’une partie

Soient E et F' deux ensembles et u : ' — F' une application.

Définition 17.1 (Image directe)
Pour une partie A de E, on appelle image directe de A par u le sous-ensemble de F' défini
par {u(z),r € A} ={y e F,3r € A, u(z) =y}
Autrement dit, c’est ’ensemble des images par u des éléments de A.

gﬁf Notation
| On note u(A) I'image directe de A par u.

Remarque

Avec les notations précédentes :
o u(d) =10

e Si A= F, on obtient u(E) = Imu I'ensemble image de u.

f Important !

Ne pas confondre I’ensemble image u(E) = Imu et 'ensemble d’arrivée F' d’une application.
En effet u(E) = F <u est surjective.

Ex. 17.3 Soient F = {a;b;c}, F' = {r;s;t} et f: E — F définie par f(a) =r, f(b) =tet f(c) =t.
Que valent f ({b,c}) et f(E)?

Cor. 17.3
f({b.c}) ={t} et f(E)={r;t}.

Définition 17.2 (Image réciproque)
Si B est une partie de F', on appelle image réciproque de B par u le sous-ensemble de F
défini par {z € E,u(x) € B}

Autrement dit, c’est I’ensemble de tous les antécédents des éléments de B.

W’ Notation

| On note u=!(B) Iimage réciproque de B par w.
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f Important !

Cette notation préte & confusion puisque u~'(B) est toujours défini tandis que u~!, bijection

réciproque de u, n’est définie que si u est bijective.

Remarque

Avec les notations précédentes :
° u_l((Z)) =0
° u_l(F) =F
Pour une application linéaire v € £ (F, F'), par définition, Ker u :ufl({OF}).
Ex. 17.4 Soient £ = {a;b;c}, F = {r;s;t} et f: E — F définie par f(a) =r, f(b) =t et f(c) =t.
Que valent f~'({r}), f~({s}) et f7({t}).

Cor. 17.4
fHr) =Ha}, fH{shH =0 et fH({t}) = {bic}.

I.4. Fonction indicatrice

Définition 17.3 (Fonction indicatrice d’une partie)
Soit E' un ensemble et A € P(E). On appelle fonction indicatrice de la partie A de E
I’application
E = {01}
Lo 2€A = Tyx)=1
r¢g A — Tu(z)=0

Propriété 17.4

Etant donné un ensemble E et deux parties A et B de E, on a

1) 1g est I'application constante égale a 1. 5) A=B&1,=1p

2) 1y est application constante égale a 0. 6) Tlaynp =14 x1p

3) Ve € E,0 < 14(z) < 1. 7) Laug +Lang =14+ 15
4) ACB&1,<1p 8) Iz=1—14

P(E) — F(E,{0;1})

est bijective.
A = 14

9) L’application ® : {

é Démonstration

e Les trois premiers points sont évidents.
e Montrons que AC B< 1,4 < 1p.
Sens direct : supposons A C B. Six & A, alors 14(z) =0 donc 14(z) < 1p(z).
Sixz e A, alorsx € B donc 14(z) =1g(x) =1 et 14(z) < 1p(z).
Réciproque : supposons 1,4 < 1p.
Soit x € A. 14(x) =1 < 1g(x) donc Ig(x) =1 et x € B. Donc A C B.
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e A= B << 1,4 =15 semontre en utilisant deux fois la propriété précédente pour A C B
et BC A.
e Montrons que 1 pnp =14 X 15.
Sixze AN B, alors Lanp(xz) =1. De plus x € A et x € B donc L4(x) x 1p(z) =1 =
]lAmB(fE)-
Sinon, soit x ¢ A, soit x ¢ B, donc 14(x) x 1g(z) =0 = 1anp(x).
Finalement 1 4np = 14 x 15.
e Les deux points suivants se montrent de fagcon similaire.
P(E) — F(FE,{0;1})
A — 1y
Soit u € F(E,{0;1}) et A=u"1({1}).
Six € A alors u(x) =1, sinon u(x) # 1 donc u(x) = 0.
Donc u =14 donc O est surjective.

e Montrons que P : est bijective.

9 De plus @ est injective (car A = B < 1,4 = 1p) et par suite bijective.

I.5. Utilisations de ces notations en analyse et en algebre

Remarque

e Pour une application linéaire f d’un espace vectoriel F dans un espace vectoriel F, le
noyau Ker(f) est 'image réciproque de ........... ..o

e On peut utiliser la notion de fonction indicatrice pour définir certaine fonction en

analyse.
R - R

Par exemple la fonction g: { >0 — e peut aussi étre écrite, pour tout réel
r<0 — 0

z, g(z) = e x Lg: (2).

II. Cardinal d’une partie d’un ensemble

II.1. Cardinal et fonction indicatrice d’une partie

Lemme 17.5

Soit F un ensemble fini et A une partie de F.

Card A = Z T1a(z)

zelE

Conformément au programme officiel, cette propriété, tres intuitive, est admise sans démonstration.

I1.2. Cardinal d’une partie
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Proposition 17.6

Si E est un ensemble fini et A C E alors

Card A < Card B et CardA=CardE & A=F

fDémonstration

e Card A = Z]IA(x) < Z 1 =Card E.
el el

e SiA=F, Card A= Card E.
Sinon, il existe o € E,xo ¢ A d’ot 1 4(x9) =0 < 1.
Donc Card A = Z]IA(x) < Z 1 =Card E.

zel zel

\_ Donc Card A =CardE < A=F. y,

I1.3. Opérations sur les cardinaux

Proposition 17.7
Soient E un ensemble et A et B deux parties de F.

Card(AU B) = Card A + Card B — Card(AN B)

En particulier,

Card(AU B) < Card A + Card B

Card(AU B) = Card A+ Card B ANB =10
et Card A = Card E — Card A.

4 Démonstration

Card(AU B) Z]IAUB Z]IA —l—Z]lB Z]lAmB donc

zeFE zeE zeFE zeE

KCard(A U B) = Card A + Card B — Card(AN B).

Proposition 17.8
Si E et F sont deux ensembles finis, alors E X F est fini et Card(F x F') = Card E x Card F.

\

/Démonstration

Soient n le cardinal de E et b: E — [1;n] une bijection associée.

ExF = (U {b_l(i)}) x F = U ({67'()} x F) est une partition de E x F' donc
=1 i1
Card E x F = Z Card({b’l(i)} X F) d’apres la proposition précédente, d’ot

Card E x F = ZCardF — nCard F = Card E x Card F.

Une facon plus szmple de se représenter ce résultat consiste a se représenter les éléments de
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E x F, c’est-a-dire les couples formés d’un élément de E et d’un élément de F
comme les cases d’un tableau ou chaque ligne correspond a un élément de E et chaque colonne

a un élément de F :

1 Ja J
€1 (61;f1) (Gl;fz) (61;fp)

ea | (e2; f1) | (e25 f2) | . | (ea: fp) | Le nombre d’éléments de E x F est le nombre de cases

en | (ens f1) | (enifo) | - | (en; fp)
du tableau, c’est-a-dire n x p = Card ¥ x Card F.

-

Corollaire 17.9
Pour p € N*, Card (E?) = (Card E)”.

II.4. Principe additif, principe multiplicatif

a0 I
4 Méthode

Le principe additif de dénombrement est l'utilisation de la formule 17.7 aux problemes de

dénombrement. Il s’utilise lorsque ’on cherche a dénombrer des ensembles vérifiant une ow
plusieurs propriétés données : choisir les éléments vérifiant une premiere propriété ou
une seconde propriété ou. ..

Graphiquement, on représente ces problemes par des diagrammes de Venn (cf. chapitre 1
section I1.7.).

Le principe multiplicatif de dénombrement est 1'utilisation de la propriété 17.8 et de son
corollaire aux probléemes de dénombrement. Il s’utilise lorsque 'on cherche a dénombrer des
ensembles résultant de choix successifs : on choisit un premier élément PUIS un deuxieme
élément PUIS. ..

Graphiquement, on représente ces problemes par des arbres de choix.

- J

Ex. 17.5 Combien y a-t-il de mots possibles formés avec 2 lettres de 'alphabet ?
Combien y a-t-il de mots de 2 lettres commencant par la lettre a ou se terminant par la lettre z.
Combien y a-t-il de mots de 2 lettres distinctes?
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(" Cor. 17.5 A
On note A 'alphabet, Card A = 26.

Les mots de deux lettres sont les éléments de £ = A x A, il y en a donc 26 x 26 = 26

Notons A C F l'ensemble des mots de deux lettres commencant par a et B C E 'ensemble
des mots de deux lettres se terminant par z.

L’ensemble des mots de deux lettres commencant par a ou se terminant par z est AU B, il y
en a donc

Card AUB =Card A+ Card B— Card AN B =26+ 26 — 1 = 51.

L’ensemble C' des mots de deux lettres distinctes et ’ensemble D des mots de deux lettres

identiques forment une partition de E. Donc
CardC = Card F — Card D = 26 x 26 — 26 = 26 x 25. D

-

ITI. Cardinal et applications entre ensembles finis

III.1. Applications entre ensembles finis

Théoréme 17.10 (Cardinal et applications)
Soient E et F' deux ensembles finis, f € F(E, F).
e Card E > Card f(E) et CardFE = Card f(E) < f est injective.
e Si f est surjective, alors Card ¥ > Card F'.
e Si f est injective, alors Card £ < Card F'.
e Si f est bijective, alors Card £ = Card F'.
4 Démonstration A
e Par définition de f(E), chaque élément de f(E) posséde au moins un antécédent dans
E. La propriété Card E > Card f(E) s’en déduit immédiatement
avec égalité si et seulement siVy € f(E), Card f~'({y}) = 1, c¢’est-a-dire si et seulement
si f ingjective.
e Si f est surjective alors F' = f(F) donc Card E > Card F' d’aprés le point précédent.
e Supposons f injective. Comme f(FE) C E, on déduit du premier point que Card E =
Card f(F) < Card F' d’aprés la proposition 17.6.
e Si f est bijective, elle est injective et surjective, donc Card F' < Card E < Card F' donc
\_ Card F = Card F. D
Théoréme 17.11 (Applications entre ensembles de méme cardinal)
Soient F et F' deux ensembles finis, f € F(E, F). Si Card E = Card F' alors
(f injective) < (f surjective) < (f bijective).
/Démonstration R
e Si f est bijective, elle est par définition injective et surjective. Il suffit donc de démontrer
que si [ est surjective alors elle est injective et réciproquement.
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e Supposons f injective. Alors Card E = Card f(F) = Card F' donc f(E) = F d’aprés la
proposition 17.6. Donc f est surjective.
e Supposons f surjective. Alors Card f(E) = Card F = Card E donc [ est injective

d’apres le théoreme précédent.

o %
f Important !

| Ce théoreme est faux si E et F n’ont pas le méme cardinal ou s’ils sont infinis.
4 N

% Méthode

Le théoreme 17.10 s’utilise de la facon suivante : pour dénombrer un ensemble fini, on peut
montrer qu’il existe une bijection entre cet ensemble et un ensemble dont on connait le nombre
d’éléments.

En pratique, on ne justifie pas qu’il s’agit effectivement d’une bijection et on rédige simplement

par

k« Il y a autant de... » )

Ex. 17.6 Combien un n-gone (c’est-a-dire un polygone a n cotés) convexe (c’est-a-dire sans angle
« rentrant ») possede-t-il de diagonales?

/Cor. 17.6 A

Numérotons les sommets M; du polygone (c’est-a-dire choisissons une bijection de I’ensemble
des sommets vers [1;n]).
Il y a autant de vecteurs diagonaux W que de couples (i;5) € [1;n]* tels que i — j #
-1
0 [n] (c’est-a~dire qu’il existe une bijection entre les vecteurs diagonaux et ces couples).
1
En effet, si i = j, ]\m = ( n’est pas un vecteur diagonal et si i — j = +1 [n], [M;M;] est un
coté du polygone.
Or pour toute valeur de i € [1;n], il y a n — 3 valeurs de j € [1;n] vérifiant ces conditions.

Il y a donc n(n — 3) vecteurs diagonaux.

Or pour chaque diagonale [AM;M;] il y a deux vecteurs diagonaux MJW; et MjM; :donc il y a
n(n —3)
2
Exemples : il n’y a aucune diagonale dans un triangle,

diagonales dans un n-gone.

= 2 diagonales dans un quadri-

Klatére, etc. .. )

II1.2. Corollaire : principe des tiroirs ou principe de Dirichlet

5 Méthode
On appelle principe des tiroirs ou principe de Dirichlet le principe selon lequel

« Si on range n objets dans p tiroirs avec n > p, alors il y a au moins un tiroir contenant deux
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objets ou plus. »
Ce principe est la contraposée du théoreme 17.10 :
E et F deux ensembles finis, f € F(F, F), si Card E > Card F' alors f n’est pas injective.

En pratique, dans des exercices aux énoncés similaires, on démontrera la contraposée de

) ,
Kl énoncé. )

Ex. 17.7 Montrer que dans un groupe de 25 personnes, il en existe au moins 3 qui sont nées le
meéme mois.

/Cor. 17.7 R

On démontre la contraposée : supposons que quel que soit le mois de 'année, pas plus de

2 personnes ne soient nées durant le mois. Alors le nombre de personnes dans le groupe est

inférieur a 2 x 12 = 24. Donc dans un groupe de 25 personnes, il en existe au moins 3 qui sont

nées le méme mois.
\_nées le méme mois )

ITI.3. Nombre d’applications entre deux ensembles finis

Théoréme 17.12

Si E et F sont deux ensembles finis non vides, alors F(F, F') est un ensemble fini et

Card F(FE, F) = Card Fd¥

4 Démonstration

Numérotons les éléments z; de E avec i € [1;n].
Définir une application v € F(E,F), c’est donner, pour chaque z; € FE, la valeur
de u(z;) € F.
Autrement dit, choisir une application u € F(FE, F'), c’est :
e choisir u(x;) € F' : il y a Card F' = p choix possibles;
e PUIS choisir u(xs) € F : il y a p choix possibles;

e PUIS choisir u(z,) € F': il y a Card F' = p choix possibles.
Donc Card F(E, F) = p" = Card(F)“™dF,

\_

Remarque
En notant n = Card E, il y a donc autant d’applications dans F(FE, F') que de n-uplets

dans F™.

C’est la raison pour laquelle F(E, F) est aussi noté F¥.

II1.4. Cardinal de I’ensemble des parties

Théoréme 17.13

Soit F un ensemble fini de cardinal n. Alors I'ensemble P(E) des parties de E est fini et son
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cardinal vaut
Card P(E) =2"

\

(" Démonstration

D’apres la propriété 174, & : A € P(E) — ®(A) = 1,4 € F(E,{0;1}) est bijective donc
Card P(E) = Card F(E,{0;1}) = Card{0; 1}“ardE = on,

Autrement dit, choisir une partie A de E, c’est choisir une application u de E dans
{0;1} telle que u(z) =1 six € A et u(z) =0 si x ¢ A.

Il y a donc autant de parties de E que d’applications de E dans {0;1}.

Donc Card P(E) = Card F(E, {0;1}) = Card{0; 1} 24& = 27,

\_ J

IV. Listes

IV.1. p-listes d’éléments distincts d’un ensemble

Définition 17.14

Soit E un ensemble et p un entier.

p-liste d’éléments de E, p-uplet d’éléments de E et famille de p éléments de E
sont des synonymes.

On appelle p-liste d’éléments distincts de E tout p-uplet (xi)ieﬂl;p]] de E vérifiant
V(i;5) € [Ln],i# j = 2 # ;.

Plus simplement, ce sont les listes de p éléments de E, sans répétition possible d’un

méme élément.

Théoreme 17.15
Le nombre de p-listes d’éléments distincts d’un ensemble E de cardinal n vaut

n!

Al =0sip>n AP =
(n —p)!

sip<n

/Démonstration

eSi p > n, le principe de Dirichlet nous permet d’affirmer qu’au moins deux éléments de la
liste seront égaux : AP = 0.

eSi p < n, on fait une démonstration par récurrence finie sur p.

Initialisation : sip =0, la liste vide convient donc A% = 1.

Si p =1, toute liste de 1 élément de E convient donc Al = n.

Hérédaité : supposons la propriété vraie au rang p strictement inférieur a n et démontrons-

n!
la au rang p+ 1 < n. On a donc AY =

(n—p)!
Il y a autant de facons de choisir une liste a p 4+ 1 éléments distincts que de fagons de choisir

ses p premiers éléments puis le p + 1°™¢distinct des p premiers.
n!' x (n — ! !
Donc AP = AP x (n —p) = (n—p) = n = n )
, . (n—p)! (n—p—1! [n—(p+1)]
Conclusion : la propriété est initialisée en p = 0 et héréditaire tant que p + 1 < n, elle est
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Kdonc vraie pour tout p € [0;n]. J

IV.2. Nombre d’injections entre deux ensembles finis

Théoréme 17.16

Soient E et F' deux ensembles finis non vides. On note n = Card £ > 0 et p = Card F' > 0.
Alors le nombre d’injections de F' — E est A?.

\

( Démonstration
Il suffit de remarquer que définir une injection c¢’est donner la liste de ses images distinctes

(puisqu’il s’agit d’une injection). Il y a donc autant d’injections de F' dans E que de Card F-

khstes d’éléments distincts de E. )

IV.3. Nombre de bijections entre deux ensembles finis

Théoréeme 17.17

Soient E et F' deux ensembles non vides finis de méme cardinal n € IN*.

Le nombre de bijections de E dans F' vaut A} = n!

~

4 Démonstration

Les deux ensembles ont méme cardinal donc toute injection est bijective. Donc le nombre de

bijections est égale au nombre d’injections et vaut
! !
An= 1 _ Ty
" (n—n) 1

-

Définition 17.18

Dans le cas particulier ou £ = F', les bijections sont appelées permutations de E. Le nombre

de permutations d’une ensemble F de cardinal n € IN* est donc n!.

ﬁ Notation
L’ensemble des permutations d'un ensemble fini E est noté S(E).
L’ensemble des permutations de [1;n] pour n € IN* est noté S,,.
Les permutations d'un ensemble fini se notent de la facon suivante : on écrit sur une ligne les

éléments de E, et sous chaque élément, son image.

Ex. 17.8 Soient ’ensemble F = {a, b, ¢} et la permutation ¢ = ( z 2 Z )
Calculer ¢ o ¢(a), ¢ o ¢(b), ¢ o ¢(c). Que vaut po ¢ ?

Cor. 17.8
¢odla) =¢(c) =a, po¢(b) = d(b) =b, pod(c) = ¢(a) = c. Donc ¢ 0 ¢ = idp.
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V. Combinaisons

V.1. Définition

Définition 17.19

Sous-ensemble, partie, combinaison sont des synonymes. Plus précisément :
Soit E' un ensemble fini de cardinal n € IN. Soit p € [0, n].

On appelle combinaison de E tout sous-ensemble de E.

De méme, on appelle combinaison de p éléments de E tout sous-ensemble de E de cardinal

yo

V.2. Expression du nombre de combinaisons

Proposition 17.20
Pour CardE=n e Net p € [0;n],ily a

combinaisons de p éléments de F.

4 Démonstration A
|
Si p = 0, le seul sous-ensemble de £ & 0 élément est () et ﬁ =1.
(n —0)!
Sinon, choisir une injection de [1;p] dans E consiste a choisir son image A C F PUIS a
choisir une bijection de [1;p] dans A.
On applique alors le principe multiplicatif :
eil y a p! bijections de [1;p] dans A;
n
eil y a combinaisons A de p éléments de F';
p
n
eil y a donc p! x ( ) = A? injections de [1;p] dans FE.
p
AP !
Donc = — = T combinaisons de p éléments de F.
L p pt pl(n—p)! J

Propriété 17.21

—1 —1
Vn € N*,V¥p € [1;n] ,( " ) = ( " ) ) - ( " ) : démonstration combinatoire.
p p— p
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\

/Démonstration

On partitionne ’ensemble des combinaisons de p éléments de E en celles comprenant un

élément xg € F fixé, et celles ne comprenant pas xg. On utilise alors la proposition ?7.

N J
Corollaire 17.22
~ n
Vn € N, Z = 2" : démonstration combinatoire.
k=0 k
é Démonstration N

11 suffit de remarquer que la relation =< définie sur P(F) par A < B < Card A = Card B est

une relation d’équivalence. Elle partitionne donc P(E) comme réunion des combinaisons de p

éléments avec p € [0;n].

\ J

Ex. 17.9 On appelle partition d’un entier n strictement positif toute écriture de n comme
somme d’entiers strictement positifs.

Par exemple, il y a quatre partitions de 3 quisont : 3 =24+1=1+2=1+4+1+1.

Ou encore, il y a huit partitions de 4 quisont : 4 =3+1=2+4+2=2414+1=143=14+2+1=
1+14+2=1+1+1+1.

Montrer qu’il y a 2"~! partitions de n € IN*.

/COI'. 17.9 R

Soit n € IN*. On note sous la forme d’une liste toute partition de cet entier : par exemple,
142+ 3+ 1 qui est une partition de 7 est notée (1;2;3;1).

Soit P, I'ensemble des partitions de n et P, 'ensemble des parties de [1;n].
k

Soit ¢ : P, — P, qui a une partition v de n associe ’ensemble des sommes partielles Z Uj. ¢
j=1
est une bijection, puisque qu’étant donné une partie de [1;n], on peut retrouver la liste dont

elle est I'image en effectuant les différences consécutives des éléments de cette partie.
Par exemple ¢((1;2;3;1)) = {1;3;6; 7} et pour retrouver la liste dont cet ensemble est I'image
il suffit d’écrire (1;3 —1;6 —3;7—6) = (1;2;3;1).

Il y a donc autant de partitions de n que de parties de [1;n], c’est-a-dire 2"~

-

V.3. Utilisation : calcul du nombre d’anagrammes d’un mot

(" _ I
4 Méthode

De nombreux problemes de dénombrement peuvent étre modélisés par le calcul du nombre

d’anagrammes d’un mot donné.
Les méthodes suivantes peuvent étre utilisées pour ces calculs :
e lorsque toutes les lettres du mot sont distinctes, le nombre d’anagrammes est le nombre
de permutations des lettres du mot

e lorsque plusieurs lettres sont identiques, dénombrer les anagrammes revient a choisir
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d’abord la position des lettres identiques parmi les positions possibles, puis
a obtenir le nombre de permutations des lettres restantes.
Ex. 17.10
1) Combien y a-t-il de mots formés des 26 lettres de 1'alphabet, utilisées chacune une seule
fois 7

2) Combien y a-t-il de mots de 26 lettres (choisies dans 'alphabet, sans autre contrainte) ?

4
5

)

3) Combien y a-t-il de mots de 26 lettres ne contenant que des A et des B?
) Combien y a-t-il de mots de 26 lettres contenant exactement 13 lettres A et 13 lettres B ?
)

Combien y a-t-il d’anagrammes du mot ABAISSER?
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Maths - Chapitre 18
Matrices

E but de ce chapitre est de faire le lien entre le calcul matriciel d’une part et les espaces
£ vectoriels et applications linéaires d’autre part. Ce lien sera assuré en particulier par le
théoreme 15.39. Les chapitres 12, 15 et 10 sont a réviser. Notamment, dans le chapitre 10, le
paragraphe II.1. sur le produit matriciel, le paragraphe [.7. sur les propriétés du produit matriciel
et le suivant sur les regles qui ne sont plus valables pour ce produit doivent étre connus, ainsi que
les méthodes sur le calcul de I'inverse d’une matrice inversible par exemple.
De méme, les paragraphes II., I1I. et V. du chapitre 15 doivent étre parfaitement connus.
Dans tout ce qui suit, n et p sont deux entiers naturels non nuls, E et F' deux espaces vectoriels

de dimensions respectives n et p et (IK, +,.) désigne un corps - pour nous K = R ou K = C.

I. Rappels et compléments

I.1. Matrices diagonales

Définition 18.1 (Centre (hors-programme))

| On appelle centre de M, (K) I'ensemble des matrices M qui commutent avec toutes les
matrices de M,,(K).

Remarque

Le centre de M,,(IK) est non vide puisqu’il contient la matrice identité.
puisq

Théoreme 18.2
Le centre de M,,(K) est Vect(Z,).

[ Démonstration hors programme R

Soit M une matrice du centre de M,,(K). Puisqu’elle commute avec toute les matrices de
M, (K), elle commute notamment avec les matrices d’opérations élémentaires.

En écrivant cela pour les matrices de dilatation, on montre que M est une matrice diagonale.
Puis en ’écrivant pour les matrices de transvection, on montre que tous les coefficients diago-
nauzr de M sont égauz, donc qu’il existe A € IK tel que M = \I,,.

Réciproquement, une matrice de cette forme commute avec toute matrice donc appartient au

\_ centre. )

Remarque

En particulier les matrices diagonales ne commutent pas avec toutes les ma-
trices de M, (K).
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Ex. 18.1 Calculer AB et BA pour :
1 0 1 2
.A_(OQ)etB_(34)7
1 2 3 -1
(P2 )ano( 3 )

(" Cor. 18.1 A
e AB = L2 et
6 8
a1 4
3 8
.AB:(l 5)6’5
5 1

BA = Lo = BA.
5 1

\_ Les matrices A et B commutent donc. )

Propriété 18.3

Multiplier une matrice A € M,, ,(K) @ gauche par une matrice diagonale D revient a multi-
plier chaque ligne de A par le coefficient diagonal de D de méme indice de ligne.

Multiplier une matrice A € M,, ,(KX) @ droite par une matrice diagonale D revient a multiplier

chaque colonne de A par le coefficient diagonal de D de méme indice de colonne.

I.2. Applications linéaires : rappels

Théoréme 15.39 : définition d’une application linéaire par les images des vecteurs
d’une base

Soient B = (ey, €9, ..., €,) une base de 'espace vectoriel E (qui est donc de dimension finie n) et
F = (v1,v,...,v,) une famille de n vecteurs de 'espace vectoriel I, supposé ici de dimension
quelconque, finie ou infinie.

Alors il existe une unique application linéaire ¢ : ' — F telle que Vi € [1;n], ¢(e;) = v;.
Ex. 18.2 Soit f l'application linéaire de £(RR?) out R? est rapporté & sa base canonique (i; j; k)

vérifiant
f) = 20 — 3j
fGy = 3i + j — 4k
f(k) = 11; — 8k
Calculer Ker f et Im f.
[ Cor. 18.2 ™

Soit u = xi + yj + zk € R3.
Cherchons (z,y,z) € R? tels que f(u) =0 :
fu) =2xi—3zj+3yi+yj—4dyk+ 1125 —8zk = (2x+3y)i+ (—3x+y+11z2)j+ (—4dy —82)k =
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2x 4 3y = 0
04 3Bz+y+1lz = 0
—4y — 8z = 0
2z + 3y =0
x 3z
&9 1lly+222 = 0 & {
y = —2z
—4y—8z = 0
Donc Ker f = Vect(3; —2;1).
Le théoreme 15.51 du rang permet d’affirmer que rg f = dimIm f = 3 — 1 = 2. Par ailleurs,

kf(i) # 0 et f(j) n’est pas colinéaire a f(i) donc Im f = Vect(f(4); f(j))- )

Théoréme 15.53 : caractérisation des isomorphismes en dimension finie
Soient E et F' des espaces vectoriels de méme dimension finie et ¢ € L (E, F).

Alors ¢ injective < ¢ surjective < ¢ bijective.

I.3. Sous-espaces vectoriels et notion de dimension : synthese

Il faut connaitre tous les espaces vectoriels de référence dont un résumé se trouve dans le chapitre

15, section I.3.

~

 Pour montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F

e On peut montrer que
* FCFl,
* Op € F;
* F' est stable par combinaisons linéaires, c¢’est-a-dire

V(u;v) € F2¥(\p) € K2  Mu+pv € F

e On peut montrer que F'= G N H ou G et H sont deux sous-espaces vectoriels connus
de E.

e On peut montrer que F' = G + H ou G et H sont deux sous-espaces vectoriels connus
de E.

e On peut montrer que F' = Vect(F) ou F est une famille finie de vecteurs de E.

e On peut montrer que F' = Keru ot u € L(E, E').

e On peut montrer que F' = v(A) ou v € L(E", E) et A est un sous-espace vectoriel de

_ E". Y,

\

/Notion de dimension

e On dit que E est un espace vectoriel de dimension finie s’l existe une famille finie
génératrice de F.
Dans ce cas, le théoreme d’extraction de base garantit que 'on peut extraire de cette
famille une sous-famille a la fois génératrice et libre : E possede donc une base.

e Le lemme fondamental permet alors de montrer que toutes les bases d’un méme

espace vectoriel ont méme nombre de vecteurs : ce nombre est caractéristique
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de 'espace vectoriel et s’appelle dimension de I’espace vectoriel.

e Si F' est un sous-espace vectoriel de E et s’ils sont tous les deux de dimension finie alors
dimF <dimFE

De plus, si dim F' = dim F alors F' = E.
e Formule de Grassmann : F' et G étant deux sous-espaces vectoriels de E (de di-

mension finie),

dim(F 4+ G) =dim F +dimG —dim F NG

e Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et uw € L (E, F).

* Par définition, Im u est un sous-espace vectoriel de F'.
Donc rgu = dimImu < dim F'.

* L’image par u d’une famille génératrice de E est une famille génératrice de Im w.
Donc rgu = dimImu < dim F.

* u est surjective si et seulement si Imu = F'.
Dans ce cas, on a donc rgu = dim Imwu = dim F' < dim F.

* Théoréme du rang : dimImu + dim Ker v = dim F.

* u est injective si et seulement si Keru = {0g}.
Dans ce cas, on a donc rgu = dim Imwu = dim £ < dim F'.

* Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme lorsque F # F, ou
automorphisme lorsque E = F'.
Deux espaces vectoriels sont dits zsomorphes s’il existe un isomorphisme
entre ces deux espaces vectoriels.

Si F et F' sont isomorphes, alors il existe une application linéaire bijective de E dans

%

F : d’apres ce qui précede, on a donc
dim F < dim F < dim F c’est-a-dire dim £ = dim F'.

* u est bijective si et seulement si I'image de toute base de E est une base de F.

N /
Ex. 18.3 Soient n € N*, E =R, [X],¢p: Pe E— P(X +1) € E.
1) Quelle est la dimension de R,,[X]?
2)
3) Calculer I'image par ¢ de la base canonique de E.
)

4

Montrer que ¢ est linéaire.

Montrer que ¢ est un automorphisme.
5) Calculer ¢(Q) ou Q = Z( Z )(—1)"’“)(’? En déduire des propriétés des coefficients
k=0

binomiaux.

(" Cor. 18.3 A
1) dimR,[X] =n + 1.

2) Soient P et () deux polynémes de E, A, i deux réels.

PAP + pQ) = AP(X + 1) + pQ(X + 1) = Ao(P) + pno(Q).
Donc ¢ est linéaire.
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3) Soit k € [0;n].

¢(Xk):(X+1)k:Z( ’; )X

Notamment deg ¢(X*) = k.
4) L’image par ¢ de la base canonique est la famille F = (1; X+1;(X+1)%..5 (X + 1)”)

qui est une famille de n + 1 polynomes de R,,[X] échelonnée en degrés. C’est donc une
base de R,,[X].
Donc ¢ est bijective (elle envoie une base sur une base), linéaire, de E dans E : c’est

un automorphisme de F.

5) Caleulons ¢(Q) ot Q = i( Z ) (—1)"k x*k,
k=0

Remarquons que @ = (X — 1)™.
Donc ¢(Q) = (X +1—-1)" = X™

On aurait aussi pu utiliser la linéarité de ¢ :

= n n k .
= —1 n—k Xk — -1 n—sz
En utilisant ces deux expressions de ¢(Q), on en déduit donc que :

o Vi€ [0;n—1],
S5 )=

. Pouri:n:zzzn(Z)(lz)(—l)”_kzl.
N

II. Les diverses interprétations vectorielles des matrices

%

I1.1. Matrice d’un vecteur dans une base

Définition 18.4

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension n, B = (e, e, ...,€,) une base de E et u un
vecteur de E.

On appelle matrice de u dans B la matrice

n

(Ti)ic, OU u= Z i€

=1

Autrement dit, Mats(u) est la matrice colonne composée des coordonnées de u dans B.

ﬁ( Notation
| On note Matp(u) la matrice de u dans B.

Ex. 18.4 Dans R?, on note B la base canonique et u = (7;3; —2).
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1\/Iat3 (u) =

Cor. 18.4

Matg(u) = 3
-2

Ex. 18.5 Dans R, [X], on note C la base canonique et P = (X + 1)".

Mate(P) = - ( )ie[[l'nﬂﬂ.

(" Cor. 18.5

n
' n
Mate(P) = : - ( ( i—1 ) )ie[[l'n—i-l]].

I1.2. Matrice d’une famille de vecteurs

Définition 18.5

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n, B = (ej, s, ...,e,) une base de E et § =
(w1, ug, ..., up) une famille de p € IN* vecteur(s) de E.

On appelle matrice de S dans B la matrice

J<p

(wij)icn avec Vj € [L;p],u; = Z U je;
i—1

Autrement dit, Matg(S) est la matrice (U;|Us|...|U,) des colonnes U; composées des coordon-

nées des u; dans B.

Notation
On note Matz(S) la matrice de S dans B.
Lorsque la famille S ne contient qu'un seul vecteur u, la matrice de la famille est celle du

vecteur.
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Ex. 18.6 Dans R?, on note B la base canonique et S = ((1;0;3); (—1; —1;2)).

Matg(«S) =
Cor. 18.6
1 -1
Matp(S) = 0 —1
3 2

Ex. 18.7 Dans R, [X], on note C la base canonique et F = (X*(1 — X)”*k)ke[[o.n]].

M = Mate(F) = — (

€[lin+1] "
FE[m+1]

n

Calculer ") xk(1 — X)" k. En déduire une propriété vérifiée par les colonnes de M.
k

k=0
/Cor. 18.7 A
1 0 e 0000
-n 1 :
M = Matc<./—") = : :
(=) n (=1)"2%(n-1) 1 0
N T I
i nt1—1J p
Donc M = | (=1)"" o en posant =0 pour k < 0.
1= ie[ln+1] k
jeln+1]
Deplus [ | X*(1—X)"F = (X +1-X)"=1.
=k
Donc les colonnes C, Cs, ..., C,y1 de M vérifient
n 1
n
Z( : )Cj—l =1 :
=0\ J 1
\ J

f Important !
La matrice d’'une famille S dépend de la base B dans laquelle on décompose les
vecteurs de S. Pour cette raison, il ne faut pas oublier de préciser dans quelle base s’effectue

la décomposition : Mats(S).

I1.3. Matrice d’une application linéaire
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Définition 18.6

Soient E et F deux IK-espaces vectoriels de dimensions finies avec p = dim E € IN* et n =
dim F' € IN*.

Soient B = (ey, €, ..., €,) et B = (f1, fa, ..., fn) des bases respectives de E et F'.

D’apres le théoreme 15.39, 2l existe une unique application linéaire ¢ telle que

n

i€ [Lpl,6(e;) = D aiifi

=1

On appelle matrice de ¢ relativement a B et B’ la matrice (a; ;)i<n.
J<p

Notation
| On note Matg g (¢) la matrice de ¢ relativement a B et B

On a donc
¢(er) olea) -+ ¢ (ep)
fi |/CL1,1‘| |/CL1,2‘| |/CL1,p‘|
MatB,B/(¢):Matg/(gb(el),gf)(eg),...,gb(ep)): f‘g :a271: :0,272: :0,2713: EMmp(]K)
3 RN L
. | | |
fo \ing) inal o 1ng)
Ex. 18.8

Quelle est la matrice associée & ¢ : (7;y; 2) € R3 — (2 +y; —2x + 3y) € R? relativement aux bases
canoniques B et B’ de R? et R??

Matg s (¢) =
7T -1 2
Quelle est I'application linéaire y : R? — R3 associée a la matrice M = -3 1 0 donnée
4 —6
dans la base canonique de R??
X o (53 2)
Cor. 18.8

Matpg s () = ( _12 il)) 8 )

X(x;y;2) = (Tx —y + 22, =32 + y; 4o + by — 62).

Ex. 18.9 On reprend l'application ¢ : P € R,,[X] — P(X + 1) de l'exercice 18.3.
Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R,,[X].

( Cor. 18.9 W
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11 1 \
01 2 n
Mats(¢)=| 0 0 1 (Z) :((jill)) |
L L0 0 o 1 ) )

I1.4. Cas particuliers

Notation
Lorsque ¢ est un endomorphisme de E rapporté a une base B, c’est-a-dire lorsque

¢ : ... — ..., on note plus simplement Matg(¢) = Matg (o).

f Important !

Il est cependant possible de rapporter un méme espace vectoriel £ a deux bases différentes
B et B et d’écrire la matrice d'un endomorphisme ¢ de F rapporté a B pour les vecteurs
de départ et a B’ pour leurs images : Matg 5 (¢) pour ¢ € L(E). Nous verrons méme
plus loin que cette possibilité offre une excellente interprétation géométrique

aux matrices carrées inversibles !

Définition 18.7

On appelle application linéaire canoniquement associée a une matrice A € M,, ,(K)

I'application ¢ € L(...,...) dont la matrice relativement aux bases canoniques B de ... et B’ de
... est A.
1 2
Ex. 18.10 Quelle est l'application linéaire canoniquement associée a A = 3 4 |7 Est-elle
5 6

injective 7 Quel est son rang ?

Cor. 18.10

da(r;y) = (x4 2y; 3z + 4y; 5 + 6y) € R>.

C’est une application injective car ¢4(x;y) = (0;0;0) = (x;y) = (0;0) (systeme immédiat).
Enfin, le théoréme du rang permet d’affirmer que rg ¢, = dim R? — dim Ker ¢4 = 2.

I1.5. Remarques

1) Si on change les bases des ensembles de départ ou d’arrivée d’une application linéaire, la

matrice associée a l’application linéaire est complétement modifiée !

2) La matrice de 'application nulle est la matrice nulle quelles que soient les bases des espaces

de départ et d’arrivée.
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3) MAIS, la matrice de 'application identité £ — E n’est la matrice identité que si E
est rapporté a la méme base au départ et a l’arrivée !
Matg(Idg) = I, pour dim £ = n.

Ex. 18.11 Soit ¢ : { EQ[X] : E,Z[X] et les bases B = (1; X; X?) et

B = (X(X = 1); X(X +1); (X — 1)(X +1)) de Ry[X].
Ecrire Matg(gb), Matgﬁf((ﬁ) et Mat3/(¢).

(" Cor. 18.11 R
p(1) =0 ¢(X) P(X?) =2X.

=1

01

Donc Matg(¢p) = 0 0
0 0

S NN O

Pour obtenir Matg s/(¢), il faut obtenir les coordonnées de ¢(X) =1 et ¢(X?) = 2X dans B'.
Soit 1 =aX(X —1)+bX(X +1)+c¢(X —1)(X +1).

En évaluant en —1, 0 et 1, on obtient a =1/2,b=1/2 et ¢ = —1.

De méme, on obtient X = ZLX(X — 1) + X (X +1) +0 x (X — 1)(X + 1).

0 1/2 -1
Donc MatB’B/(gb) = 0 1/2 1
0 -1 0
Enfin, de la méme maniere, on obtient
-3 1
2> 3 1
Matg/(¢) = % % 1
1 =1 0
\_ /

I1.6. Théoreme d’isomorphisme

Théoréme 18.8 (Admis)

Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n rapportés respecti-

vement aux bases B et B'.
L (E, F) — ./\/ln,p(]K)

0 = O(¢) = Matg s (¢)

L’application © : est un isomorphisme d’espaces vecto-

riels.

Corollaire 18.9

Pour F et F' deux IK-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n, L (E,F) est de
dimension finie et dim £ (E, F) = dim M,, ,(K) =n x p = dim £ x dim F'.

I1.7. Image d’un vecteur par une application linéaire
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Proposition 18.10

Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n rapportés respecti-
vement aux bases B = (ey, €s,...,€,) et B = (f1, fa, ..., fn), ¢ € L(E, F') associée a la matrice
I

i
M = Matgp/(¢) € M, ,(K) et u € E de coordonnées X = .2 € M, 1(K) dans B.

Lp
Alors les coordonnées de ¢(u) € F dans B sont les coefficients de M X .

é Démonstration

Soit u de coordonnées (xy, xa, ..., x,) dans E.

Par linéarité, ¢(u) = Z z;p(e;).

Jj=1

Or, par définition, ¢(e;) = Zmi,jfi-
i=1

n )4 p
Donc ¢(u) = Z (Z miijj) fi a pour coordonnées (Z miijj) dans B'.
i€[1;m]

i=1 \j=1 j=1
On reconnait la définition des coefficients du produit M X, ce qu’il fallait démontrer.

- J

Ex. 18.12 Quelle est I'image du vecteur (—2;1) par application linéaire canoniquement associée

) 0
1
—4

Donc l'image du vecteur (—2;1) est (0; —2; —4).

\_

I1.8. Deuxieme interprétation du produit matriciel

Proposition 18.11

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n rapportés respecti-
vement aux bases B = (ey, ea, ..., €,) et B’ = (f1, fa, ..., fn), ® € L(E, F) associée a la matrice
M = Matg g ().

Soit par ailleurs S = (uy, ug, ..., u,) une famille de ¢ € IN* vecteur(s) de E associée a la matrice
S = Matg(S).

Alors

MS = Mat&B/(Qb)MatB(S) = Mat3’<¢ (ul) 7¢ (UZ) RS ¢ (uCI)) = MatB'(¢($))
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\

/Démonstration

En vertu du théoreme précédent, il s’agit simplement de la traduction du théoreme ?? affirmant
que pour si A € M,, ,(K), B = (U;|Us]...|U,) € M, ,(K) on a

I1.9. Troisieme interprétation du produit matriciel

Proposition 18.12

Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels de dimensions respectives ¢, p et n rapportés
respectivement aux bases B = (ey, €2, ..., €;), B’ = (f1, f2, ..., ) et B” = (g1, g2, -, gn)-

Soient ¢ € L (E, F) et ¢ € L(F, Q).

Alors

Matg’[g//((ﬁ o Qb) = MatB’,B”(¢)MatB,B’<¢)

/Démonstration

Matg (¢ 0 @) = MatB//(w o ¢(B)) par définition
= MathBn(iﬂ)MatB/(MB)) d’apres le théoréme précédent

= Mat317311<¢)Mat3731(¢) par définition
- J

Ex. 18.13 On reprend I'application ¢ : P € R,,[X] +— P(X + 1) de I'exercice 18.3.
On définit de plus ¢ : P € R,,[X] — P(X —1).

Que peut-on dire de pop? de pop?

Donner la matrice A = Mate(¢), B = Matc(1)) puis calculer AB et BA.

(" Cor. 18.13 )
po1 =1idg et Yo ¢ =idg : ce sont deux bijections réciproques I'une de 'autre.
—1
A = Mate(¢) = ‘7 ) par définition et
Z —

t,j€[1;n+1]

(-1
B = Mate(y) = ((—1)Z—J ( J )) .
=1 -
3,j€[1;n+1]
Enfin AB = Matc(¢ o) = Mate(id) = 41 et

BA = Mate (¢ o ¢) = Mate(id) = I41.

-

I1.10. Cas particuliers

1) Si ¢ et ¢ sont des endomorphismes de E rapporté a B alors Matg(¢o¢) = Matg(y)Matg(¢)
et Matg(¢ o) = Matg(¢)Matg(?)) : le produit matriciel n’est pas commutatif car ........

2) Si ¢ est une forme linéaire de £ rapporté a B alors Matg (1)(¢) = (..oooveiviieiiiiiiiinns ) : une

matrice-ligne s’interprete naturellement comme . ....... ... )
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ITI. Isomorphismes et changements de bases

II1.1. Caractérisation des isomorphismes par leur matrice

Théoreme 18.13

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension n rapportés respectivement aux

bases B = (e1, s, ..., e,) et B = (f1, fo, .., fn)-
¢ € L(E,F) est bijective si et seulement si Matg 5(¢) € GL, (K).

On a de plus dans ce cas,
Matg s (¢~") = Matg g (¢)

~

/Démonstration

Sens direct : supposons ¢ € L (E,F) est bijective avec E et F' de méme dimension n
rapportés aux bases données par 1’énoncé.

Alors, d’apres la proposition 18.12; on a

Matg (¢! o @) = Matp g (¢~') Matg g (¢) d’une part et

Matg 5(¢p~! 0 ¢) = Matp 5(idg) = I,, d’autre part.

De méme, en écrivant la matrice de ¢ o ¢~ dans B’ on obtient

Matg g (¢)Matp 5 (¢71) = L.

Donc Matg g (¢) est inversible et

Mats 5 (¢) " = Mats 5 (¢7)

Réciproquement : supposons que A = Matg g (¢) € GL, (K).
Soit B = A~! et ¢ I'application linéaire de F dans F définie par Matg 5(v) = B.

Alors en écrivant les produits AB = [,, et BA = I,, comme matrices des composées de ¢ et ¥

on montre que ¢ est bijective et que ¥ = ¢~ L.

\ J
IT1.2. Caractérisation des matrices inversibles

Proposition 18.14

A € M, (K) est inversible & 3B € M, (K),AB = I, & 3B € M, (K), BA = I,.
é Démonstration N

On montre la premiere équivalence, la seconde se montrant de facon similaire.

Le sens direct est évident puisque A est inversible si et seulement si 3B € M,,(K),AB =
BA=1,.

Réciproque : supposons que AB = I, et soient ¢ et v les applications linéaires canoniquement
associées aux matrices A et B.

Alors I'égalité AB = I, s’écrit Mate (1) o 1)) = Matce(id) ou C est la base canonique de K".

Donc ¢ o) = id et ¢ est surjective, 1 injective.
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Donc d’apres le théoreme 15.53, ¢ et ¢ sont bijectives et réciproques 'une de 'autre.
On conclut en utilisant le théoreme précédent.

II1.3. Matrices de passage

Définition 18.15

Soient F un K-espace vectoriel de dimension n et B = (e, e, ...,e,) et B = (f1, fo, ..., fn)
deux bases de E.

On appelle matrice de passage de la base B a la base B’ la matrice Matg (B').

Autrement dit, la matrice de passage de B a B' est la matrice de la famille B’

exprimée dans la base B.

tﬂf Notation

| On lanote pg.

Remarque
On a aussi P§ = Matg (B') = Matp 5 (1dg).
Notamment, toutes les matrices de passage sont. ................................. )
B effet, .

II1.4. Propriétés des matrices de passage

Propriété 18.16 (Inverse d’une matrice de passage)

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension n et B = (eq, €, ..., €,) et B = (f1, fo, ..., fn) deux
bases de E. Alors :
(PY" = P8

/Démonstration A

(Pg/)_l = Mats (B)"" par définition
Matg 5 (IdE)_l

= NlatB,B’ (Id;;l)

= Matg (B)

= Pg/

- /

Propriété 18.17 (Produit de deux matrices de passage)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et B, B’ et B” trois bases de E. Alors :

B pB’ _ pB’
PB PB’ - PB
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( Démonstration R
PEPE" = Matg (B') Maty (B”) par définition
= Matg/ﬁ (IdE) MatB//ﬁ/ (IdE)
= MatBu’B (IdE)
Matg (B”)
— PB//
N ° /
Ex. 18.14 ¢ Dans R?, on note B la base canonique et B’ = ((1;1); (2;3)).
Pg’:( )etPg:( )car
e Dans Ry[X], avec B la base canonique, B/ = (X(X 4+ 1); X(X 4+ 2); (X + 1)(X +2)) et B” =
(1; X;2X2% - 1).
Pg/ = et Pg” = car
Calculer les autres matrices de passage entre les différentes bases données.
[ Cor. 18.14 "
B 1 2 - 3 =2
o PP = L3 et Py, = L car (1;0) = 3(1;1)—(2;3) et (0;1) = —2(1;1)4(2;3).
00 2 1 0 -1
e PF=1 123 |etP§=[01 0 |carX(X+1)=0+1X+1X% X(X+2)=
111 00 2

0+2X+1.X%et (X4+1)(X+2)=2+3.X+1.X2%

Pour obtenir les autres matrices de passages, il faut obtenir de chaque base dans une autre
base.

Par exemple, 1 = aX (X + 1) + bX (X + 2) + ¢(X + 1)(X + 2). On cherche (a;b;c) € R®.
Pour cela on évalueen X =0:2c=1=c= %

EnX:—l:b:—l.EtenX:—2:a:%.

On fait de méme pour X et X? et on obtient :

e
B _
PL= -1 1 -1
0 0
On a aussi Pg, Pg” = Pg,”.
1 1 7
) -1 2 10 -1 i -1 1
Donc P =| -1 1 -1 01 0 |=(-1 1 -1
1 1 —1
0 0 00 2 0 F

. ! . . 1" 1!
Pour les matrices P8, et PE, on peut par exemple inverser les matrices P5" et PB".

-

II1.5. Formules de changement de bases
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Proposition 18.18 (Formule de changement de bases pour un vecteur)

Soient £ un IK-espace vectoriel de dimension n de bases B et 5.

Yu € F, Matlg/(u) = Pg,MatB(u) = MatB/(B)MatB(u)

(" Démonstration N
On reprend les notations de 1’énoncé. Soit u € E. Alors
PBB,MatB(u) = Matlg’g/ (IdE) Matg(u)
= Matg (Idg(u)) d’apres la proposition 18.10
= 1\4&1]3/ (u)
o %

Ex. 18.15 Exprimer les coordonnées du polynoéme P = 3X? + 5X — 4 dans les trois bases de
I’'exemple précédent.

(" Cor. 18.15 )
—4
Dans la base B, P = 3X? + 5X — 4 a pour coordonnées )
3
Dans la base B, P = 3X? + 5X — 4 a pour coordonnées
—4 e —4 -1
Pl 5 = -1 1 -1 5 |=| 6
% 0 0 3 -2
—4
De méme, dans la base B”, P = 3X? + 5X — 4 a pour coordonnées Pg// 5
3
o %

Proposition 18.19 (Formule de changement de bases pour une application linéaire)

Soient E de bases B et B’ et F' de bases C et C' deux IK-espaces vectoriels de dimensions

respectives p et n.
_ pB _ pC
Onnote P = P; et Q = P; .

Vo € L (E,F),Matg ¢ (¢) = PSMatpc(¢)P§ = Q 'Matp o (¢) P

(" Démonstration N
On reprend les notations de I’énoncé. Alors :
PgNIatB7c(¢)P§/ = R/Iatc/ (IdF (C)) R/Iatgyc(¢)1\/lat3 (IdE (B,))
= Mate (Idpogoldg (B'))
= Mat[g/’c/ (QZS)
\_ %

Proposition 18.20 (Formule de changement de bases pour les formes linéaires)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n de bases B et B'.
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On note P = Pg'.

Vo € L (E,K),Matp (¢) = Matg(¢)PE = Matg(¢) P

Proposition 18.21 (Formule de changement de bases pour les endomorphismes)

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n de bases B et 55'.
On note P = PE et A = Matg(¢).

Vo € L (F), Matg(¢) = PEMatg(¢)P§ = P1AP

I11.6. Matrices inversibles : résumé

Soit A € M,,(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) A est inversible;
9) 3B € M, (K), AB = I,
3) B e M, (K), BA=1,;

5
6

A est une matrice de passage entre deux bases de K" ;

)
)
4) Dapplication linéaire ¢ : K™ — K" canoniquement associée a A est bijective;
)
) VW € K", AV = W admet une unique solution V' € K" ;

)

7) AV = Ok» admet une unique solution Og» € K.

s I
X;\k Méthode

En pratique, pour déterminer l'inverse d’une matrice A, on utilise ’avant-derniere propriété
~ (I,|B) et
b (1,|B) e

A est alors inversible et A=! = B, ou bien le systeme est de rang strictement inférieur a n et

qui revient a résoudre un systéme de n équations a n inconnues : ou bien (A|l,)

A n’est pas inversible.

Une autre méthode fructueuse est 'interprétation de la matrice A comme matrice d'une ap-

plication linéaire ou comme matrice de passage.

\_

7 Méthode
Pour montrer qu’une famille de n vecteurs est une base d'un espace vectoriel de dimension

n, il suffit de montrer que la matrice des coordonnées de cette famille dans une base
donnée est une matrice inversible.

Ex. 18.16
3r — dy + 2z = u 3 =5 1
Résoudre le systeme  —2x 4+ y — 2z = v etendéduire linversede | —2 1 —1
dr — y + 2z = w 4 -1 2
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(" Cor. 18.16 R
On obtient )
3 -5 1 19 4
2 1 1| =l 0o 2 1
4 -1 2 9 17 -7
N %

IV. Noyau, image et rang d’une matrice

IV.1. Noyau et image d’une matrice

Définition 18.22

Soit A € M, ,(K) et ¢ : KP — K™ I'application linéaire canoniquement associée a A.
On appelle noyau de la matrice A le noyau de ¢.

On appelle image de la matrice A 'image de ¢.

W Notation

| On note, comme pour les applications linéaires, Ker(A) le noyau de A et Im(A) 'image de A.

Remarque

Avec les notations de la définition, Ker(A) est un sous-espace vectoriel de K et Im(A) un

sous-espace vectoriel de IK”.

IV.2. Conservation de la dimension du noyau et de I’image par multiplication

par des matrices inversibles

Proposition 18.23
Soient A € M, ,(K) et M € GL,(K), N € GL,(K) deux matrices inversibles. Alors

dim Ker(A) = dim Ker(M A) = dim Ker(AN)

et
dimIm(A) = dimIm(MA) = dim Im(AN)

/Démonstration h

Démontrons la premiere égalité, les autres se démontrant de fagon similaire. Soient ¢ : KP —
K™ I’application canoniquement associée a A et ¢ : K" — K" I'automorphisme canoniquement
associé a M.

Onau e Ker(MA) < ¢(d(u) =0« ¢(u) =0 < u € Ker(A) car ¢ est bijective.

kDon(: dim Ker(A) = dim Ker(MA). )
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IV.3. Rang d’une matrice

Définition 18.24

| On appelle rang d’une matrice A la dimension de son image : rg(A) = dim Im(A).

Remarque

| Le rang de A € M,, ,(K) est donc aussi le rang de la famille de ses vecteurs colonnes dans
K"

IV.4. Théoreme du rang : version matricielle

Théoréme 18.25 (Théoréme du rang)

Soit A € M,, ,(K). On a
rg(A) + dim Ker(A4) =p

IV.5. Caractérisations des matrices inversibles

Théoreme 18.26

Soit A € M,,(IK). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) A est inversible;
2) 18(4) = n;
3) dim Ker(A) = 0.

/Démonstration N

En remarquant que A € M, (K) et que les dimensions des espaces de départ et d’arrivée

sont égales pour 'application linéaire canoniquement associée a A, il s’agit d’une conséquence

Kdirecte du théoreme 15.53 énoncant des équivalences similaires pour les applications linéaires.

%

IV.6. Rang et transposition

Propriété 18.27

Quelle que soit A € M, ,(K)
o rgA=1gA";
e rg A < min(n,p).

/Démonstration A
rg(A) = dimIm(ER) = dim Im(R).

rg (AT) = dim Im (RTET) =1g (RT).

Or l'algorithme de Gauss appliqué a RT conduit a la matrice I, bordée de 0, donc rg RT = rg R.
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On a donc bien rg A = rg AT,
Concernant la deuxieme propriété, elle découle directement du fait que rg A < n et rg AT < p

puisque Im(A) est un sous-espace vectoriel de K" et Im (AT) un sous-espace vectoriel de IKP.

Remarque

Ce théoreme permet d’affirmer que le rang d’une matrice est aussi bien égal au rang de la
famille de ses vecteurs lignes que de celle de ses vecteurs colonnes. Plus généralement, il
autorise a faire aussi bien des opérations sur les lignes que sur les colonnes pour obtenir de

facon algorithmique le rang d’une matrice.

EX.lS.l?I‘g(l L300 ):

1 -1 0 =3
2 3
rgl 1 1 |=
5 2
2 -3 2 4
gl -4 6 1 -3 |=
6 -9 —6 0
(" Cor. 18.17 R
1 1 3 5 1 2 3 8
g =rg en effectuant les opérations Cy < C; + Cs, etc...
1 -1 0 =3 1 000
1 1 3 5
Donc rg =2
1 -1 0 -3
2 3 11 1 1
rgl 1 1 |=rg| 2 3 |=1rg| 0 1 =2
5 2 5 2 0 -3
2 -3 2 4 2 -3 2 4 2 -3 2 4
rgl —4 6 1 -3 |=rg| 0 O ) 5 =1rg|l 0O 0O 5 5 |=2
6 -9 —6 0 0 0 —-12 -—12 0O 0 0O
\ J
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Maths - Chapitre 19

Probabilités

£ A théorie des probabilités nait dans un premier temps d’une réponse que Galilée ! donne & une
question du Prince de Toscane : « Lorsqu’on lance 3 dés et qu'on additionne les résultats, il
y a 6 manieres d’obtenir 9 et 6 manieres d’obtenir 10. Pourquoi alors leur somme est plus souvent

égale a 10 qu’a 97 »

FIGURE 19.1 — Décompositions de 9 et 10 en sommes de 3 dés.

1+246 1+3+6
1+3+5 1+4+5

9= 1+4+4 0= 24246
) 2+2+45 ] 243+5
24344 2+4+4
3+3+43 3+3+4

On considere cependant que le véritable point de départ de la théorie des probabilités est la
correspondance entre Blaise Pascal (voir note 1 page 44) et Pierre de Fermat 2au XvII®™® siecle.
Elle se développe ensuite progressivement autour des travaux de Christian Huyghens®, Pierre-
Siméon de Laplace®, etc...
Mais ce n’est qu’au début du xx®™ siecle que la théorie des probabilités prend sa forme moderne
grace au livre Fondements de la théorie des probabilités A’ Andrei Kolmogorov °.

Ce chapitre a pour but d’introduire le vocabulaire de base de I'axiomatique de Kolmogorov et de
I'utiliser pour la modélisation et la résolution de problemes simples issus d’expériences aléa-
toires qui n’ont qu'un nombre fini d’issues possibles. Les notions et résultats du chapitre 17

doivent étre révisés et maitrisés.

1. Galilée(1564;1662), italien, est considéré comme le fondateur de la physique moderne. Il invente la lunette
astronomique et, en étudiant le mouvement des planetes du systéme solaire, en vient a soutenir la these de Copernic
que la Terre tourne autour du Soleil. Il découvre le principe de Galilée et a ce titre est I'un des précurseurs
qui permettront & Newton (voir note 2 page 45) de jeter les bases de la mécanique des solides et des lois de la

gravitation. Il a aussi contribué au progres des mathématiques, notamment en géométrie.
2. Pierre de Fermat(~1600;1665), mathématicien et physicien frangais ayant notamment contribuer avec Pascal

a la fondation du calcul des probabilités. Il s’intéressa aussi a 'optique et surtout a I'arithmétique, domaine dans

lequel il excellait.
3. Christian Huyghens(1629;1695), mathématicien et physicien néerlandais. Il découvre notamment le principe

de conservation de I’énergie cinétique, la nature ondulatoire de la lumiere et publie en mathématiques le premier

traité consacré a la théorie des probabilités.
4. Pierre-Siméon de Laplace(1749;1827), mathématicien et physicien frangais. On lui doit notamment un traité

Essai philosophique sur les probabilités qui fera référence pendant un siécle, des travaux sur les polynomes et les

équations polynomiales, et plusieurs contributions majeures pour la résolution d’équations différentielles
5. Andrei Kolmogorov(1903;1987), mathématicien russe dont ’ceuvre est considérable. En dehors des probabi-

lités dont il développe l'axiomatisation moderne, il apporte notamment des contributions majeures a I’étude des

systémes dynamiques, c’est-a-dire - en simplifiant un peu - a I’étude des suites récurrentes de nombres complexes.
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Enfin, concernant les notions d’expérience aléatoire et de probabilité que nous étudierons et ma-
nipulerons tout au long du chapitre, elles seront essentiellement fondées sur notre seule intuition.
Précisons simplement que :

e il revient au méme de dire que « 3’at 1 chance sur 19 068 840 de gagner au loto » ou

de dire « ma probabilité de gagner au loto est de 10 063 340 »

e par conséquent, la probabilité d’un événement est un nombre (réel) compris entre 0 et 1, et
dans le cas fini le calcul d'une probabilité revient souvent a dénombrer deux ensembles ;

e si la probabilité d'un événement est trés proche de 0, cet événement a une trés faible
chance de se produire lors d’'une unique expérience aléatoire;

e si la probabilité d'un événement est trés proche de 1, cet événement a une trés forte

chance de se produire lors d’une unique expérience aléatoire.

I. Univers et événements

I.1. Univers

Définition 19.1 (Univers)

Etant donnée une expérience aléatoire on appelle :
e 1ssues ou réalisations les résultats possibles de cette expérience aléatoire;
e univers ou univers des possibles I’ensemble des tous les résultats possibles de cette

expérience aléatoire.

Notation
| Généralement, on note € 'univers.

Ex. 19.1 (Cor.)

1) On lance une piece de monnaie et on observe sur quelle face elle tombe.
Quel est I'univers associé a cette expérience aléatoire ?

2) Méme question lorsqu’on lance un dé a 6 faces.

3) Méme question lorsqu’on lance simultanément deux dés a 6 faces.

Remarque

On se limitera dans ce chapitre au cas ot €2 est un ensemble fini conformément au programme.
On peut cependant facilement imaginer des expériences aléatoires pour lesquelles 'univers est
infini. Par exemple, dans une chaine de production d’écrous, on tire aléatoirement un écrou
pour vérifier si son diametre et son pas de vis sont bien conformes aux spécifications imposées.
L’univers est ici 'ensemble des diametres possibles pour I’écrou, et il s’agit a priori d’une partie
infinie de RY.

Dans tout ce qui suit, on se donne une expérience aléatoire avec un univers €2 fini.
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I.2. Evénement

‘ I d . . 4 ,

Définition 19.2 (Evénement)

On appelle événement toute partie de (2.

On appelle événement élémentaire ou singleton tout événement avec un unique élé-

ment.
Lorsqu’on effectue 'expérience aléatoire, on dit qu'un événement A se produit si 'issue de

I’expérience aléatoire appartient a A.

Remarque

| Un événement est par définition une partie de © donc un élément de P(S2).
Ex. 19.2 (Cor.)  On lance un dé a 6 faces. Expliciter les événements suivants et dire s'ils sont
¢élémentaires ou non :
1) A :«le résultat du lancer est pair ».
2) B :« le résultat du lancer est inférieur ou égal a 2 ».

3) C =AnNB.

Définition 19.3 (Evénement contraire)

Etant donné un événement A, on appelle événement contraire de A le complémentaire

de A dans €.
Autrement dit, I’événement contraire de A est celui qui se produit si et seulement si A

ne se produit pas.

gf Notation

| On note A I'événement contraire de A.

Ex. 19.3 Quels sont les événements contraires des événements A, B et C' de 'exercice précédent ?

Cor. 19.3
1) A ={1;3;5} est P'événement « le résultat du jet est impair » .
2) B = {3;4;5;6} est 'événement « le résultat du jet est supérieur ou égal & 3 » .

3) C' ={1;3;4;5;6} est I'événement « le résultat du jet est différent de 2 » .

I.3. Conjonction, disjonction d’événements

Définition 19.4 (Conjonction d’événements)

Etant donnés deux événements A, B € P(Q), on appelle événement Aet B ou encore
conjonction des événements A, B I'événement AN B.
Autrement dit, ’événement Aet B est celut qui se produit si et seulement si A et B
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se produisent (en méme temps).

Définition 19.5 (Disjonction d’événements)
Etant donnés deux événements A, B € P(£2), on appelle événement AouB ou encore
disjonction des événements A, B I'événement AU B.

Autrement dit, I’événement Aou B est celui qui se produit si et seulement si l'un ou

lautre des deux événements A, B se produit.

Ex. 19.4 Que vaut I'événement Aet B de 'exercice 19.27

Cor. 194
Aet B=ANB=C.

I.4. Evénement impossible, événements incompatible

Définition 19.6 (Evénement impossible)
| On dit qu'un événement A € P(Q) est impossible si A = ).

Définition 19.7 (Evénements incompatibles)

On dit que deux événements A, B € P(£2) sont incompatibles si Aet B est impossible.

Autrement dit, deux événements A, B sont incompatibles si AN B = (.

Ex. 19.5 On lance deux dés a 6 faces et on note {2 ’ensemble des issues possibles. Expliciter les
événements suivants (pour les quatre premiers, on les donnera en extension) :

1) A: «la somme des deux dés est paire ».

2) B : « chacun des dés est pair ».
3) C': « chacun des dés est impair ».
4) D « la somme des deux dés est impaire ».
5) E=ANB.
6) F=DnNC.
7Y G=BnC.
8) H=GnNA.
[ Cor. 19.5 )
(1:1); (1:3): (1:5); )
(2:2);(2;4); (2;6);
AZ{ > B: (472) 4;4); Y ) C: Y Y ) Y Y Y
(4:2); (4;4); (4;6);
(672 Y 6; 4);<67 ) Y ) )7 ) )
(5:1); (5;3); (5; 5);
L (6;2); (6;4); (6;6) )
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[ (1:2):(1;4); (1;6); )
(2:1);(2;3); (2;5);

5 D= (3;2)5(3;4)5(3;6)5 }
(4:1); (4;3); (4;5);
(5:2); (5;4); (5; 6);
L (6;1);(6;3); (6;5)

7 G= BNC : «les dés ne sont ni tous les deux pairs, ni tous les deux impairs », ¢’est-a-dire
« les dés sont de parités différentes ».

8) H=GnN A= est impossible.

\ J

I.5. Systéeme complet d’événements

Définition 19.8

On dit qu'une famille (Ai)ie[[l'n]] de n € IN* événements forme un systéme complet d’évé-

nements si c’est une partition de 2.
n
Autrement dit, une famille (A4;) ) forme un systéme complet d’événements si U A =Q

=1

1€[L;n

et si les événements de la famille sont deux a deux incompatibles.

Ex. 19.6 Montrer que la famille (B, C, G) de I'exercice 19.5 forme un systéme complet d’événements.

(" Cor. 19.6 A

OnaG=BnNC.
e BUCUG=BUCUBUC=(BUC)UAUB = .
e BN C = car un dé ne peut étre a la fois pair et impair.
BNG=BNBNC=(BNB)NnC=0nB=9
et de méme C NG = ).

La famille (B, C, G) forme donc bien un systéme complet d’événements.

%

I1. Espaces probabilisés

I1.1. Probabilité

Définition 19.9 (Probabilité)

On appelle probabilité sur un univers () toute application P : P(Q2) — [0; 1] vérifiant

les propriétés :

1) P(Q) =1;
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2) pour tout couple (A; B) € P(Q)? d’événements incompatibles,
P(AU B) =P(A) + P(B)

Autrement dit, la seconde propriété s’écrit

V(A;B) € P(Q)*,ANB =0 =P(AUB) =P(A) + P(B)

Définition 19.10 (Espace probabilisé)

On appelle espace probabilisé (£2,P) la donnée d’un univers et d’une probabilité définie sur

cet univers.

Définition 19.11 (Probabilité d’un événement)

Soit (€2,IP) un espace probabilisé. On appelle probabilité d’un événement A C () le réel
P(A) € [0;1].

Propriété 19.12

Soient (£2,IP) un espace probabilisé, p € IN* et (Ai)ie[[l;p]] une famille d’événements deux a
deuzx incompatibles de P(f2). Alors

P(()) - Spch

i=1

4 Démonstration

On le démontre par récurrence sur p € IN* :

Initialisation : pour p = 1, la propriété est évidente puisqu’elle s’écrit P(A;) = P(A;).
Pour p = 2, c’est une conséquence de la définition d’une probabilité sur €.

Hérédité : supposons la propriété vérifiée au rang p € IN* et démontrons-la au rang p + 1.

Soit (A;);cqipyqy une famille d’événements deux a deux incompatibles de P(£2).
p p

D’une part (U Ai) NA, 4 = U (A; N Api1) = 0 car les événements de la famille sont deux a
i=1 i=1

p
deux incompatibles. Donc A’ = U A; et A,y sont deux événements incompatibles.
i=1
D’autre part,

p+1
P (U Ai) = P(AUA)
=1

= P(A) +P(A,+1) puisque A’ et A, sont incompatibles
p+1

= Z P (A;) d’apres la propriété de récurrence.
=1

Conclusion : la Bropriété est initialisée pour p = 1 et héréditaire a partir de ce rang, elle est

donc vraie pour tout p € IN*.

N /
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Propriété 19.13

Etant donné un univers fini Q = {wy;...;w,} de cardinal n € IN*, il suffit de donner les images

de n — 1 événements élémentaires de €} pour définir une probabilité sur €2.

4 Démonstration

Supposons connues les valeurs de P ({w;}) pour i € [1;n — 1] par exemple.

e D’une part, P(Q2) = (U{wz ) = ZP ({w;}) d’apres la propriété précédente, d’autre

=1
part P(Q2) = 1 par deﬁnltlon d’une probabilité.

Donc P ({w,}) =1 — ZIP’ ({wi}) est déterminée par la donnée des P ({w;}) pour i €

=1

[1;n—1].

e De plus, tout événement est réunion finie des événements élémentaires qui le composent.
Donc d’apres la propriété précédente la probabilité de tout événement est somme des
probabilités des événements élémentaires qui le composent. Or les probabilités des évé-
nements élémentaires étant toutes connues, la probabilité de tout événement est connue.

De facon plus formelle,

VA€ P, 3t} € in] A= Jlu) ot () = DB ({u)
x = = )

Ex. 19.7 On jette un dé truqué tel que Vi € [1;5], P({i}) = =
1) Calculer P({6}).

2) Calculer P(« l'issue est paire >>).

Cor. 19.7
1) P({6})=1-

2) P(« le résultat est pair » ) = P({Q}) + P({4}) + P({G}) =

~J| Ut
|

4
=

I1.2. Hypothese d’équiprobabilité

Définition 19.14
Soit  un univers fini de cardinal n € IN*. On dit que l'on fait [’hypothése d’équiproba-

bilité lorsqu’on munit 2 de la probabilité P telle que pour tout événement élémentaire {w},

P({w)) =

La probabilité P est alors bien définie puisque les probabilités des événements élémentaires

sont données et que P(Q) =n x — = 1.
n
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La probabilité P ainsi définie est appelée probabilité uniforme sur Q et (2, P) espace
probabilisé uniforme.

Ex. 19.8 On jette simultanément deux dés non truqués (c’est-a-dire que 1’on fait I'hypothese d’équi-
probabilité).
Pour chaque entier i € [2;12], calculer la probabilité que la somme des deux dés soit égale a i.

(" Cor. 19.8 R
On note S = i I'événement % la somme des deux dés vaut 7 ».
LR (CED R .
P(s =3) = P({12; @) = o = o
P(s = 4) = P({(1:3); (242 (51)}) = % -
P(S = 5) = P({(1:4): (2:3); (3:2); (4 1)}) = = = =, ete...

1
De maniere plus générale : P(S = z') = ZP({(k;z’ — k)}) = %Z 1 par hypothese d’équi-
k

k
probabilité, ou la somme doit étre effectuée de sorte a ce que
1 < k < 6 o 1 < k < 6
1 < i—k <€ 6 1—6 < k < i—1
min(6;:—1) .
1 6;1— 1 1;2—6)+1
Donce P(S = z) = — 1= min(6;7 — 1) — max(1;i — 6) + d’olt
36 ) 36
k=max(1;i—6)
5—1+1 ) 6-1+1 1
P(S=6)= =—, P(S=7 = =
( ) 6 26+1 3567 ( ) 6 63+1 671
P(S=8)=———=—cet P(S=09) -
\_ 36 36 36 9 )

Propriété 19.15

Soit A un événement. Sous l’hypothése d’équiprobabilité, on a

P(A4) = Card(A)  nombre d’issues favorables
~ Card(f2)  nombre total de cas possibles
(" Démonstration h
Soit n = Card(Q) p= Card(A) et ay,as, ..., ap les éléments de A. On a alors

_ b
P({a;}) = =.
Z ({a}) Z ;

K J

I1.3. Propriétés d’une probabilité

Lemme 19.16
Soit (€2, P) un espace probabilisé. Quels que soient les événements A, B € P(Q), A\B et ANB

346



CHAPITRE 19. PROBABILITES PCSI, 2024/2025

sont deux événements incompatibles dont la réunion est A et

P(A\B) = P(A) — P(AN B)

( Démonstration

A\B = AN B par définition.

D'une part, (A\B)U(ANB)=(ANB)U(AnB)=An(BUB)=A4

et d’autre part, (A\B)N(ANB) = (A NBN B) NA=0.

Donc A\ B et AN B sont deux événements incompatibles dont la réunion est A et par définition
d’une probabilité on a donc P(A) = P(A\B) + P(A N B) ce qui acheve la démonstration.

\_ J
Propriété 19.17 (Probabilité de A ou B)
Soit (£2,P) un espace probabilisé et A, B € P(2).
P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B)
(" Démonstration A

(A\B, AN B, B\ A) est une famille d’événements deux a deux incompatibles d’apres le lemme
précédent (le fait que A\B et B\ A est évident).
De plus (A\B)U (ANB)U(B\A) = AU (B\A) = AU B donc

kIED(A UB)=P(A\B) +P(ANnB)+P(B\A) =P(A) + P(B\A) =P(A) + P(B) —P(AN B).

J

Remarque

La démonstration précédente fait apparaitre comme résultat intermédiaire que pour toutes
parties A, B de Q, P(AU B) = P(A) + P(B\A).

Bien que ce résultat ne soit pas explicitement au programme, il est souvent utile.

Propriété 19.18 (Probabilité de I’événement contraire)

Soit (€2,P) un espace probabilisé et A € P(Q).

P(4)=1-P(4)

(" Démonstration A
D’apres la propriété précédente,
1=PQ)=P (Z) +P(A)-P (Z N A) d’ot 'on tire immédiatement ’égalité a démontrer.
%

Propriété 19.19 (Croissance d’une probabilité)

347



CHAPITRE 19. PROBABILITES PCSI, 2024/2025

Soit (€2, P) un espace probabilisé et A € P(Q2). Alors quel que soit B € P(),

P (AU B) > P(A)

~

4 Démonstration

C’est immédiat en utilisant la remarque précédente : P(AU B) = P(A) + P(B\A) > P(A).

o /

Ex. 19.9 Probléeme du prince de Toscane

On jette simultanément trois dés non truqués.

Calculer la probabilité que la somme des trois dés soit égale a 9 puis la probabilité que la somme
des trois dés soit égale a 10.

Comparer les probabilités.

Indications : on pourra se référer au début de chapitre pour les décompositions de 9 et 10 en
somme de trois dés et utiliser au besoin les résultats de I'exercice 19.8.

(" Cor. 19.9 R
1™ méthode : on note T' = i I’événement « la somme des trois dés vaut 7 ».
= ZZP({(k;j — ki — j)}) ol j est la somme des deux premiers dés et ou la

somme doit étre effectuée de sorte a ce que

1 < k < 6 1 < kB <6
1 < j—k € 6 &4 j-6 < k < j—-1
1 < i—75 <€ 6 1—6 < 53 < 1—1
Donc en utilisant 1 hypothése d’équiprobabilité
_ min(6;5—1) i—1
1 . . .
P(T = = 376 Z Z 1:%A ‘ (min(6;7 — 1) — max(1;5 — 6) + 1).
Jj=1i—6 k=max(1;5—6) J=1—6
8
2+3+44+54+6+5 25
P(T =9) = (min(6;5 — 1) — max(1;j — 6) + 1) = ToFRTor0T

216 4 216 ~ 216 ©
7j=3

utilisant I'exercice 19.8. De méme,
9

P(T =10) = ﬁ Z(min(6;j —1) —max(1;j — 6) + 1) =

On a donc bien P(T = 10) > P(S = 9).
2¢me méthode : on utilise la table de décomposition de 9 et 10 comme somme de trois dés

3+4+5+6+5+4 27
216 T 2167

du début de chapitre en remarquant que
e si une somme fait intervenir trois termes distincts, elle correspond a 3! = 6 événe-

ments élémentaires ;
e si une somme fait intervenir deux termes distincts, elle correspond a ( ) ) =3

événements élémentaires ;
e si une somme ne fait intervenir qu’un seul terme répété trois fois, elle correspond a un

unique événement élémentaire.

6+6+3+3+6+1 25 6+6-+3+6+3+3
Dou : P(T = 9) = RR = —— et P(T = 10) = R ke
216 216 216
27
216’
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Question : obtenir une formule générale donnant la probabilité que la somme de n € IN*
dé(s) soit égale a i € [n;6n].

I11. Probabilités conditionnelles

Dans tout ce qui suit, (£2,P) est un espace probabilisé fini.

IT1.1. Définition

Définition 19.20 (Probabilité de A sachant B)
Soit A, B deux événements de P(€2) tels que P(B) > 0.
On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B ou plus simplement probabilité

de A sachant B le quotient
P(AN B)

P(B)

€ [0;1]

W Notation
| On note P(A|B) ou Pp(A) la probabilité de A sachant B.

Remarques

P(ANB
e L’hypothése P(B) > 0 est absolument nécessaire sans quoi le quotient ( )

P(B)

n’est pas défini.
e Une probabilité étant croissante et ANB étant inclus dans B, on a bien comme 'affirme

la définition Pg(A) < 1. Il est par ailleurs évident que ce quotient de deux nombres

positifs est positif.

Remarques

e Une probabilité conditionnelle s’interprete comme suit : si 'on sait que 1’événement B
s’est produit, 'univers est réduit a cet événement, notamment Pp(B) = 1. Par ailleurs,
les issues de A n’appartenant pas a B sont impossibles, donc I'événement A est réduit
a ANB.

Pour calculer la probabilité d'un événement A sachant que B s’est produit il faut donc :
* se restreindre a I’événement A N B, les autres issues de A étant impossibles;

* ramener la probabilité de I’événement ainsi obtenu a la probabilité d’obtenir B,
P(AN B)

P(B)
e Sous ’hypothese d’équiprobabilité, 'interprétation est encore plus simple : le nombre

c’est-a-dire effectuer le quotient Pp(A) =
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d’issues favorables est Card(A N B), le nombre total de cas possibles est Card B donc

~ Card(ANB) w

Pe) = —Gap ~ Cum - P(B)

n

P(AN B)

Ex. 19.10 On jette deux dés non truqués.
Pour chaque entier ¢ € [6;8], calculer la probabilité que la somme des deux dés soit égale a i
sachant que I'un des deux dés au moins a donné un résultat pair.

(" Cor. 19.10 R
Notons A; 'événement « la somme des deux dés soit égale a i », B I’événement « I'un des deux
dés au moins a donné un résultat pair », B’ I’événement « le premier dé a donné un résultat
pair », B” 'événement « le deuxiéme dé a donné un résultat pair » et B” 1'événement « les
deux dés ont donné des résultats pairs ».

Les dés étant non truqués, on se place sous '’hypothese d’équiprobabilité. Calculons P(B) :
P(B)=P(B'UB")=P(B")+P(B")—P(B'NnB")= P(B')+ P(B")— P(B"). En reprenant

les résultats de I'exercice 19.5, on a donc

P(B) = > > P({(2i)}) = % X 3% 6= %

P(BY) = 2T P2 = 5
P(B”/) _ % _ i
donc P(B) = Hi—_l = %

On aurait pu obtenir le méme résultat plus rapidement en considérant ’événement B.
Calculons P(A; N B) pour chaque valeur de i € [6;8] :

1
P(A¢N B) = 36— g P énumération des cas possibles.
6 1
P(A;NB)=— = -.
(471 B) 66
P(AsNB)=—=—.
AN B) =55=1
D’OﬁPB(Aﬁ):%:?TPB(A7)=%=—€tPB(A8)=7:—.
1 i 9 i Y

-

Propriété 19.21

Etant donné un événement B de P(1) tel que P(B) > 0, I'application Pg : P(Q) — [0; 1] est

une probabilité sur €.

/Démonstration

_PQNB) P(B)
o P3(Q) = P(B)  P(B) .
e Soient C' et D d(alg, Svgl)egl eBn)tS inlg(zl(ng ?Wtigl)ea :(D N B))
P
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Or (CNnB)N(DNB)=(CND)NB =0 car C et D sont incompatibles.
Donc C' N B et D N B sont incompatibles. D’ott

Py(C U D) = MCQBIL:;SJ(DHB) — P(C) + Py(D).

Remarque

Pg étant une probabilité sur €2, elle possede notamment toutes les propriétés de la section

IL.3.

II1.2. Formule des probabilités totales

Théoréme 19.22 (Formule des probabilités totales)

Etant donné un systéme complet d’événements (A;) ic[1;p) tel que pour tout i € [1;p],
P(A;) > 0, on a pour tout événement B € P()

Zp:P P(B|A;)

=1

é Démonstration

ZIP P(B|A;) ZIP’ BﬂA iIPBﬂA

Il s "agit donc de montrer que pour un sybteme complet d’événements (A;)

= Z P(B N A;).
Montronls: que les événements B N A; et BN A; sont incompatibles deux a deux pour 7 # j :
(BNA)N(BNA;) =BnN (A NAj) =0 car la famille (4;)cp1;p) est un systeme complet

d’événements.

p
Donc d’apres la propriété 19.12, ZP BN A)) (U BN A; ) (B N (U Az)) =P(B

k i=1 i=1 /

ie[L;p]>

4 <
% Méthode

351



CHAPITRE 19. PROBABILITES PCSI, 2024/2025

La formule des probabilités totales est utile lorsque plu-
sieurs expériences aléatoires successives sont effectuées.
Imaginons la situation suivante : deux sacs numérotés
contiennent pour le premier 7 boules noires et 3 boules
rouges, pour le second 4 boules noires et 6 boules rouges.
On tire a pile ou face, si la piece tombe sur Pile, on tire
une boule dans le premier sac, sinon on tire une boule
dans le second sac.
Le schéma ci-contre représente l’enchainement de ces
deux expériences aléatoires.
On cherche a calculer la probabilité de tirer une boule
noire et on note N I’événement correspondant. La for-
mule des probabilités totales donne
P(N) = P(pile)P(N|pile) + P(face)P(N|face)
= %le 53X
\ 20 )
Ex. 19.11 Dans un lycée comptant 51% de filles, 12% des filles et 15% des garcons sont en classes

préparatoires.
Quelle est la probabilité quun éleve choisi au hasard soit en classes préparatoires ?

(" Cor. 19.11 A

Notons F l'événement « 1’éleve choisi est une fille » et CPGE 'événement « 1’éleve choisi est

en classes préparatoires ». En utilisant la formule des probabilités totales on a donc :
— — 51 12 49 15 1347
P(CPGE)=P(F)P(CPGE|F)+P|F|P|(CPGE|F|= — X —+4+ — X — = .
( )= P(E)P( | )+,(_) ( 7) 100 100 100 100, 10 000
Donnons sur cet exemple une interprétation de la formule des probabilités totales : s’il y avait eu

12% + 15%

moitié de filles et de garcons dans ’établissement, le résultat aurait été 13,5% =
Or il y a légerement plus de filles que de garcons, la probabilité est donc légerement décalée
vers le pourcentage des filles qui sont en classes préparatoires.

Autrement dit, la formule des probabilités totales n’est rien d’autre qu'une moyenne des pro-

babilités conditionnelles coefficientée par les probabilités du systeme complet d’événements.

\ J

Ex. 19.12 On place dans un sac 3 boules noires et 7 boules rouges. On effectue trois tirages aléatoires
successifs d'une boule dans le sac.

1) Calculer la probabilité de tirer trois boules noires en supposant que I’on remet la boule
tirée dans le sac apres chacun des tirages (tirage avec remise).

2) Méme question en supposant que 'on ne remet pas la boule tirée dans le sac apres
chacun des tirages (tirage sans remise).

Cor. 19.12

Notons N I'événement « la boule tirée est noire », NN 'événement « les deux premieres boules

tirées sont noires » et NN N l'événement « les trois boules tirées sont noires » dont on cherche
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a calculer la probabilité.

1) P(NNN) = P(NN)P(NNN|NN) = [P(N)P(NN|N)]P(N) = P(N)? puisque le
tirage s’effectue avec remise.
Donc P(NNN) = 3—3 = i

103 1000

2) A nouveau, P(NNN) = P(N)P(NN|N)P(NNN|NN). Or le tirage s'effectue sans
remise.
Donc P(NNN) = 3 X 2 X L L

\_ 10 9 8 120 y,

II1.3. Formule des probabilités composées

Théoréme 19.23 (Formule des probabilités composées)

Soit n € IN* et (A;);cpy,, une famille d’événements telle que Vi € [1;n — 1], P (ﬂ Ak) > 0.

k=1
On a alors :
n n i—1
P(ﬂAi): ]P’(Ai ﬂAk): .....................................................................
i=1 =l k=1
/Démonstration N

Par récurrence sur n € IN*.
e Initialisation : la formule s’écrit P(A;) = P(A;|Q2) = P(4,).
e Hérédité : supposons la formule vraie au rang n € IN* et montrons qu’elle est vraie au

rang n + 1.

Soit (Ai);cqipp1y une famille d’événements telle que Vi € [1;n] , P (ﬂ Ak) > 0.
k=1

PN A) = B[N A0 Aun) = P(O), Ak)IP(AnH

d’une probabilité conditionnelle.

ﬂ Ak) par définition
k=1

L’hypothese de récurrence permet de conclure.

e Conclusion : la propriété est vraie au rang n = 1 et héréditaire a partir de ce rang,

donc vraie pour tout n € IN*. )

\_

Remarque

Pour que la formule soit valide, on pose que l'intersection d’'une famille vide est 2. Ceci est
cohérent avec les conventions identiques prises pour la somme d’une famille vide ou le produit
d’une famille vide.

En effet, dans tous les cas, la convention est de choisir comme résultat d’une opération appli-

quée a une famille vide 1’élément neutre de 'opération concernée :

Zai:O l_[aizl ﬂAi:Q UAi:....

ich ich i€l €0
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. Notamment on rappelle que 0! = 1.

B;\;A Méthode
La formule des probabilités composées permet une généralisation de la formule obtenue dans
I’exercice 19.12 pour les tirages sans remise dans le cas ou 'on effectue un nombre entier n € IN*

quelconque d’expériences aléatoires successives.

Ex. 19.13 Dans un sac, on place n € IN* boules noires et une boule blanche. On effectue n tirages
sans remise. Quelle est la probabilité quune boule noire reste dans le sac a la fin des tirages?

(" Cor. 19.13 B

Notons Ay = Q et pour k € [1;n], Ay les événements « k boule(s) noire(s) ont été tirées lors
des k premiers tirages » et By, les événements « une boule noire est tirée lors du £ tirage ».

On cherche a calculer A,, et on a
k
vk € [1;n], Ay = (1) Bs

=1
En utilisant la formule des probabilités composées, on a donc
n

- 1—Fk 1

P(A,) = l_[ P(Ag|Ag_1) = l_[ Z i %~ il ™ reconnaissant un produit télescopique.
k=1 k=1

J

IV. Formules de Bayes

IV.1. Formule de Bayes simple

Théoréme 19.24 (1*¢ formule de Bayes)

Pour tous événements A, B de probabilité non nulle,

P(B|A)P(A
pA5) - PELAPEA
P(B)
(" Démonstration A
C’est une simple transformation de la définition d’une probabilité conditionnelle :
P(A|B) = P(AN B) ~ P(ANB)P(A) P(BJA)P(A)
T TRE) T PAR®B) PO )

B;\;r Méthode
Lorsqu’une probabilité conditionnelle P(A|B) doit étre calculée, avant tout calcul, se de-
mander si P(B|A) n’est pas déja connue. Dans ce cas, la formule de Bayes simple devrait

conduire rapidement au résultat.

Ex. 19.14 Avec les mémes hypotheses que dans I'exercice 19.11, calculer la probabilité que ’éleve
choisi au hasard soit une fille sachant qu’il est en classes préparatoires.
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Cor. 19.14
P(CPGE|F)P(F) 2 x 2L 12 204
P(F’CPGE) — ( ’ ) ( ) _ 1001347100 _ 6 _ i
P(CPGE) NN 1347 449

IV.2. Formule de Bayes généralisée

Théoréme 19.25 (Seconde formule de Bayes)

Si (Al)leﬂl,n]} ’
événement de probabilité non nulle alors

est un systeme complet d’événements de probabilités non nulles et si B est un

P(B|A;)P(A;)

> P(B|A;)P(4;)

=1

Vi € [1;n] ,P(A;|B) =

~

4 Démonstration

C’est une premiere formule de Bayes ou on remplace le dénominateur par P(B) = Z P(B|A;)P(A})
=1

d’apres la formule des probabilités totales.

- J

Ex. 19.15 Un nouveau test de dépistage d’'une maladie rare est trouvé par une équipe médicale.
Pour un individu malade, le test donne un résultat positif avec une probabilité a.

Pour un individu sain il donne un résultat positif avec une probabilité b.

On estime a 1% la probabilité qu’un individu soit atteint par cette maladie.

On dit que le test est acceptable si 99% des individus testés positifs sont effectivement malades.
Donner une condition sur a, b pour que le test soit acceptable.

(" Cor. 19.15 B

On teste une personne au hasard et on note A I'événement « l'individu est malade » et B
Pévénement « le résultat du test est positif ». On cherche P(A|B) > &% Or :
P(B|A)P(A) B a/100

P(A|B) = S -
P(B|A)P(A)+ P(BJA)P(A)  a/100+bx99/100  a+ 99b
que le test soit acceptable, il est de la plus haute importance qu’il y ait tres peu de faux

= a > 99%b : pour

Kpositifs. )

V. Evénements indépendants

V.1. Définition

Définition 19.26 (Couple d’événements indépendants)

Etant donnés un espace probabilisé (2, P) et deux événements A et B, on dit qu'ils sont
indépendants si
P(AN B)=P(A)P(B)
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Remarques

e SiP(B) > 0, les événements A et B sont indépendants si et seulement si

P(AN B)

PIAIB) = =55

= P(4)

Autrement dit, pour un événement B possible, 'indépendance des événements A et B
signifie que la connaissance de B ne renseigne en rien sur la probabilité de
A.

e Si P(B) =0, quel que soit I'événement A, les événements A et B sont indépendants.

V.2. Famille finie d’événements mutuellement indépendants

Définition 19.27 (Indépendance mutuelle)

Etant donnés un espace probabilisé (2, P) et une famille finie (4;) ) d’événements, on dit

i€[Ln
que la famille est composée d’événements mutuellement indépendants lorsque

VJ C [1;n] ,P(m Ai) = l_[P(Ai)

iceJ iceJ

Définition 19.28 (Indépendance deux a deux)

Etant donnés un espace probabilisé (2, P) et une famille finie (A;) ] d’événements, on dit

i€[l;n
que la famille est composée d’événements indépendants deux a deux lorsque

Vi, j C [1;n],i# j =P (A4 NA;) =P(A)P(A)

Ex. 19.16 Donner un exemple d’espace probabilisé et trois événements A, B, C' tels que les événe-
ments A, B, C sont indépendants deux a deux mais non mutuellement indépendants.

Cor. 19.16

On considere par exemple = {1;2;3;4}, P uniforme , et A = {1;2}, B = {2;4} et C = {1;4}.
On vérifie que les événements sont bien deux a deux indépendants mais
P(ANBNC)=P0)=0+# P(A)P(B)P(C)

Propriété 19.29

Etant donnés un espace probabilisé (Q,P), si A et B sont deux événements indépendants, alors
A et B le sont aussi.

Ceci se généralise a une famille finie d’événements mutuellement indépendants.

[Démonstration ]
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Correction des exercices

Cor. 19.1 :
1) Q = {Pile; Face}.
2) Q= [1;6] = {1;2;3;4;5;6}.
3) Q= [1;6] x [1;6] c’est-a-dire
(1:1);(1;2)5 (153); (1;4); (15 5); (1;6);

o ] (Z1)5(2:2):(2:3):(2:4); (2:5): (2 6);

(6 1);(6;2); (65 3); (6;4); (655); (6;6)

Cor. 19.2 :

1) A=1{2;4;6} n’est pas un événement élémentaire.

2) B ={1;2} n’est pas un événement élémentaire.

3) C' = {2} est un événement élémentaire.
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Maths - Chapitre 20
Déterminant

Ex. 20.1 Soit ABC'D un parallélogramme d’aire A; et BCEF un parallélogramme d’aire As,.
Quelles sont les valeurs possibles de I'aire du parallélogramme AFED ?

A notion de déterminant est une généralisation des notions d’aire et de volume. Comme dans

les précédents chapitres d’algebre, nous allons le définir par ses propriétés opératoires.

Il est cependant important de comprendre que ces propriétés résultent de 'origine géométrique de
cette notion. Pour comprendre cela, intéressons-nous a la notion d’aire.

Considérons le plan E = R? et u, v deux vecteurs de E. Notons A(u,v) 'aire algébrique (c’est-

a~dire que cette aire peut-étre positive ou négative) du parallélogramme formé par les vecteurs u

et v.

e L’aire est bilinéaire
A(u,v + w) = A(u,v) + A(u, w) : le parallélogramme formé sur les vecteurs u et v + w a
pour aire la somme des aires des parallélogrammes formés sur les vecteurs u et v d’une part
et u et w d’autre part
A(u, Av) = MA(u, v) : on retrouve ici que l'aire envisagée ici doit étre algébrique

e L’aire d’un parallélogramme aplati est nulle : A(u,u) =0

e Ceci a pour conséquence que l’aire est antisymétrique :
A(u+v,u+v) =0 d'une part et
A(u+v,u+v) =A(u,u) + A(v,v) + A(u,v) + A(v,u) = A(u,v) + A(v,u) d’autre part,
d’ou 'on déduit que
A(u,v) = —A(v,u)

Le but de ce chapitre est de montrer que cette notion, si on ’envisage comme nous venons de

le faire au travers de ses propriétés opératoires, se généralise non seulement aux calculs de
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volumes de I'espace R® mais aussi aux espaces de dimensions supérieures : c’est la notion
de déterminant d’une matrice carrée.

Nous verrons ensuite les propriétés opératoires de cette notion, conduisant notamment a un certain
nombre de méthodes de calcul pour le déterminant d’une matrice carrée. Enfin, nous verrons que
cette notion se généralise davantage encore en définissant le déterminant des endomorphismes en
dimension finie.

Dans tout ce qui suit, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et K = R ou K = C.

I. Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

I.1. Théoreme-définition

Théoreme 20.1

Il existe une wnique application f : M, (K) — K vérifiant les trois propriétés suivantes :
e f est linéaire par rapport a chaque colonne de sa variable :
F(Cil..]AC; + pCl...|Cr) = Af (Ci..|Cil..|Cn) + pf (Chl-.|Cl)...|Cy)
e f est antisymétrique (ou encore alterné) par rapport aux colonnes de sa variable :

£ (CLl- |GGy --1C) = = F (CAI- |G- Cl...|Ch)

o f(In)=1
[Démonstration hors programme }
Notation

| Cette application est notée det.

Remarque

La derniere condition revient en fait a se donner une unité d’aire (pour les matrices 2 x 2), de

volume (pour les matrices 3 x 3) ou d’hyper-volume pour les matrices carrées quelconques.

I.2. Propriétés

Propriété 20.2

Le déterminant d'une matrice ayant deux colonnes égales est nul.

/Démonstration

Supposons que les colonnes C; et C; (i # j) sont égales.
Alors det (C1]..|Cyl...|C)]...|C) = —det (Ch]..|Cjl...|Ci]...|C) = —det (Ch]..|Cil...|Cy]...|Cn)
puisque les deux xolonnes sont égales.

kDonc 2det (C4]..|C4]...|Cy]...|Cn) = 0, est-a-dire det (C]..|Ci]...|C}]...|Cp) = 0.

J
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Corollaire 20.3
Le déterminant d'une matrice ayant une colonne nulle est nul.
/Démonstration h
Supposons que la colonne C; soit nulle : C; = 0,, ;.
Soit C' une matrice colonne quelconque : C' € M, ;(K). On a alors :
det (C4]..|C;l...|C) = det (Cy]..|C — C|...|C,,) puisque C; = 0y,.1.
kDonc det (Ch]..|Cyl...|Cy) = det (C4]..]C|...|Cy,) — det (Cy]..|C]...|Cy,) = 0 par linéarité. )
Propriété 20.4
Quels que soient A € M,,(K) et A € K, on a
det(AA) = A" det(A)
4 Démonstration h
Notons (1, ..., C), les colonnes de A.
kdet()\A) = det (ACY|..|\C;]...|ACy,) = A" det (C]..|Cy|...|Cr) = A" det(A) par linéarité. )

Propriété 20.5

Ajouter a une colonne d’une matrice une combinaison linéaire des autres colonnes ne

change pas la valeur de son déterminant.

\

/Démonstration

On le montre pour la premiere colonne.

det (C1 + 2Ch + .. + AuCh| | Ci]...|C) = det (Cy .| Ci]..|C) + D Aidet (Ci]...|Cil..|Ch).
=2
Or tous les déterminants intervenant dans la derniere somme sont nuls puisque deux de leurs

colonnes sont identiques.

Donc det (Cy + AoCh + .. + MCol...| il |C) = det (Cy]..|Cy]...|C).

- %
Ex. 20.2 Calculer les déterminants suivants :

A:det((l) 1) B:det(;) i) C:det(z 2)

(" Cor. 20.2 R

1
Notons uv = 0 et v =

A = det(u,u 4+ v) = det(u, u) + det(u,v) = 0+ 1 car det(u,v) = det(ly) = 1.
B = det(u + 3v, 2u + 4v) = det(u + 3v, —2v) en effectuant Cy <— Cy — 2C.
Donc B = —2det(u,v) — 6det(v,v) = —2.

Enfin,
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LC = det(au + cv, bu + dv) = abdet(u, u) + ad det(u, v) + cbdet(v,u) + bd det(v,v) = ad — be. J

Corollaire 20.6

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des coefficients diagonaux.

é Démonstration

On le démontre par récurrence :
Initialisation :sin =1
det(a) = adet(1) = a est bien égal au produit du (seul!) coefficient diagonal de la matrice.

Comme ce cas n’est pas tres parlant, on traite aussi le cas ou n = 2.

a b 1 b L, . .\
det 0 = adet 0 par linéarité par rapport a la premiere colonne.
c c

b 10
Donc det g ) = adet( 0 ) en effectuant l'opération Cy < C5 — bCy qui laisse le
c c
déterminant inchangé d’apres la propriété 20.5.
b 10
Enfin, a nouveau par linéarité, det( g ) = ac det( 0 1 ) = ac car det(ly) = 1 par défi-
c

nition.
Hérédité : on suppose que la propriété est vraie au rang n € IN* donné et que A € M,, 1 (IK)

est triangulaire supérieure (la démonstration est similaire pour les matrices triangulaires infé-

rieures).
1 a1s - Grps 1 0 --- 0
0 Ao - a9y 0 a e a
: 1 2,2 2,n+1
det(A) = ajdet| . . = appdet| | , en effec-
0 - 0 Ap+1,n+1 0 --- 0 An+1,n+1

tuant les combinaisons linéaires C; <— C; — a; ;C} qui laissent le déterminant inchangé.

L’hypothese de récurrence permet alors de conclure.

N
Ex. 20.3

1) Vrai ou faux : soit A une matrice carré d’ordre n € IN* dont on note C,Cs,...,C, les
colonnes. Alors

v

det A = det(C’l — C2|02 — Cg|...‘Cn,1 — Cn|Cn — Cl)

1 n ) a ay ap -+ @
5 . ap az Gz --- G
2) Calculer det n R 3) Calculer det | @1 a2 asz --- as
n n n ay az agz --- Qap
(" Cor. 20.3 R

det(Cy — Cy, ..., Cpy — C, Cy — Cy) = det (01 ~ Cyoiry Gy = Gy > Cr = ch)
k=1 k=1

= 0

361



CHAPITRE 20. DETERMINANT PCSI, 2024/2025

Les deux déterminants sont égaux si et seulement si A est non inversible.
2) On utilise la multilinéarité du déterminant :
1 n --- n ( 1 n - 1
2 . 2
det n = ndet "
ST Lo
n .« e n n \ n .« e n 1
(1-mn 0 - 0 1 \
0 2—n .
= ndet : o0 = (=) il
o =11
\ o 0 1)
(al a ap --- al\ (1 ay —as ay —ag --- al—an\
ai Qg Gy -+ Qs 1 0 Ay — a3 -+ Q9 — Ap
det| a1 ax ag --- as = qpdet| 1 0 0 R
3) . . . . . : : : . :
\al as as --- an) \1 0 0 0 )
n—1
= l_[ (ar1 — ag)
k=1
en échangeant successivement les colonnes 1 et 2, puis 2 et 3, puis 3 et 4, etc...

-

1.3. Matrices inversibles : résumé

Soit A € M,,(IK). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) A est inversible;
2) ABe M, (K),AB =1,
3) B e M, (K), BA=1,;
4
5

)
)

) T'application linéaire ¢ : K" — K™ canoniquement associée a A est bijective ;
)
6) VIV € K", AV = W admet une unique solution V' € K" ;
)
)
)

A est une matrice de passage entre deux bases de K" ;

7) AV = Ok» admet une unique solution Og» € K"

8) rg(A) =n;
9) dim Ker(A) = 0.

I.4. Caractérisation des matrices inversibles

Théoréme 20.7
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Soit A € M,,(K). On a I’équivalence :
A € GL,(K) & det(A) #0
/Démonstration h
Soit A € M,,(K).
A est inversible si et seulement si la famille de ses vecteurs colonnes est libre.
Pour démontrer la propriété il suffit donc de démontrer que
1) si la famille (C, ..., C),) est libre alors det(A) # 0.
Supposons la famille (C1, ..., C},) libre, ¢’est-a-dire rg(A) = n.
Alors I'algorithme du pivot de Gauss - sur les colonnes de A - appliqué a A conduit a
une matrice diagonale possédant n pivots.
C’est-a~dire a une matrice diagonale dont aucun coefficient diagonal n’est nul.
Or les opérations élémentaires utilisées lors de 'algorithme du pivot de Gauss sont du
type :
o (; <+ (; qui revient a multiplier le déterminant par —1;
o (; < AC; + pC; qui revient a multiplier le déterminant par A # 0.
Le déterminant de A est donc non nul (puisque produit de scalaires non nuls).
2) si la famille (C4, ..., C,,) est liée alors det(A) = 0.
Supposons la famille (C1, ..., C},) liée. L'un des vecteurs colonnes est donc combinaison
n—1
linéaire des autres vecteurs, par exemple C,, = Z A .
n—1 =
Donc det(A) = det (Cﬂ...\Cnl\ Z)"Ci) = det (C4]...|C-1]0,,,1) = 0 d’apres la pro-
i=1
iété 20.5.
g priété 20.5 )
Ex. 204
x 1 1
x
1) Calculer det
SO
1 1 =z
r 1 -1
2) Donner les valeurs de = pour lesquelles A, = T west pas inversible.
: o1
1 1 =z
3) Dans les cas ou A, n’est pas inversible, calculer Ker(A,) et rg(A,).

( Cor. 20.4 W
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-

xr 1 -+ 1 z4+n-—1 xr 1 - 11
z 1 1
. ) x x
x .o
det| , = . .1 z4n—1|=@n-1)| . 11
1 1 2 : r r+n-—1 : oox 1
1 oo ooi 1 24n—-1 1 v oo 11
r—1 0 0 1
z 1 1
) 0 x—1
1 > .
Donc det | =(x+n-1) : .. 0 1 |=(@+n-
S |
1 1 r—1 1
0 0 1
)z —1)~1!
z 1 1
1 =z SR . .
A, = n’est donc pas inversible pour r =1 et z =1 — n.
. . . 1
1 1 =z

rg(A;) = 1 puisque toutes les colonnes de la matrices sont identiques.
Donc dim Ker(A4;) =n — 1.

1)
() (! )
-1 . 0
Or les vecteurs e; = 0 |, e = ) ey Ep1 = : sont tous dans le

0

\ 0 ) \ 0 } . }
noyau et forment une famille libre.
Donc Ker(A;) = Vect(ey, ea, ..., €,_1).

Pour x = 1 — n, le calcul de Ker(A,_;) conduit au systeéme :

(1 —n)u;+ U+ ...+ u, = 0
1-— n =
Uit ( n)U2+ + “ S UL = Uy = ... = Uy
UL+ ust+ ..+ (1—n)u, = 0

en faisant les opérations L; < L; — L;. Donc Ker(A;_,) = Vect((1;1;...;1)) est de

dimension 1.

Donc rg(A;_,) =n — 1 d’apres le théoreme du rang.

v

I.5. Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base
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Définition 20.8

Soit (E,+,.) un espace vectoriel de dimension finie n, B une base de E et F une famille de
n vecteurs de F.

On appelle déterminant de la famille F dans B et on note detp(F) le déterminant de
la matrice des coordonnées des vecteurs de F dans B.

Autrement dit,

detg(F) = det (Matg(F))

Théoréme 20.9 (Caractérisation des bases)

Soit (E,+,.) un espace vectoriel de dimension finie n, B une base de E et F une famille de n
vecteurs de FE.
F est une base de E si et seulement si detg(F) # 0.

4 Démonstration

C’est un corollaire immédiat de la propriété précédente.

En effet, F est une base de F si et seulement si elle est libre (n vecteurs dans un espace
vectoriel de dimension n).

Autrement dit, F est une base de E si et seulement si Matg(F) est de rang n, c’est-a-dire
inversible.

Et le théoreme précédent garantit que cette derniere propriété équivaut a det (Matg(F)) =
detg(F) # 0.

\_ J
I.6. Déterminant d’un produit de matrices
Propriété 20.10
Quelles que soient les matrices A, B € M,,(K), det(AB) = det(A) det(B).
(" Démonstration R
Considérons les deux applications ¢ : B € M, (K) — det(AB) et v : B € M,(K) —
det(A) det(B).

Ces deux applications sont linéaires par rapport a chacune des colonnes de la variable et
antisymétriques. De plus, ¢(I,) = ¢(1,,) = det(A).
Si A n’est pas inversible, AB non plus et ¢ = 1) = 0.

Sinon, par unicité du déterminant, on a encore ¢ = ¢ = det(A) det.

-

Corollaire 20.11

1
~ det(A)

Quelle que soit la matrice A € GL,(K), det (A™1)

365



CHAPITRE 20. DETERMINANT PCSI, 2024/2025

Démonstration
Soit A € M,,(K).
Alors AA™! = I, donc det (AA™!) = det (A) det (A7) = det(I,) = 1.

Donc det (A™!) = 1 tl(A)'
e

I.7. Déterminant de la transposée

Propriété 20.12
Quelle que soit la matrice A € M,,(K), on a

det (A™) = det(A)

\

/Démonstration
On utilise la décomposition ER de A.
On aalors : det(A4) = det(ER) = det(E) det(R) et det (A7) = det (ERT) = det (RT) det (ET).
Si R n’est pas inversible, alors det (AT) = det(A) = 0.
Si R est inversible, alors c’est une matrice diagonale donc R = RT et det(R) = det (RT).

11 suffit alors de vérifier que le déterminant des matrices d’opérations élémentaires est égal au

déterminant de leur transposée (laissé en exercice).

o /

Corollaire 20.13

Les théoremes et propriétés du déterminant énoncées sur les colonnes de sa variable sont aussi

valables pour les lignes de sa variable.

I.8. Développement suivant une ligne ou une colonne

{}7 Notation
Soit n > 3. Soit A € M,,(K). On note A4, ; € M,,_1(K) la matrice extraite de A en 6tant a A
sa i-eme ligne et sa j-eme colonne.

Autrement dit, 4;; = (ak) g eqing?-
k#i,1#5

Propriété 20.14 (Développement suivant une ligne ou une colonne)

Quel que soit i € [1;n] et quelle que soit la matrice A € M,,(K) on a :

n

det(4) = D (=1)"a; ; det (4i)

=
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De méme, quel que soit j € [1;n] et quelle que soit la matrice A € M,,(K) on a :

n

det(A) = Z(—l)i+jai,j det (A; ;)

i=1
[Démonstration hors programme }
a+b ab 0 .- 0
1 a+b ab :
Ex. 20.5 Calculer le déterminant de la matrice M, (a,b) = 0 1 0
: a+b ab
0 e 0 1 a+b
[ Cor. 20.5 )
En développant suivant la premiere colonne, on obtient :
ab 0 0o - 0
1 a+b ab :
det(Mpy2) = (a+b)det(Mnn) —| 0 1 . . 0
: a+b ab
o - 0 1 a+b
Donc det(M,,12) = (a + b) det(M,,+1) — abdet(M,,).
On calcule det(Ms) et det(M3) et on reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
n+l _ bn—i—l
La résolution conduit alors a det(M,,) = a—b lorsque a # b et det(M,) = (n + 1)a”
a/ —
Klorsque a=">o. )
Donnons a titre d’exemple I'application de cette formule au calcul des matrices d’ordre 3 :
\

(o
%’\gj Méthode : Techniques de calcul du déterminant

1) Développement par rapport a la premieére colonne :

a b ¢
A b O | = )
CLH b// c//

2) Développement par rapport a la deuxieme colonne :

a b ¢
P L S A U )
CL// b// c//

3) Développement par rapport a la troisieme colonne :

a b ¢
A b = .
a// b// c//

4) Développement par rapport aux lignes :
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a b c
L A P .
al/ b/l C”
a b ¢
L/ A A PP .
a// b// C//
a b ¢
L/ PP .
al/ b/l C”
5) En pratique on mémorise le développement suivant une ligne ou une colonne en retenant
+ -+
i + —
le schéma + - 4+

/ <
% Méthode : Calcul pratique du déterminant
Pour calculer le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n quelconque, les propriétés précé-

dentes sont généralement utilisées selon 'une des deux méthodes suivantes :

1) on effectue des combinaisons linéaires des lignes ou des colonnes pour se ramener, a 'aide
de la propriété précédente, au calcul du déterminant d’une matrice d’ordre inférieur

(souvent n — 1) et on fait une récurrence :
A * .« . *

0
det(A,) = det = Adet(A,_1)

2) on effectue des combinaisons linéaires des lignes ou des colonnes pour se ramener au
déterminant d’une matrice triangulaire qui est égal au produit de ses coefficients dia-

gonaux.

Une des combinaisons linéaires des lignes ou des colonnes que 'on rencontre souvent est d’ef-
fectuer la somme des lignes (ou des colonnes) dans I'une des lignes (respectivement colonne)

de la matrice de départ :

det (C1|Ch)...|Cr_1|C) = det (cl\czy...\cnlchj)

j=1
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I+X* X 0 0
X 1+X?2 X 0
Ex. 20.6 Soit A(X) = 0 : : 0 e M, (R).

: X 1+ X? X

0 EE 0 X 1+ X?
Montrer que D(X) = det A(X) est un polynoéme, donner son degré.
Calculer D(X).

(" Cor. 20.6 )
Do(X)=(1+X?)? - X?=1+ X%+ X4
D3y(X)=(1+X?P-2(1+XH)X?> =1+ X?+ X*+ XC.
On conjecture donc que D,(X) est un polynéme de degré 2n, plus particulierement que
D,(X) = ZZZO X2,
Pour le montrer, on développe suivant la premiere colonne et on obtient que D, 2(X) =
(14 X*)D,1(X) — XD, (X).
On fait alors une démonstration par récurrence double :
I"2nitialisation est faite aux rangs 2 et 3.
Hérédité : supposons que pour n = 2 donné, D,(X) =D  X? et D,y (X) = Z:) X%,
Alors
Duis(X) = (14 X?)Dia(X) — X2D,(X)
_ Z;ré X2k 4 sz X2k _ Zj X2k

Lot B X2 = X

les autres termes s’annulant.

Conclusion : la propriété est initialisée aux rangs 2 et 3 et héréditaire a partir de ces rangs,

donc par récurrence double,
n

¥n > 2, D,(X) = > X*

k=0

En particulier, il s’agit bien d’'un polynoéme de degré 2n.

- /

I1I. Déterminant d’'un endomorphisme

I1.1. Définition

Théoréme 20.15 (Indépendance vis-a-vis de la base choisie)

Soit E un espace vectoriel de dimension n, B = (b, ...,b,) et C = (cq, ..., ¢;,) deux bases de F,
f un endomorphisme de F.
Alors

det(Matg(f)) = det(Mate(f))

[Démonstration ]
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Définition 20.16 (Déterminant d’un endomorphisme)

Soit E un espace vectoriel de dimension fini. On appelle déterminant d’un endomor-
phisme le déterminant de sa matrice dans une base quelconque de E (on choisit la

méme base au départ et a l'arrivée).

Notation
| On note det f le déterminant de I’endomorphisme f.

I1.2. Propriétés

Propriété 20.17

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, f et ¢ deux endomorphismes de E.
On a les propriétés suivantes :
det(f) # 0 < f est un automorphisme de F;

det(f o g) = det(f) det(g);

det (f7') = ;

soit B une base de E, F une famille de n vecteurs de FE :
dets(f(F)) = det(f) dets(F)

[Démonstration }

- v ot gy | Mn(€) = Mn(C)
Ex. 20.7 Soit n € IN etw.{M YT .
Calculer det ).
(" Cor. 20.7 R

Commencons par traiter le cas n = 2.

En notant E; ; les matrices de la base canonique de M,,(C), on a

Y(Er) = B
Y(Er2) = Ea
Y(Ea1) = B
Y(Eay2) = Eap
1 000
Donc la matrice de ¢ dans la base canonique est Mate () = 8 (1) (1) 8
0001
1000
0100
Donc det(¢) = — 00 1 0 =—1.
0001

Le cas général procede de la méme idée : en écrivant la matrice de 1) dans la base canonique,
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on a

V(E;;) = E;; (il y aura un coefficient 1 diagonal dans cette colonne)

1/}<Ei,j) = Ej,i pour ] 7A 1.

Dans le calcul du déterminant de v, on devra donc échanger les colonnes correspondant aux

vecteurs de base £ ; et E;; pour se ramener a la matrice identité, ceci pour tous les couples
n(n—1

n(n—1)

Donc det(¢)) = (—1)" =

couples de cette sorte.

o /

Corrections
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Maths - Chapitre 21
Séries

A notion de série repose sur 1'idée que pour obtenir une approximation d’'un nombre (irrationnel
£ par exemple), on peut partir d’'une approximation déja obtenue et lui ajouter un terme
suffisamment petit pour obtenir une approximation plus fine. C’est une notion d’une importance
fondamentale en mathématiques non seulement a cause de I'importance pratique de la notion
d’approximation des nombres irrationnels, mais encore parce qu’elle est une synthese des notions
de suites, de sommes finies et -comme nous le verrons- fait aussi intervenir les notions d’intégrales
ou de développements limités.

Dans tout ce qui suit, u, v et w sont des suites réelles ou complexes définies sur une partie A C IN
et f une fonction de I C R dans K =R ou K = C.

I. Introduction

I.1. Formules de Taylor

Théoréme 21.1 (Formule de Taylor avec reste intégral)

Soit n un entier positif et f € C"T(I). Alors

Vo € I, (&) = f(zo) + (@ — z0) o) + - + T2 p) g f aam ey ARG

é Démonstration

On la démontre par récurrence :

Initialisation : pour n = 0, la formule s’écrit f(z) = f(xo) + J f(t)dt

J f(t)dt = f(x) — f(xo) et la formule est donc vraie au rang 0.

H eredzte supposons la formule de Taylor avec reste intégral vraie au rang n entier donné.
Soit f de classe C"™2(I). L’hypothese de récurrence nous permet d’écrire, pour f, la formule
de Taylor avec reste intégral a l'ordre n.

On a alors :
f;o (I;—f)nf () (1) dt = [ﬁf (n+1) (t)]z - fzo 7((x+—iHTf "+2)(t)dt en intégrant par partie.
) x n Tl
Donc f f(”“)(t)dt = %f(”ﬂ)(mo) + ;0 %f (n+2) ($)dt, ce qu'il fallait démon-
Ktrer. )

Ex.21.1 Ecrire ce théoréme pourn=0etn=1
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Théoréme 21.2 (Formule de Taylor-Young)

Soit n un entier positif et f € C*(I), alors

(x — z9)

Vo € I, f(z) = f(zo) + (x — 20) f'(0) + - + o nf(n)(%) + 04 ((z — 20)")

~

4 Démonstration

Pour commencer, une remarque : ce théoreme n’est pas un corollaire du théoreme précédent

puisque ses hypotheses, plus faibles, ne permettent pas d’utiliser la formule de Taylor avec

reste intégral.

On le démontre par récurrence :

Initialisation : pour n = 0, il s’agit de montrer que, si f est continue, alors f(x) = f(x¢) +
o (1).

%_e:f:(i est évident puisque lim f(z) — f(x¢) = 0 (la fonction étant continue).
Hérédité : supposons qla;; gf)oour n donné, la formule de Taylor-Young soit valide.

Soit f de classe C"*1(I). En particulier, f est dérivable sur I et f est de classe C"([).
On peut donc utiliser 'hypothese de récurrence sur f' :

Vo € 1, f'(x) = f'(z0) + (x — o) (o) + -+ + L D (o) + 04 (2 — 20)")

On integre alors cette formule :

f(x)=f(xo) = LO F(Odt = f'(xo)(x—20)+ - -+%f<”“)(xo)+LO 040 ((t — 20)™) dt.

o ((t—xg)")dt= o ((x—z0)"™).

t—xo r—x0

Montrons que J

zo

Pour cela, écrivons que e ((t —x0)™) = (t —x0)™ X a(t) avec tlim a(t) = 0 (c’est la définition
— X0 — X0

des « petit o ».

En revenant a la définition de la limite : soit € > 0. Il existe n > 0 tel que |t — x| < = —€ <

at) < e

En intégrant cette relation pour x € [z — n; xo + 1], on obtient bien J L0 ((t —x0)™)dt| <
— X0
zo
(1: o :L,O)nJrl .
Tl (),
\_ J

Remarque

Toutes les formules précédentes peuvent se réécrire en utilisant h = x — xg a la place de z et
le signe Y. a la place des pointillés.

Par exemple, la formule de Taylor avec reste intégral pour f € C""(I) se rééerit :

n!

n p h _\n
f(ili'o —+ h) = Z %f(p)<l'0) + J Mf(nJrl) (iIZ’o —+ t)dt
: 0

p=0

Réécrire la formule de Taylor-Young de cette fagon :
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I.2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 21.3 (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soient n € N et f € C"(I).
Si M e R,V € 1, ,f(”+1)(x)| < M (autrement dit ) est bornée sur I), alors
n n+1
_ (e ! . . (z — x0) (n) |z — 2]
f(@) = f@o) — (& — @0) (o) — - -~ Tf (zo)| < n+1)!
ou encore
o (@ —@0)* |z — 330\”“
fl@) = D =B (z0)| <
|
okl (n+ 1)!
(" Démonstration R
D’apres la formule de Taylor avec reste intégral (voir théoreme 21.1),
" (= 20)* =t N@=0"
f(z) = ; Tf(k)(fo) = Tf( U()dt| < Tf( U(t)| dt en sup-
= xQ Zo
posant x = xg.
OrVt e I,|f™D(t)] < M, donc
o (2 —m0)* Tz )" | — @™
_ RS <M dt = M——+—.
f(x) ; (o) N o
KLe cas oll < xq se traite de facon similaire en échangeant les bornes d’intégration. )
Ex. 21.2  Ecrire ce théoréme pour n =0
Quel nom porte ce théoreme 7. .. ...
. — 1
Ex. 21.3 Montrer que e = ngl}rloo 2 o
[ Cor. 21.3 R
D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée au segment [0; 1],
1
el — kZ:O ] exp®(0)| < (nf_ 0 car la fonction exp est majorée par e sur [0; 1].
e 1
im 1) () — : L
Or ngrfoo CE 0 et Vk € IN,exp'™(0) = 1 donc nginooz Tiie
- i~ )

I.3. Définition

Définition 21.4 (Série numérique)

| Etant donnée une suite (uy), o & valeurs réelles ou complexes, on appelle série de terme
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général u, la suite S définie par
Sn = Z U
k=0
La définition s’étend au cas ou le terme général u,, n’est défini qu’a partir d’un rang ny € IN.

Les termes de la suite .S sont appelés sommes partielles de la série.

W Notation

| On note E u, la série de terme général wu,,.

Définition 21.5 (Convergence/divergence d’une série)

‘ On dit que la série E u, converge si la suite S de ses sommes partielles converge.

Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.

ﬁ( Notation
+00
Lorsque la série Z u, converge, on note Z u, la limite de la suite S.
n=0

‘ 14 . . 14 .

Définition 21.6 (Somme et restes d’une série convergente)
+oo

Lorsqu’une série Z u, converge, Z u, est appelée somme de la série.

n=0

—+00 n —+00
La suite R définie par R, = Zuk — Zuk = Z ug est appelée suite des restes de la
k=0 k=0 k=n+1

série.
n

+00
Ex. 21.4 E — est-elle convergente ? Si oui, que vaut E —~ ?
- n! n!
=0

(" Cor. 21.4 h

C’est encore I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction exp sur le segment [0; ] ou

n

. . 7’ . . 7’ 14 .T;
[x; 0] suivant le signe de z. On en déduit comme dans I'exercice précédent que E — converge
n

+oo

L x
et que Z}m = exp(z) = €”.
\_ " J

I1.4. Propriétés

Propriété 21.7 (Linéarité de la somme)

Si les séries de termes généraux u, et v, convergent toutes les deux, alors V(A; u) € K2 la série
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Z Au, + pv, converge et
+o0o +o0o +o0o
it =3 S S
n=0 n=0 n=0
(" Démonstration A
C’est un corollaire immédiat de la linéarité de la limite des suites réelles ou complexes (voir
théoreme 9.42).
\_ ) %
Propriété 21.8
Si la série Z u, converge, alors la suite u converge vers 0.
(" Démonstration A
n+1 n
Pour tout entier n € N, S, 1 — 5, = Z Wy, — Z Up = Upyq. Or la suite S converge, donc par
k=0 k=0
“+o00 “+o00
théoreme opératoire sur les limites de suites, la suite v converge vers Z Uy — Z u, = 0.
k n=0 n=0 j
o N
i Meéthode : Divergence grossiére d’une série
La propriété précédente est utilisée pour montrer qu'une série diverge en passant par sa
contraposée : si la suite u ne tend pas vers 0, alors la série Z u, diverge.
KOn dit dans ce cas que la série diverge grossiérement. )
f Important !
| La réciproque de cette propriété est fausse!
2m
Ex. 21.5 Nature de la série Z sin (n—)
— 7
n=0
[ Cor. 21.5 )
La suite u, = sin (n%) est 7—périodique, donc la suite extraite (sin((?n—l— 1)27”))HG]N est
constante, égale a sin (27”) > 0. Donc,
Ou bien la suite u ne possede pas de limite,
Ou bien sa limite vaut sin (27’7) > 0.
2w . .\ . ,
Dans les deux cas la série Z sin (n7) diverge grossierement puisque son terme général
n=0
ne tend pas vers 0.
N P J

1
Ex. 21.6 Nature de la série —.

o1 n
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(" Cor. 21.6 A

Pour tout n > 1, J J _r
(n).

1
Donc In(n + 1) Z— 1+ In(
n
n=1
, . 1 L. 1 .
D’apres le théoreme des gendarmes, lim — = +00 : la série Z — est donc divergente.
n—-+00 n

n=1 n=1

- /

I.5. Série géométrique

Définition 21.9 (Série géométrique)

| On appelle série géométrique toute série dont le terme général est une suite géométrique.

Propriété 21.10 (Rappel)

n
Si u est une suite géométrique de raison r différente de 1 alors E Up = Ug
k=0

1 —prntl
1—r
n
Si u est une suite géométrique de raison 1 alors Z up = (n+ 1)uo.
k=0

Théoréme 21.11 (Convergence d’une série géométrique)
Une série géométrique converge si et seulement si son terme général est nul ou de raison r
vérifiant |r| < 1.

De plus, si elle est convergente, alors sa somme vaut

Dt = T
Uy =
o 1—7r
( Démonstration A
Si ug = 0, il est clair que S = 0 converge.
Sinon, si r = 1, S,, = nuy diverge vers oo suivant le signe de uy.
S 1 TnJrl
. n . .
Enfin, dans le dernier cas, — = — converge vers si et seulement si |r| < 1.
Up 1—r 1-—r —r
\_ /
\

57 Méthode
Les séries géométriques sont d’une importance primordiale !
En voici deux utilisations tres fréquentes :
e lorsqu’une série est de la forme Z f(n)r™, il peut étre fructueux de considérer la fonc-
tion S, : z € R\{1} — Zf(n)x” et de tenter d’exprimer S, a l'aide de la série
géométrique Zx” puis d’évaluer S,, pour x = r;

e nous verrons une autre utilisation de la comparaison a des séries géométriques -notamment
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L de la majoration d’une série a termes positifs par une série géométrique- au paragrapheJ
II..

n
Ex. 21.7 Nature (et somme si convergence) de la série Z o
noos (22)

2n
/Cor. 21.7 h

Meéme question pour la série E

Soit Sy, (z) = Z nx" et Gp(z) = Z x". G est une série géométrique et pour tout = # 1
—(n+1)2"(1—z)+1— 2"
(1-2) '

Sp(z) =2Gl(x) =

: . s n no

En substituant x par 3, on en déduit que Z on est convergente et que HZO on = 2.

Pour la seconde, par linéarité, on obtient immédiatement la convergence de la série en substi-

ik
B 2

{5 ncos (37) i1 si(i7) | s

2~ Re| g | Re m -~

= (1-4)

\_ J

tuant x par § (ou j = =) puis sa somme

I.6. Suites et séries télescopiques

Proposition 21.12

Une suite (un), oy converge si et seulement si la série E (Uny1 — uy) converge.

\

(" Démonstration
n
Il suffit de remarquer que a suite S, = Z (ups1 — ug) est une somme télescopique qui se

simplifie en S,, = u — ug. L’é uivalencek;romoncée est alors évidente.
p n n+1 0 q

- J
4 N

i Méthode : Sommation d’une série en utilisant des sommes télescopiques

Le théoreme précédent parait anodin mais est souvent utilisé pour calculer la valeur de la
somme d’une série, notamment lorsque celle-ci a pour terme général une fraction rationnelle.
En décomposant cette fraction rationnelle en éléments simples, il apparait parfois une série

télescopique dont la somme peut étre calculée.

Nous verrons aussi a l’exercice 21.11 une utilisation directe de cette proposition.

N /
1

Ex. 21.8 Montrer que Z ——— converge et calculer sa somme.
- i n(n+1)

Cor. 21.8

. s . 1 1 1 . o
On décompose ———— en éléments simples : —— = — — d’ou 'on déduit que la
z(x+1) rlx+1) = x+1
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série proposée est convergente et que

< |1 _ 1
S
“~in(n+1) n—+oo 1 + 1

1
Ex. 21.9 En utilisant ’exercice précédent, montrer que la série Z — converge et donner un

n=>1
+00 1
encadrement de Z; 3
(" Cor. 21.9 R
. 1 1 1
Pour tout entier n > 1,0 < —— < — < ———  (Ey).
nn+1) n?  (n—1)n
1 1
Or, d’apres 'exercice 21.8, _— = ———— converge vers 1 en croissant (puisqu’on
P Zn(n—i—l) ;(n—l)n & (puisq

somme des termes positifs).

De plus, E — est aussi une série croissante (puisque son terme général est positif) qui converge
n=1
st et seulement si elle est majorée (par théoréeme de convergence monotone).

En utilisant I'encadrement (F;), on a donc

Z%<1+Zﬁg1+1

n=1 n=2

1
Donc E — est une série convergente et I'encadrement (£;) permet d’affirmer que
n
n=1

+

3

1

1<

<2

i
\_

-

I.7. Série exponentielle

Proposition 21.13 (Série exponentielle)

L’exercice 21.4 montre que
+oo n

7
L —
Vr e R, e = Z -
n=0
Cette égalité se prolonge aux variables complexes : autrement dit,

+oo

VzEC,ez:Z%

n=0

I1. Séries a termes positifs

I1.1. Définition
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Définition 21.14 (Série a termes positifs)

On dit que Zun est une série a termes positifs ou plus simplement est a termes
positifs si Vn € N, u, > 0.

I1.2. Théoreme de convergence monotone

Théoréme 21.15

Une série a termes positifs converge si et seulement si elle est majorée.

4 Démonstration A
n+1 n n
La série étant a termes positifs, E Uy = E U + Uy = Uy,
k=0 k=0 k=0

La suite des sommes partielles est donc croissante.

Or une suite croissante est convergente si et seulement si elle est majorée d’apres le théoreme

9.50 de convergence monotone.

\_ %
% Notation
Somme d’une série a termes positifs
Le théoreme précédent montre qu'une série a termes positifs divergente tend vers +oo.
On notera alors
+00
I
n=0
+00
Autrement, pour une série a termes positifs, Zun est tougjours définie et prend sa
n=0
valeur dans [0; +00].
+00
Dans le cas ou, au contraire, une série @ termes positifs converge, on note Z Uy, < 4-00.
n=0
I1.3. Comparaison entre séries et intégrales
Théoreme 21.16
Soit f une fonction continue et décroissante sur R .
n+1 n n
Vn € ]N*,J FO)dt <> f(k) < f(1)+J F(t)dt
1 k=1 1
(" Démonstration h

f est décroissante donc
Vk e N*Vt € [k;k+1], f(k) > f(t) = f(E+1). On a donc :
o« S f) =30 [ AR > S [ fde = [
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e De méme :
L S ) = FO) + Z0 Gk 1) < S+ S [ F@de= £+ [ A J

5 Méthode
Nous avons déja utilisé le théoreme précédent pour déterminer la nature de la série harmo-
) 1
nique —.
e 25 | L
En pratique, comme dans I'’exemple 21.6, ce théoreme permet dans le cas ou la série est diver-

gente d’obtenir non seulement la divergence de la série, mais aussi un équivalent de

Z f (k) lorsque n — +o0.

Dans le cas des séries convergentes en revanche, ce théoreme permet de majorer la série donc

de prouver sa convergence, mais ne donne pas la valeur de sa somme. )

-

Ex. 21.10 Soit r € R.

1
Déterminer suivant la valeur de r la nature de la série S = Z — et donner un équivalent de Sh
n

lorsqu’elle diverge.

(" Cor. 21.10 h

_ 1 . .
e Sir < 0, en posant p = —r, — =P —+> 400 donc la série est grossierement
n—-+0oo
divergente. De plus f : © € R — 2P est croissante, le théoreme précédent s’applique

donc pour — f qui est décroissante et Vn € IN,

[ pat = Zf Jf £)dt

e Sir= 0 S, = n diverge et... est équivalente a n en 400!

e Si 0 <r <1, la démonstration du premier s’adapte. Cette fois-ci, la série ne diverge

1
pas grossiérement et f:x € R~ — est décroissante. On en déduit que
x
(n —|- 1 I=r _ Z -1
h k:T 1—r

et finalement que — ~

n

1
. Sirzl,onavuqueZE ~ In(n).

noo
k=1

1
e Enfin, si » > 1, la méme démonstration prouve que S = Z — converge. Cependant

la détermination de la limite de cette somme est ardue et en fait on ne sait en général

toujours pas la calculer, sauf pour les entiers r pairs. )
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I1.4. Séries de Riemann

Définition 21.17 (Séries de Riemann)

n

. . " I
‘ On appelle série de Riemann toute série de la forme Z —oua € RY.

n>1

Propriété 21.18

1
La série de Riemann E — converge si et seulement si o > 1.

n=>1
(" Démonstration A
kLa démonstration a été faite a l'exercice 21.10. )
I1.5. Théoremes de comparaisons entre séries a termes positifs
Proposition 21.19 (Majoration/minoration)
Si u et v sont positives a partir d’un certain rang et si v < v a partir d'un certain rang alors
° Z v, converge=- Z U, converge:;
° Z u, diverge=> Z v, diverge.
(" Démonstration h
N
Notons N € IN un rang satisfaisant Vn > N,0 < u,, < v, et m le minimum de Zun et de
k=0
N
Zvn. On a alors
k=0
n N n N n
Vn>N7Zuk:Zuk+ Z up < ) up + Z V.
k=0 k=0 k=N+1 k=0 k=N+1

\_

De plus la suite Zun est croissante a partir du rang N, donc si Zvn converge, elle est

croissante (a partir d’un certain) et majorée donc convergente.
n N n

De méme, si u diverge, > u, tend vers +o0 et , E U = E Uk + E uy diverge d’apres le
k=0 k=0 k=N+1

théoreme des gendarmes.

J

Remarque

Dans la proposition précédente, si l’inégalité est vérifiée a partir du rang 0, on peut

+00 +00
de plus affirmer que Z Uy < Z Up.
n=0 n=0
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Proposition 21.20 (Nature de séries a termes positifs équivalents)

Si u et v sont positives et si u,, ~ v, alors E U, et E v, sont de méme nature.
o

\

/Démonstration

U, ~ v, donc a partir d'un certain rang, 3+ < u, < 3”” . Les suites étant par ailleurs positives
o

(a partir d'un certain rang) le théoréme précédent permet d’affirmer qu’en cas de divergence

de Zvn,

De méeme, en cas de convergence de E Un, converge aussi, donc E Uy, aussi.

\ J

Un
diverge aussi, donc E Uy, aussi.

BZvn

I1.6. Exemples

IS

Ex. 21.11 Soit z la suite définie pour n € N* par x,, = ( ) Montrer que x,, converge et en

’EE

5

(" Cor. 21.11 h

La suite z est strictement positive, son logarithme est donc défini. Pour montrer que la suite x

déduire qu’il existe un réel A € R tel que n! ~
n—>+oo

converge, il suffit donc d’apres la proposition 21.12 de montrer que la série Z (Inx, 1 —Inz,)
converge. Or

Inz,.1 —Inz, =In (m;—:l) =—1+ (n + %)ln (1 + %)

En effectuant un développement limité a 1’ordre 3 on obtient donc :

1
Iz, —Inz, =—-1+(n+1 )(———+ n3+n£+oo($)): 12n2+nf’+oo(#)'

La série des — étant convergente d’apres l'exercice 21.10, la série Z (Inz,y1 —Inx,) Vest

n
aussi, donc la suite x tend vers un réel A supérieur ou égal a 1 (par passage a l'exponentielle).

On en déduit que n! ~ )\\/ﬁ(g)n
k n——+0o00 /

'

/\b/ 1 d ey K3 ’ . 3 1 d . 3
%& Méthode : Utilisation des séries de Riemann et des théorémes de comparaison pour les

\

séries a termes positifs

o Si E u, est une série a terme positifs et si nu,, — +oo alors E Uy = 400 :

n—-4o00o

en effet, nu, — 400, donc a partir d’'un certain rang, u, > —
n—+o0o n

Le théoreme de comparaison et le théoreme sur les séries de Riemann permettent de
conclure a la divergence de E Up.-
—+00
o Si E u,, est une série & terme positifs et si n?u, — 0 alors E Uy < 400 :
n—-+00
n=0

en effet, n2un —) O donc a partlr d’un certain rang, O Uy < -
n—+ n
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Le théoreme de comparaison et le théoreme sur les séries de Riemann permettent de
conclure a la convergence de E Up-
e Ces deux exemples donnent une méthode tres utile en exercices pour obtenir la nature

(c’est-a-dire la convergence ou le divergence) d'une série a termes positifs.

Ex. 21.12 Nature des séries suivantes :

S = ZW T = Zln(l——) U:nZann Zm W= e

n>=2 n>2 n=2

(" Cor. 21.12 A

e S est a termes positifs et ——— ~ donc S est convergente.

1
e —T est a termes positifs et —1In (1 — %) ~ —— donc T est divergente.
% \/n

1
U est a termes positifs et ——— ~ — donc U est divergente.
+1Inn <~ n

V est a termes positifs et a partlr d’un certain rang Inn < n donc, a partir de ce rang,

1
> — qui est divergente. Donc V' est divergente.

vVnlnn 1

W est & termes positifs et & partir d'un certain rang e” > n° donc, & partir de ce rang,

1
nde " < —. Donc W' est convergente.

\ i J

Ex. 21.13

2

(2n)!

(avec la convention 0% = 1).

1) Quelle est la nature de la série de terme général

+00
2) On pose S =
nzz(:) (2n)!

Montrer que S > es puis majorer S.

(" Cor. 21.13

n?’L

(2n)!

i (D™ @
o X2n+2)!_(1 ) 2@n+ 1)

Or (1+%)n:exp(nln(1+1/n)):exp(1+ 0 (1)) — e.

n—-+o00 n—-+o00

1) Posons u,, =

. Un+1

Donc lim —— =0.

n—-+00 Up,

Unp+1 1
<

Up, 2

converge.

Dong, il existe un rang, a partir duquel, 0 <

n

(2n)!

Donc la série de terme général u,, =

(avec la convention 0° = 1).

2) On pose S = Z

4 (2n
n" I ™ n 1 1\"
VneN, —— — — > — - .
"e " (2n)! n'xl_!n+k n!X(Q)
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“+00
1 2 n

Donc S > ( /') = exp(1/2).

n=>0 n:

R n" 1 - n 1
Dememe,VnelN,wzmxgn_Fk gﬁ
<e. -
Y Donc S <e D

ITI. Séries absolument convergentes

IT1.1. Définition

Définition 21.21 (Convergence absolue)

Soit u € CN. On dit que la série Z u, est absolument convergente si la série Z |un| est

convergente.

II1.2. Propriété

Théoréme 21.22

Toute série absolument convergente est convergente. De plus, on a alors pour tout N € IN,

+00 +0o0
0< | un| < D Junl
n=N n=N

/Démonstration

Soit S = Z u, une série absolument convergente.
e Si u est une suite réelle, pour tout entier n, —|u,| < u, < |u,| donc
0 < up + |uy| < 2|u,|. Comme Z |u,| est convergente, Zun + |u,| Vest aussi.
Or Z Uy = Z Up + || — Z |u,| est la différence de deux suites convergentes, donc
est convergente.
e Si u est une suite complexe, le point précédent s’applique, en utilisant I'inégalité triangu-
laire, a ses parties réelles et imaginaires. A nouveau, la série Z u, est donc convergente.
N+p N-+p
e Enfin, soient N, p € IN. D’apres l'inégalité triangulaire, 0 < Z Up| < Z ||
n=N

n=N
Or les séries étant convergentes, les restes sont définis donc, par passage a la limite

p — 400, pour tout N € N,

3
]
2
3
]
2
o

-

o I
4 Méthode

Lorsqu’une série n’est pas a termes positifs, le théoreme précédent donne souvent un
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moyen simple de démontrer sa convergence.
Attention cependant! Il existe des séries convergentes qui ne sont pas absolument conver-

gentes !

n

Ex. 21.14 Soit S = ZQ T
—_— n

1) S est-elle absolument convergente ?

2) Montrer que S converge et calculer sa somme.

(" Cor. 21.14 A

Soit (S2n),en €6 (S2ns1),en les séries extraites de S de rangs pairs et impairs.
Vn € NN,

-1 n——+00

Sons1 — Sop = —— "ZE0;
® T o 1) 1 1
2142 k
(—1) 1 -1 dn+3—4n -5
Sopis = Son = San
® i 4 2k + 1 Tt 4l 2emaDl T T U 3)@n 1)

k=
donc la serle (Son) ey €st décroissante ;

e On démontre de méme que la série (So,41),c €st croissante.
Les deux séries extraites sont donc adjacentes, donc convergentes et ont méme somme.

(="

Comme il s’agit des séries extraites de rangs pairs et impairs, la série E 5

est elle aussi

n+1
convergente.
1
1
Pour obtenir la valeur de la limite, on utilise Arctan(1) — Arctan(0) = J g sda
x
0
n 1
T (_1)k (_xQ)n+1 )n+1
done = = N' 2 )9 _ =r)
on a onc4 ;)2k+1+f() 1522 T car — Z 1+$2
1
1
Cest-a-dire |~ < 222y = )
0 2n+3
+00
(=" =
D .
one nz_o m+1 4
\_ _ /
Ex. 21.15 Soient z € C et S(z an
1) Pour quelles valeurs de z la série est-elle absolument convergente ?
2) Calculer, dans le cas ou elle est absolument convergente, sa somme.
[ Cor. 21.15 )

- . . . 1
1) Si|z] < 1, alors n'|z|" - 0, donc & partir d'un certain rang, 0 < n’|z|* < —. La
n—+oo n
série est alors absolument convergente.
Si|z| =1, n?z|" - +00, la série n’est donc pas absolument convergente puisque la
n—-+0oo

série des modules est grossierement divergente.

2) On note T'(z) la série géométrique Z 2",

Tn(z)—ll__zz _Z
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Il
>~
)
N
e
Il
"
—~
I\
~—

2T (z) = Z kz2F et 22T"(2) + 2T"(2) = 2 (2T!(2))'
k=0

k=0
1 _ n+1
En utilisant I'expression T,,(z) = 1—Z et le fait que 2" - 0 on obtient donc
—z n——4o00
f o, 2(1—2z)+222 2242
nz = = .
~ (1—2)3 (1—2)3
\_ _ /
ITL1.3. Corollaire
Corollaire 21.23
Si (u,) est une suite complexe, (v,) une suite de réels positifs, si u, = O(v,) et si Zvn
converge, alors Zun est absolument convergente donc convergente.
II1.4. Pour le plaisir : formule de Stirling
Ex. 21.16 (Cor.)  On appelle intégrales de Wallis les intégrales de la forme
3 3
W, = J sin"(z)dr et W) = J cos™(z)dx
0 0
pour n € IN.
1) Calculer Wy, Wy, W et W1.
2) Montrer que pour tout n € N, W,, = W/.
3) Obtenir une formule de récurrence a I’aide d’une intégration par partie.
Ex. 21.17 Les exercices 21.16 et 21.11 ont conduit aux résultats suivants :
o W, = J.OE sin”(x)dx vérifie pour n > 2, nW,, = (n — 1)W,,_o;
il exi ; * I~ n)"
e il existe un réel A € R tel que n! e )\\/ﬁ(e) .
Exprimer W5, a I'aide de factoriels puis montrer que n! ~ V2mn (%)n
n——+0o0
[ Cor. 21.17 )

On conjecture, par exemple en examinant les valeurs de Wy, Wy, Wy, etc... que

Puis on démontre cette formule par récurrence en utilisant la formule de récurrence (2n +
2)W2n+2 = (Qn + 1)W2n

7T
En utilisant alors ’équivalent obtenu pour n!, on parvient a W,

n—-+400 )\‘ /271.

Pour obtenir la valeur de A, il suffit donc de calculer un équivalent de W5, par une autre
méthode.

Voici comment faire :
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D’une part, comme 0 < sin < 1 sur |:0; %], on aVn € N,

2

5
Wi = J sin”(z) sin(z)dz < J sin”(z)dz = W,
0 0

Donc W,, 1o < W11 < W, ou encore, ces intégrales étant strictement positives

1 < Wn+1 < Wn
Wiia ™ Wige
. W, +2
La formule de récurrence donne par ailleurs I — 1.

L2 n 4+ 1 n—+oo
Donc W,, ~ W,..
n——+0o00

D’autre part, toujours en utilisant le fait que pour n € N, (n 4+ 2)W, 4o = (n + 1)W,,, on
montre que :

Vn e N* (n+2)(n+ D)W, oW1 = (n+ 1)nW, W, 1 = (n+ 2)W, oWy = nW, W, 1.

De plus, W, W, = g ot 2W, W, = g

s
La suite (”Wanfl)nem* est donc une suite constante égale a 5
s

. 2
En conclusion, W; ~ W, W,.;, ~ —.
n—-+o0o n—-+00 2n

m m
Donc W,, ~ — et Wy, ~ ‘/ —.
n—400 2n n—-+00 4n

En comparant a la précédente expression obtenue pour ’équivalent, on en déduit que

A=+vV2r donc nl ~ 27m(ﬁ)
K n—-+o0o e

)

IV. Correction des exercices

Cor. 21.16 :
1) On obtient immédiatement Wy = W = g, Wy =W,=1

2) On effectue le changement de variable u = g — x dans I'une des deux intégrales :

0 3
W, = —J cos" (u)du = J cos™(u)du = W,
0

jus

2
3) Pour n suffisamment grand,

uy

3
W, = J sin” ! (z) sin(z)dz
0

- |:— sin™ ! (z) cos(x)]og + J 2 (n — 1) sin"?(x) cos?(z)dx

= (n—1)W,0—(n—1W,
Donc pour n > 2, nW,, = (n — 1)W,,_s.
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Maths - Chapitre 22
Produit scalaire et espace euclidien

OUT comme la notion de vecteur, la notion de produit scalaire arrive tardivement en mathé-
matiques, au tournant des XIX®™¢ et XX siecles.

Cependant, nombre de théoremes de ce chapitre ont une interprétation géométrique simple et
étaient connus bien avant I’apparition du produit scalaire. En effet, comme pour les espaces vec-
toriels, il faut comprendre d’emblée que le principal changement par rapport a la géométrie tradi-
tionnelle concerne la nature des objets qui sont considérés comme fondamentaux :

e les notions de vecteurs et de scalaires, ainsi que les opérations entre eux, sont les
objets fondamentaux de la théorie des espaces vectoriels. Sur ces notions sont construites
celles qui étaient le soubassement de la géométrie traditionnelle : points, droites, plans,
parallélisme.

e Les notions de produit scalaire et de norme sont les notions fondamentales de la théorie
des espaces euclidiens. Sur ces notions sont construites celles qui étaient le soubassement
de la géométrie traditionnelle : distance, angle et orthogonalité.

Le principal avantage que 'on tire de ce changement de point de vue est qu’il se généralise a des
objets qui sortaient jusque-la du cadre de la géométrie traditionnelle. Comme nous 'avons vu,
(F(I,K),+,.) est un K-espace vectoriel, I'ensemble des suites a valeurs réelles ou complexes aussi,
de méme que l’ensemble des fonctions continues a valeurs réelles ou complexes. L’ensemble des
polynomes, I’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes, ’ensemble des n-uplet, etc... munis
des opérations habituelles en sont d’autres exemples.

Comme nous allons le voir, si ’on parvient a définir sur ces espaces vectoriels des produits scalaires,
les notions géométriques de distance, d’angle ou d’orthogonalité pourront elle-méme y étre définies
et généralisées.

Dans tout ce qui suit, (E,+,.) et (F,+,.) sont des R-espaces vectoriels.

I. Espaces préhilbertiens réels, espaces euclidiens

I.1. Produit scalaire

Définition 22.1 (Produit scalaire)

On dit qu’une application s : £ X E — R est un produit scalaire lorsqu’il vérifie les propriétés

suivantes :
1) Symétrie : Vu,v € E, s(u,v) = s(v, u).

2) Bilinéarité : Yu,v,w € E,V\ u € R,
o s(Au+ pv,w) = As(u,w) + ps(v,w);

o s(w, \u+ pv) = As(w, u) + ps(w,v).
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3) Définition : Yu € E, s(u,u) =0 < u = 0.
4) Positivité : Yu € E, s(u,u) > 0.

En résumé, un produit scalaire sur E est donc une forme bilinéaire symétrique définie

positive.

Notation
Plusieurs notations sont utilisée pour un produit scalaire :

s(u,v) = (ulv) = (u,v) =u-v

La notation utilisée dans ce chapitre sera le plus souvent (u|v).

Remarques

e Un produit scalaire étant symétrique, il suffit, apres avoir démontré cette symétrie,
de vérifier qu’il est linéaire a droite ou a gauche pour démontrer qu’il est bilinéaire.
En pratique, on vérifiera donc d’abord la symétrie avant de vérifier la linéarité (a
droite ou a gauche) dans les exercices visant a exhiber un produit scalaire sur un
espace vectoriel donné.

e Il arrive que 'on définisse plusieurs produits scalaires sur un méme espace vectoriel.
Cette possibilité ne sera que peu utilisée dans ce chapitre mais sera tres utilisée en

seconde année pour démontrer par exemple une propriété fondamentale des matrices

symétriques réelles.

Ex. 22.1 Soit (E,+,.) un R-espace vectoriel de dimension 2, B = (i;j) et B’ = (¢'; j’) deux bases
de E.
1) Pour (u,v) € E? onnote u = x1i+y1j, v = Toi+yaj, T1, Y1, T2, Y2 € R étant les coordonnées
de u et v dans B.
Montrer que 'application qui & tout couple de vecteurs (u,v) € E? associe (u|v) = z129 +
Y12 est un produit scalaire sur F.
2) Montrer qu’il en est de méme de I'application (u,v) = @z, + yivy,, 2\, vy, 25, y, € R étant
les coordonnées de u et v dans B'.
3) Que valent (i|7) et (i, 5) ?
4) On donne ¢/ = 2i+ j et j' =i — 2j.
Calculer (¢']7"), (i'|5') et (4'|7") puis exprimer pour u,v € E (u,v) en fonction de (u|v).

(" Cor. 22.1 R

1) Symétrie : (ulv) = x129 + Y1y2 = 221 + You1 = (v]u).
Linéarité a gauche :
(Au+ polw) = (Az1 + pas) xs + (Ayr + pye) ys = A (2123 + y1y3) + p (2223 + y2ys).
Donc (Au + pv|w) = A (ulw) + p (v|w).
Par symétrie, I’application est aussi linéaire a droite donc bilinéaire.
Définition : soit u = xi+yj tel que (ulu) = 0. On adonc 2> +y* =0 (z =0ety =
0) < u=0.
Positivité : soit u = i + yj. (ulu) = 2% +y* > 0.
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L’application donnée est donc bien une forme bilinéaire symétrique définie positive,

c’est-a-dire un produit scalaire.

2) La démonstration de la question précédente reste valable si 'on décompose les vecteurs

dans la base B’ puisqu’aucune supposition n’a été faite sur la base B.
3) (il7)) = (1 +0j|0i+7) =1x0+0x1=0. De méme, (i, j') = 0.

4) (@|i") = (2i +j|2i +j) =4+1=5.
(') = (24 jli — 2j) =2 —2=0.
('17") = (i — 2jli —2j) =144 =5.
Solent u = 7' + y}j et v =24t + Y55’
D’une part, (u,v) = =\ 2, + yy,.
Diautre part, (uv) = (24i' + yyj'layi’ +yoi') = @haty (') + (4w + vhas) (7]5) +
yyyy (7'177) par linéarité et symétrie.
Donc (ulv) =5 (2}, + yiys) = 5(u, v).
On en déduit que quel que soit u,v € F, (u,v) = (u|v)
- 5 J

1.2. Espaces préhibertiens réels et espaces euclidiens

Définition 22.2 (Espace préhilbertien réel)

On appelle espace préhilbertien réel tout R-espace vectoriel muni d’un produit

scalaire.

Définition 22.3 (Espace euclidien)

On appelle espace euclidien tout R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire.

I.3. Exemples de référence

a) Produit scalaire canonique sur R”

Définition 22.4
Soit n € IN*.
On appelle produit scalaire canonique sur le R-espace vectoriel R™ I'application qui a

tout couple (u,v) € (R") associe
n

(ulv) = Z UV

k=1

Ex. 22.2 Montrer que, pour n € IN*| le produit scalaire canonique sur R" est bien un produit
scalaire.
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(" Cor. 22.2 A

1) Il s’agit bien d'une forme au sens ot V(uy, ..., u,) € R", V(v1, ..., v,) € R",

n

Z u;v; est un élément de R.
=1
2) Elle est symétrique : V(uy,...,u,) € R™, Y(vy,...,v,) € R™,

Z W;V; = Z v;u; par commutativité du produit de nombres réels.
i=1 i=1

3) Elle est linéaire a gauche :
V(ug, ..., u,) € R, V(u’l,. Lul) € R V(v v,) € R V(A 1) € R?

Z(/\uz—i-,uu —/\ZUUH‘MZUUZ

i=1
Par symétrie, elle est au881 hnealre a droite.

4) Elle est positive : Y(uy, ..., u,) € R",

2
E U U; = E u; =0
i=1 i=1

5) Enfin, elle est définie : V(uy,...,u,) € R",
Zuiui =0=Vie[l;n],u; =0.
Y i=1 %

b) Produits scalaires sur C°([a; 0], R)

Ex. 22.3 Soient a,b € R (avec a < b) et h une fonction continue et strictement positive sur [a; b].
Montrer que l'application qui a deux fonctions f et g continues sur [a; b] associe

(Flg) - J FDg(th(b)d

[ Cor. 22.3 )
1) 1l s’agit bien d’une forme au sens ou Vf € C%([a;b],R), Vg € C°([a; b], R),
(flg) f f(t) t)dt est un élément de R.
2) Elle est symetmque Vf € C%([a; 0], R), Vg € C°([a; b], R),
(flg) = f f(t) = f;g(t)f(t)h(t)dt = (g|f) par commutativité du produit de

nombres reels.

est un produit scalaire.

3) Elle est linéaire a gauche :
V1 € C%a;b], R), Vfy € CO[a; ], R), ‘v’g € CO([a b] R), V(A, ) € R?
A+ ifalg) = [LOA@+pf0)gOh®A = A [* A(OgORE A+ [ f2()g(t)hb)dt
Par symétrie, elle est aussi linéaire a dr01te.
4) Elle est positive Vf € C%([a; b], R),
(F15) = [ F(t) tdt = [V f()h(8)dt > 0 car f2h >
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5) Enfin, elle est définie : Vf € C°([a; ], R),
(fIf) = f;f(t)Qh(t)dt =0 = f=0car h > 0 est continue et que I'intégrale d'une

fonction continue positive est nulle si et seulement si cette fonction est nulle.

Définition 22.5
Soient a,b € R.
On appelle produit scalaire canonique sur le R-espace vectoriel C°([a; b], R) 1'application

qui & tout couple (u,v) € (C°([a;b], R))* associe

(uv) = J u(t)v(t)dt

Ex. 22.4 Dans R3[X]| on donne les polynomes Py =1, P, = X, P, =3X? — 1 et P; =5X3 — 3X.
1
1) Calculer pour ¢,5 € [0;3], (P P;) = J P,(t)P;(t)dt.
-1

2) En déduire les coordonnées de Q = X3 + X? — X + 2 dans la base B = (FPy; Py; Po; P3).
Remarque : ces polynomes sont appelés polynomes de Legendre.

(" Cor. 22.4 N
1
1) (P|Ry) = 1dt = 2.
J-1
1
J-1
1
(Po|Py) = | 32 —1dt =
J—11
5 3 5 3
PolPs) = | 58 =3tdt=—— = — = 2 =0.
(FPo| Ps) ] 175 1%5
' 2
(P|Py) = At = =
J-1 3
1
(P |P) = 3t3 — tdt = 0.
J-1
rl
(P|Ps)= | 5t*=3t%dt=1-1—1+1=0.
Jfll
[ 9 8
(P| ) = 9t4—6t2+1dt:2(__2+1):_,
J-1 5 )
rl
(Py|Ps) = | 15t — 14¢* + 3tdt = 0.
Jfll
i 25 8
(P3| P3) = 25t6—30t4+9t2dt:2(——6-1-3):_.
J-1 7 7
2) Soit @ = X? 4+ X? — X +2 =aPy+bP, + cP, + dP; ou (a; b; ¢; d) sont les coordonnées
de @ dans la base B = (Py; Pi; Py; Ps).
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En calculant les produits scalaires suivants (on utilise la linéarité et les valeurs précé-
demment calculées), on a :
(Q|Fo) = a(B|F) = 2a.

' 14

2
Or (Q|P0):J t3+t2—t+2dt:§+4=?
-1

7
D =-.
onc a 3

1
2 2 —4
P = 4 3 42 2 _ - _ = _ .
Or (Q|P)) ft+t 2odt= 2 -2 =

' 6 10 8
Or (Q|P) = | 3t°+3t" —4® 452 +t—2dt = -+ — —4 = —.
» 5 3 15
1
Donc ¢ = —.
’ 8d
(QIP5) = d (P3| Ps) = —.
1
10 16 8
Or (Q|Ps) = | 5t°+56° —8t* + 73+ 3t> —6tdt = — — — +2 = —.
B 7 5 35
Donc d = -.
_ 0 J

II. Norme associée a un produit scalaire

I1.1. Définition

Définition 22.6 (Norme sur un espace préhilbertien réel)

On appelle norme associée a un produit scalaire (-|-) sur un R-espace préhilbertien F

N:{E —- Ry

u +— N(u) =+ (ulu)

I’application définie par

W Notation
| La norme dun vecteur u est notée ||ul|.
Ex. 22.5 Soient u et v deux vecteurs d’'un espace préhilbertien réel.
1) Ecrire ||u & v||* en fonction de |[u|, |[|v]| et (u|v).

2) En déduire trois expressions de (u|v) ne faisant intervenir que ||u 4 ||, ||u|| et ||v]|.

Cor. 22.5
D) Jlu+o|* = (u+vlu+v) = (u|u) + (u|v) + (v|u) + (v]v) par bilinéarité.
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Donc ||u + v||” = |Jul® + [|v]|” + 2 (u|v) par symétrie du produit scalaire.

De méme, [|u—v|* = [[u* + [Jo]]* — 2 (ufv).

2) De la premiere expression, on tire :
o+ ol* = JJul® — |||
(ufv) = :

De la seconde expression, on tire :
2 2 2
Nl + ol = Ju — o
(ulv) = :

Enfin, en sommant ces deux dernieres expressions, on a :

2 2
u—+v|" —|lu—v
(ulv) = H H 1 | | (identité de polarisation)

-

Remarques

e La positivité du produit scalaire garantit ’existence de la norme.

e La définition du produit scalaire implique que ||u|| =0 < u = 0.

I1.2. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 22.7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Quels que soient les vecteurs u et v d’'un R-espace préhilbertien, on a
|(uo)| < Jul vl

De plus, il n’y a égalité que si les vecteurs u et v sont colinéaires.

4 Démonstration

Considérons la fonction f: A € R — |lu+ \v|*.

FO) = [Jul]? +2X (u]v) + A2 |[v]|* = 0 quel que soit la valeur de A (puisque le carré d’une norme
est toujours positif).

Le discriminant de ce polynome du second degré en A est donc négatif.

A =4 (ulo)® — 4 Jul* [o]* < 0.

D’ou l'on tire I'inégalité annoncée.

De plus, si f(A) =0, alors A = 0 (I’équation possede une soluEio’ng et, ou bien |[v]| =0 et u et
— (ulv

v sont colinéaires, ou bien [[v]| # 0 et f(Ag) = 0 pour \g = ol®
v

kOn a donc u + A\gv = 0 donc u et v sont encore colinéaires.

%

Ex. 22.6 Ecrire la définition de la norme et I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les produits scalaires
canoniques de R™ et de C%([a; b], R).

Cor. 22.6

Pour le produit scalaire canonique de R" : soient u € R" et v € R",
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n

] = 4| D ul.

i=1

3] < (224) (537)

Pour le produit scalaire canonique de C°([a;b],R) : soient f et g deux fonctions de cet

C-S:

espace

b
HﬂF=J‘F@Mt

CS:(f ﬂﬂﬂﬂ&):gJQPQMtxf g*(t)dt.
K a a a

/
I1.3. Propriétés de la norme
Propriété 22.8
Quels que soient les vecteurs u et v d’'un R-espace préhilbertien, on a :
e Séparation : ||u —v|| =0 u=v;
e Homogénéité : V) € R, | Au|| = |\ ||u]|;
e Inégalité triangulaire : ||u + v|| < ||ul| + ||v||.
(" Démonstration )
Les deux premieres propriétés sont évidentes. Démontrons 'inégalité triangulaire.
2 2 2 2 2 2
Ju+of]” = flull™ + 2 (ufv) + [o]|” < lull™ + 2 [[ull Jol] + [[ol™ = ([l + {lo]])"
L’inégalité portant sur des carrés de nombres positifs et la fonction carrée étant bijective de
KRJF sur Ry, on en déduit 'inégalité triangulaire. )

Ex. 22.7 (Cor.)

1) Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire noté (.|.) et d’une norme associée
notée ||.||.
Soit x1, T, ..., x, des vecteurs unitaires de E tels que

V(i,j) € [Lin]® avec i # j, a; — 2] = 1

Calculer pour tout (7, ) € [1;n]” le produit scalaire (z;]x;).

2) Soit A = (a;;) la matrice carrée d’ordre n de terme général a;; = (x;|z;).
Montrer que A est inversible et en déduire que (z1, xs, ..., ,,) est libre.

I1.4. Complément : angle géométrique entre deux vecteurs

Etant donnés deux vecteurs u et v d'un espace préhilbertien réel, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
affirme que

= [lull vl < (ufo) < Jlull o]
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Si u et v sont deux vecteurs non nuls, on a donc

(u]v)

< <
il

Ceci permet de donner une définition de ’angle géométrique formé par deux vecteurs non

nuls :

Définition 22.9 (Angle géométrique de deux vecteurs non nuls)

Etant donnés deux vecteurs non nuls u et v d’un espace préhilbertien réel, on appelle angle

géométrique formé par les vecteurs u et v le nombre

Arccos( (o) )e 0; 7

el ]l

Ceci paracheve l'objectif que I'on se donnait en introduction du chapitre : nous avons construit
toutes les notions élémentaires de la géométrie traditionnelle a ’aide des notions de vecteurs et de
produit scalaire.
Ces dernieres notions deviennent les notions fondamentales sur lesquelles peut étre construite la
géométrie traditionnelle.
L’avantage que 1’on tire de ce changement de point de vue est double :
e d’'une part, il exhibe les propriétés algébriques (c’est-a-dire opératoires) nécessaires a la
construction d’une géométrie ;
e d’autre part, il permet en conséquence de généraliser les notions géométriques a des espaces
qui jusque-la sortaient de ce cadre : R", R[X], C%([a; 0], R), etc. ..

ITI. Orthogonalité en dimension quelconque

Dans cette section, (E, +,.) est un R-espace vectoriel muni d’'un produit scalaire noté (-|).

Il s’agit donc d’un espace préhilbertien réel.

I11.1. Définitions

Définition 22.10 (Vecteurs orthogonaux)

On dit que deux vecteurs u,v de E sont orthogonaux si

(ulv) =0

Définition 22.11 (Sous-espaces vectoriels orthogonaux)

Etant donnés deux sous-espaces vectoriels G et H de E, on dit qu’ils sont orthogonauz si
tout vecteur de l’'un est orthogonal a tout vecteur de l’autre.

Autrement dit, G et H sont orthogonaux si

Vu e G,Yv € H, (u|v) =0
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Définition 22.12 (Orthogonal d’un sous-espace vectoriel)

Etant donné un sous-espace vectoriel G de E, on appelle orthogonal de GG 1’ensemble des
vecteurs de ' qui sont orthogonaux a tout vecteur de G.

Autrement dit, 'orthogonal de G est I’ensemble

{ve EYueG,(ulv) =0}

Notation
Si deux vecteurs u et v de E sont orthogonaux, on note u L v.
Si deux sous-espaces vectoriels G et H de E sont orthogonaux, on note G L H.

L’orthogonal d'un sous-espace vectoriel G de E est noté G+ = {v € E,Vu € G, (ulv) = 0}.

II1.2. Propriété

Propriété 22.13 (Orthogonal d’un sous-espace vectoriel)

Soit G un sous-espace vectoriel de . G est aussi un sous-espace vectoriel de E.

4 Démonstration N

e 0p € G* : quel que soit u € E, (0lu) = (u— ulu) = ||u||* — ||Jul|* = 0. En particulier,
quel que soit u € G, 0g L u, donc 0y € G*+.

e Soient v,w € G* et X € R.
Vu € G, (Av +wlu) = A (v|u) + (wlu) = 0 donc M +w € G*.

\_

ITI.3. Familles orthogonales, orthonormales

Définition 22.14 (Famille orthogonale)

Soient n € IN* et F = (u;) [y, une famille de vecteurs de E.

On dit que F est une famille orthogonale ou une famille de vecteurs orthogonauz si

Vi,je[lin],i#j=wu Lu;

Remarque

Sin =1, c’est-a-dire si la famille est formée d'un unique vecteur, elle est considérée comme

orthogonale.

Définition 22.15 (Famille orthonormale)

Soient n € IN* et F = (u;),cy,,p une famille de vecteurs de E.

On dit que F est une famille orthonormale ou une famille orthonormée ou encore
une famille de vecteurs orthonormés si elle est orthogonale et que tout vecteur est
de norme €égale a 1.
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Autrement dit, F est une famille orthonormale si

0 siij
1 sii=j

Vi, j € [1in], (uilu;) = {

Ex. 22.8 Soit n € IN* et pour tout entier k € [0;n], fr : * € [—m 7] — cos(kx). On note
F = (fr)re[o,n) 1 famille de T'espace préhilbertien réel C%([—m;7]; R) muni de son produit scalaire
canonique.

1) La famille F est-elle orthogonale ?

2) La famille F est-elle orthonormale ?
Si ce n’est pas le cas, construire a partir de F une famille orthonormale.

(" Cor. 22.8

1) Soient k € [0;n] et I € [0;n].
" T cos((k+ D)x) + cos((k — Dx
(felf1) :J cos(kx) cos(lx)dx :J (( +1) );’ (( ) )dx

Dongc, si k ;Zl, -
1 ™
= in( (k41
(felf2) 20+ l)[sm(( +0z)]" +
La famille est bien orthogonale.
De plus, pour k =1 # 0,

(ful fr) = ﬁ[sin(%x)]:r 4 %[x]; .
et, pour k =1 =0,
(folfo) = [=]"_=2n

1 : x
2% =1 [sin((k — l)ac):li7T = 0.

2) La famille F n’est donc pas orthonormale.
Pour la rendre orthonormale, il suffit de diviser chaque vecteur de la base par sa norme :

la famille {
Go:x € [—m T —

V2r

k
et Vk € [1;n],gr:x € [-m; 7| — coiﬁ%x)
L est une famille orthonormale de C°([—; 7]; R). )

I11.4. Propriété d’une famille orthogonale

Propriété 22.16 (Liberté d’une famille orthogonale)

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

é Démonstration

Soit F = (u;);cq1,,) une famille orthogonale et (Ai);cpy.,) € R" des réels tels que

=1
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Pour tout j € [1;n], (Z il uj) = Z)‘i (wilu;) = Aj (ujlu;) par linéarité a gauche du
i=1 i=1
produit scalaire et en utilisant ’hypothese d’orthogonalité.

Or u; est non nul, donc A; = 0.

Comme cette propriété est vraie pour tout j € [1;n], F est une famille libre.

\_ %
ITL.5. Théoremes de Pythagore
Théoréme 22.17 (Théoréme de Pythagore : 1 version)
Soient u et v deux vecteurs de E.
u Lo [lutol® = ul® + ol
4 Démonstration A
Sens direct : supposons u | v. Alors
2 2 2 2 2
Ju+v]]” = (utvlu+v) = lu]” + [Jol” + 2 (uv) = lu]” + [Jv]]" car (u]v) = 0.
Réciproque : supposons que ||u + v = ||ul]* + ||lv|.
Alors 2 (ulv) = |lu 4 v|* = |Jul|* = ||v||* = 0 donc u L v.
L (u[v) = flu+ol|” = [[ul]” = [lv]] )
Théoréme 22.18 (Théoréme de Pythagore : 2°™¢ version)
Soit F = (us);cq1,,y une famille orthogonale de vecteurs de E.
2
2
2l =2l
i=1 i=1
(" Démonstration A
Supposons que F = (u;) ie[iin] soit une famille orthogonale.
2
Alors ZUI = Z g ||” + 2 Z (wiluy).
i=1 i=1 1<i<j<n
Or tous les produits scalaires sont nuls car la famille est orthogonale.
2
Donc Z:uz = Z i ||
i=1 i=1
kNB s dans le cas ou n > 3, la réciproque de cette propriété est fausse! )

f Important ! Réciproque du théoreme de Pythagore

La réciproque du théoreme de Pythagore n’est valable que dans le cas de la somme de deux

vecteurs. Dans le cas de trois vecteurs ou plus, on peut trouver des contre-exemples.

Ex. 22.9 Dans R? muni de son produit scalaire canonique, on donne les trois vecteurs u = (1;2),
v=1(0;2) et w=(0;—1).

Que valent ||u + v+ wl|* et [Ju]® + ||v]|* + [Jw]]*?

La famille (u, v, w) est-elle orthogonale ?

Donner un exemple d’une famille de quatre vecteurs qui vérifie I'identité de Pythagore mais qui
n’est pas orthogonale.
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(" Cor. 22.9 A

|u+v+w|®=|(1;3)]* =149 = 10.

lul® + [Jv]|” + [|Jw]|* =5+ 4 + 1 = 10.

Cependant la famille n’est pas orthogonale car toute famille orthogonale est libre et qu’en
dimension 2, une famille libre possede au plus deux vecteurs.

Pour une famille de 4 vecteurs, il suffit de prendre par exemple u; = (1;0), uy = (0;2),
0;2) et w = (0; —1).

L= Y,

IT1.6. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoreme 22.19
Soit F = (u;);c[1.,) une famille orthonormale de E.
n
Quel que soit le vecteur v de E, v/ = v — Z (u;|v) u; est orthogonal a tout vecteur de Vect F.
=1

( Démonstration R

Soit F = (u;);c[1,,) une famille orthonormale de E, v € E et v = v — Z (wi|v) u;.

i—1
Soit w € Vect .
(V'w) = (v|w) — Z (w;|v) (u;|w) par linéarité.
i—1
Donc (v'|w) = (v w — Z (u;|w) ui).
i=1
Nous allons montrer que w' = w — Z (uwilw) u; = 0p.
i=1
En effet, w € Vect F donc w = Z il
i=1
Or, Vj € [L;n], (w|u;) = Z Ai (uiluj) = A; car la famille est orthonormée.
i=1
Donc w = Z (wu;) usy donc w' = 0p.
i=1

kCeci prouve que (v'|w) = 0 donc que v’ est orthogonal a tout vecteur de Vect F. )
4 N

+. Méthode : Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Le théoreme précédent permet de construire a partir d’'une famille F = (ui)ie[[l;nﬂ libre de
vecteurs non nuls de £ une nouvelle famille 7’ = (v;),(;,,; orthonormale.

L’algorithme qui en découle est appelé procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmaidt
et se décompose comme suit :

o Initialisation : v, = W est un vecteur unitaire et forme donc (a lui seul) une famille
Uy
orthonormale.

401



CHAPITRE 22. PRODUIT SCALAIRE ET ESPACE EUCLIDIEN PCSI, 2024/2025

e Propagation et hérédité : pour i allant de 2 a n, on suppose que la famille F | =
(V) ez €st orthonormale
i—1
* calculer u), = u; — Z (vk|u;) vi. D’apres le théoreme précédent u) est orthogonal a

k=1
tout vecteur de F; ;. De plus u} est non nul car F est libre (par I’absurde si I'on

* Le vecteur v; =

n’est pas convaincu).
- est donc unitaire et orthogonal a tout vecteur de F ;. La
u!

/
(K

famille F} = (vg)4cpy, est donc orthonormale.

e Concluston : a l'arrét de 'algorithme, la famille 7 = (v;);c[;,,) obtenue est orthonor-

Y male. J
Ex. 22.10 (Cor.)
1) On définit sur Ry[X] lapplication (P, Q) — (P|Q) = P(—=1)Q(—1)+ P(0)Q(0) + P(1)Q(1).

Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.
1

2) Méme question pour (P, Q) — (P, Q) = J P(t)Q(t)dt.

-1

3) Trouver une base orthonormale de E dans les deux cas précédents.

IV. Orthogonalité en dimension finie

Dans cette section, (F,+,.) est un R-espace vectoriel de dimension finie n € IN* muni d'un

produit scalaire noté (-|-).

Il s’agit donc d'un espace euclidien.

IV.1. Bases orthonormées

Définition 22.20 (Base orthonormée)

On appelle base orthonormée ou base orthonormale d’un espace euclidien F' toute

famille libre, génératrice et orthonormale de F'.

Théoréme 22.21 (Existence de bases orthonormées)

Tout espace euclidien F' possede au moins une base orthonormée.

/Démonstration N

F étant de dimension finie, il possede une base B. Par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt, on construit une famille ' orthonormale de méme cardinal. Or d’apres la

propriété 22.16, cette famille est libre, de cardinal égal a la dimension de F, donc c’est une

Kbase. )

IV.2. Coordonnées en base orthonormée
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Propriété 22.22 (Propriété fondamentale des espaces euclidiens)

Soit B = (u;) ;. une base orthonormée de F (euclidien).
Alors, pour tout i € [1;n] la coordonnée suivant u; de tout vecteur v de F' est

T; = (wilv)
4 Démonstration h
B étant une base de F', tout vecteur v se décompose de maniere unique sous la forme
V= Z T; Uy
i=1
ol (2i),eq1,,) € R On a alors pour tout k € [1;n]
(v|ug) = (Z Tl uk) = Zay (u;|ug) = xy car la base est orthonormée.
g i=1 i=1 )
IV.3. Expressions du produit scalaire et de la norme
Propriété 22.23
Soit B = (u;) ;. une base orthonormée de F (euclidien).
n n
Alors quels que soient les vecteurs v = Z Tu; et w = Z Y;u; on a
i=1 i=1
o (v|w) = inyi;
i=1
o lloll = 4| D 4%
i=1
/Démonstration A
or=(3; ‘zy) S )
i=1 i=1 i=1 j=1
La base étant orthonormée, (u;|u;) =0 si i # j et (u;|u;) =1sii=j.
Donc (v|w) = szyz
i=1
En utilisant ce résultat pour w = v, on obtient immédiatement que
2
ol = (vlo) = > .
N = /

IV.4. Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie
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Théoreme 22.24
Soit E' un espace préhilbertien réel (donc de dimension quelconque) et F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E (donc un espace euclidien).

Quel que soit le vecteur u € E, il existe un unique vecteur v = pp(u) € F tel que u —v € F*.

\

/Démonstration
SOlt B - (Ui)ie[[l;n
Analyse : supposons qu’il existe un vecteur v satisfaisant aux hypotheses du théoreme et

n

] une base orthonormée de F'.

décomposons v dans B : v = Z Tiv;.
i=1
Pour tout ¢ € [1;n], (ulv;) = (u — v + v|v;) = (v|v;) = ;.
Si v existe, il est donc unique et v = Z (u]vy) v;.
. i=1
Synthese : soit w = Z y;v; un vecteur quelconque de F'.
i=1

(u —vjw) = (u - i (u]v;) vy

i=1

n n

iyzvz) = Z (u|vy) yi — Z (ufv;) yi = 0.

i=1 i=1
Conclusion : le vecteur v = Z (u|v;) v; est I'unique vecteur de F tel que u — v € F*.

_ = J

Définition 22.25 (Projection orthogonale sur un espace euclidien)

Soit E un espace préhilbertien réel (donc de dimension quelconque) et F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E (donc un espace euclidien).

On appelle projection orthogonale sur F la projection sur F parallelement & F'*.

Autrement dit, la projection orthogonale sur F' est 'application pr qui a tout vecteur u de £

associe I'unique vecteur v de F tel que u — v € F*+.

Corollaire 22.26

Soit E' un espace préhilbertien réel (donc de dimension quelconque) et F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E (donc un espace euclidien).

Tout vecteur de E s’écrit de facon unique comme somme d'un vecteur de F' et d'un vecteur
de F*.

IV.5. Remarque importante

Les théoremes de la sous-section précédente ne sont valables que pour un sous-espace vectoriel I’ de
dimension finie. L’exercice suivant donne un contre-exemple dans le cas ou F' est de dimension
infinie.

Ex. 22.11

1) Montrer qu'une application continue de [0; 1] dans R, qui s’annule sur tout intervalle ouvert
non vide I C [0; 1], est 'application nulle.
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Indication : pour une application f € F(E, F), s’annuler et étre nulle ont des signi-
fications (tres) différentes...

2) Soit E = C°([0; 1], R) muni de son produit scalaire canonique et F = C!([0;1], R).
a) Montrer que F'+ = {z € [0;1] — 0}.
b) En déduire que si f € E\F, il n’existe pas de fonction g € F telle que f — g € F*.
c) Que vaut (FL)L ?

IV.6. Propriétés

Propriété 22.27

Soit E' un espace préhilbertien réel (donc de dimension quelconque) et F' un sous-espace

vectoriel de dimension finie de E (donc un espace euclidien).

La projection orthogonale pr sur F' est un projecteur, autrement dit pg o pr = pr.

~

(" Démonstration
n

La démonstration du théoréme 22.24 montre que Yu € F, pp(u) =v = Z (u|v;) v; ou (v;) est
i—1

une base orthonormée quelconque de F'.

11 suffit de montrer que pr(v) = v.

Or pp(v) = Z (v|v;) v; = v puisque la base est orthonormée (on retrouve les coordonnées de

i—1
v en base orthonormée).

%
Propriété 22.28 (Inégalité de Bessel)
Avec les mémes hypotheses que précédemment, quel que soit le vecteur u € F,
lpr(u)]| < [lull

/Démonstration h
Par définition du projeté orthogonal, pr(u) est I'unique vecteur de F tel que u — pp(u) € F*.
Donc |Ju|® = ||u — v +v|* = |Ju — v|* + ||v||” car les vecteurs u — v et v sont orthogonaux.
Donc ||v||*> < ||ul|* ce qu'il fallait démontrer.

| Done o < JJulP ce q )

Propriété 22.29

Avec les mémes hypotheses que précédemment, quel que soit le vecteur v € E, v = pp(u) est

I'unique vecteur de F' vérifiant

lu — v[| = min |lu — w||
weF
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(” Démonstration h
Il suffit de montrer que pour tout vecteur w € F distinct de v, ||u — v|| < ||lu — w]].
Soit w un tel vecteur.
Ju—w|? = lu—v+v—w|*=|lu—2v|+|v—w|*+2 (u—v|v —w) = ||u—v|*+|v —w|* >
KHU —v|” car d'une part u — v € F- et v —w € F et d’autre part |[v — w|| > 0 (v # w). )

IV.7. Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace euclidien

Théoreme 22.30
Soient E un espace préhilbertien réel (donc de dimension quelconque) et F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E (donc un espace euclidien).
Alors F* et F sont supplémentaires.
(" Démonstration N
e Soit u € FNF*.
uweFetue Ftdoncu Lu: (ulu)=0=u=0g.
Donc F'NF+ = {0g}.
e Soit u € E. Le projeté orthogonal v = pp(u) appartient & F et u — v appartient a F'+.
Donc v = v + (u — v) est somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de F*.
Donc E = F + F*.
kFinalement, E=F®F': FetF' sont supplémentaires. )

Théoréme 22.31

Soient E un espace euclidien de dimension n et F un sous-espace vectoriel de dimension p
de E. Alors dim F+ =n —pet (FL)L = /il

\

/Démonstration

On suppose que E est un espace euclidien de dimension n. D’apres le théoreme précédent,
F (de dimension p) et F'* sont supplémentaires : donc dim F* =n — p.

1 . . . i
De plus, (F L) est un sous-espace vectoriel de dimension n — (n —p) =p et F C (F L) (car

par définition, tout vecteur de F' est orthogonal & tout vecteur de F1).

. L R . . . 1
Donc F est un sous-espace vectoriel de (F+)", de méme dimension que lui : F' = (F1)".

v

V. Correction des exercices

Cor. 22.7 :
1) Les vecteurs &y, Zs, ..., &, sont unitaires donc Vi € [1;n], ||z:||* = (;|2;) = 1.
De plus, par hypothese, V(i, j) € [1;n]* avec i # j, ||z; — x;|| = 1.
Done V(i, j) € [Lin]” avec i # j, ||z — a;” = 1= [laall® + [la]|* = 2 (zilz)-
Donc Y(i,5) € [1;n]* avec i # j, (x]x;) =

DO | —
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2) Soit A = (a;;) la matrice carrée d’ordre n de terme général a;; = (x;|z;).

<

1 1
L3 2
;1 :
A=| ?2 ) d’apres la question précédente.
. 1
1 1
IR
1 1 ntl 1 1
L : T L3 7 1
1 : 1 .
5 1 : 5 1
2 2
n+1
— : 1 ntl | — . 1
Donc det(A) = ool = 3 1
5 1z : 11
1 1 a4l 1 1
2 2 2 2 2
1
L 0 1
0o L i
1 ? 1
Finalement det(A) = n; e e 0 1= n;: :
1
. 3 1
0 01
Montrons maintenant que la famille (xy, ..., z,) est libre.

Soit (Aq, ..., Ay) € R™ telle que Z Aix; = 0.
i=1
En effectuant le produit scalaire par x; pour tout j € [1;n], on obtient le systeme :

A 0
A : =
An 0
Or A est inversible. Donc Ay = Ay = ... = \,, = 0.

Donc la famille (z1, ..., x,) est libre.

Cor. 22.10 :

1) On définit sur Ry[X]| l'application (P, Q) — (P|Q ).
Symétrie : (P|Q) = P(-1)Q(-1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1) = Q(=1)P(=1) + Q(0)P(0) +
QP(1) = (QP).

Linéarité a gauche : (aP; 4+ bP|Q) = aP(—1)Q(—1) + aP1(0)Q(0) + aP(1)Q(1) +
bP(=1)Q(—1) + bP2(0)Q(0) + bP(1)Q(1) = a (P1|Q) + b (P2|Q).

Par symétrie, c¢’est bien une forme bilinéaire.

Il
)
D
3
D
=
)
=
O
=
_l’_
)
§

1
Positivité : (P|P) = > P(i)*> 0.
i=—1
Définition : (P|P)=0= P(—1)=P(1) = P(0) =0.
Or P est un polynome de degré inférieur ou égal a 2 qui possede strictement plus de 2

racines : c’est donc le polynome nul.
1

2) (P,Q)— (P,Q) = J P(t)Q(t)dt : il s’agit du produit scalaire canonique sur C°([—1; 1], R).
—1
Les fonctions polynomiales étant continues et [—1; 1] étant un ensemble infini, ¢’est bien un
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produit scalaire sur Ry[X| (I'égalité des polynomes et 1'égalité des fonctions polynomiales

associées sont en effet identiques).

On utilise le procédé d’orthonormalisation de Schmidt en partant de la base canonique.
3
P =1.||P|} = 3 donc Q, = 3 est un vecteur normé pour le premier produit scalaire.

V2X
Po=X.P,—(P)Q) Q1 =X —0=X et |X|? =2 donc Q, =

famille orthonormée.

forme avec () une

2
P3=X2-P3—(P3\Q1)Q1—(P3|Q2)Q2ZXQ—g-
2

2 1 4 1 2
Enfin, | X2 -Z|| ==+ =+ == -.

3, 9 9 9 3

3V6X? — 26
Donc Q3 = V6 V6 forme avec (1 et ()3 une base orthonormée de Ry[X].

Pour le second produit scalaire, on retrouve les polynomes de Legendre vus a I'exercice 22.4.
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Maths - Chapitre 23
Variables aléatoires

ORS d’'une expérience aléatoire, il est fréquent que ’on souhaite étudier une variable dont la
£ valeur dépend de l’issue de l’expérience aléatoire. De telles variables sont appelées
variables aléatoires. 1'objet de ce chapitre est d’en décrire leurs principales utilisations et
propriétés. Il va de soi que le chapitre 19 sur les probabilités est un pré-requis au présent chapitre,
ainsi que le chapitre 17 sur le dénombrement.

Les variables aléatoires peuvent prendre des valeurs diverses, notamment des valeurs non nu-
mériques. Par exemple, on peut imaginer un dé bien équilibré a 6 faces dont une des faces
est rouge, deux autres bleues et les trois dernieres jaunes. L’hypothése d’équiprobabilité (dé
bien équilibré) s’écrit - en supposant qu’on a attribué un numéro a chaque face - sur l'univers

0 ={1;2;3;4;5;6} des résultats possibles pour chaque événement élémentaire :
1
Vi€ [L6],P({i}) = ¢

La notion de variable aléatoire permet alors de définir de facon simple et efficace les événements
que l’on cherche a étudier. Sur I'exemple précédent, on peut par exemple définir la variable

aléatoire C' donnant la couleur obtenue lors du jet de dé de la fagon suivante :

La variable aléatoire C' est la fonction qui a chaque événement élémentaire
associe la couleur de la face obtenue :

Q=1[1;6] — {rouge;bleu;jaune}

w=1 —  rouge
we€{2;3} — bleu
w =4 —  jaune

Une autre numérotation des faces du dé conduirait a une autre variable aléatoire modélisant
la méme expérience.

Les événements sont, on le rappelle, des parties de l'univers (). L’événement « la face
est jaune » est par exemple la partie £ = {4;5;6} C Q. Autrement dit, £ = C~'(jaune) :
les événements correspondant a des valeurs données d’une variable aléatoire sont les images
réciproques de ces valeurs par la variable aléatoire.

Une premiere partie du chapitre consistera a définir de la fagon la plus générale possible les notions
que nous venons d’entrevoir. Nous y étudierons notamment certaines situations conduisant a des
variables aléatoires dont les propriétés sont fréquemment observées.

Dans une seconde partie, nous étudierons le cas particulier de situations conduisant a la définition
de deux variables aléatoires distinctes (ou plus).

Enfin, nous préciserons le cas particulier et cependant tres important des variables aléatoires
a valeurs réelles, c’est-a-dire celles dont les valeurs sont des nombres réels.

Dans tout ce qui suit (£2,P) est un espace probabilisé fini. On rappelle quun événement E est une

partie de (Q, c’est-a-dire ' C Q) ou encore E € P(Q) et que P est une application de P(2) dans
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[0; 1] vérifiant P(Q2) = 1 et, pour deux événements incompatibles A et B - c’est-a-dire tels que
ANB=0-,P(AUB)=P(A) +P(B).

I. Variables aléatoires

I.1. Définitions

Définition 23.1
Soit U un ensemble. On appelle variable aléatoire a wvaleurs dans U toute application
de 2 dans U.

Lorsque U est une partie de R, la variable aléatoire est dite réelle.

Notation

Soit X : Q0 — U une variable aléatoire. Soit V' une partie de U et u un élément de U.
On note (X € V) I'événement X (V) et (X = u) I'événement X ~!({u}).

Iei X H(V) et X~ '({u}) désignent des images réciproques.

Lorsque X est une variable aléatoire réelle, on note (X < u) I'événement X ! ({z € U,z < u}).

Exzemple : dans l'exemple donné en introduction, (C' = rouge) désigne I’événement {1}.

(C' = jaune) désigne 'événement {4;5;6}.

Remarque

L’ensemble d’arrivée est rarement précisé. Généralement, on le notera simplement X (€2).
Comme € est un ensemble fini, X (€2) est aussi un ensemble fini dont le cardinal est inférieur
au cardinal de €2.

Notamment, on peut numéroter les éléments de X (€2) de sorte a ce que Q = {w;,i € [1;n]},
X () = {ay, k € [1;p]} avec p < n.

I.2. Loi d’une variable aléatoire

Définition 23.2
Soit X une variable aléatoire de (€2, IP) dans X (€2).

On appelle lot de la variable aléatoire X que l'on note généralement Py, 'application

P - X(©) — [0;1]
o — Py(z) =P(X = 1)

On adonc : Px(z) =P(X =) =P (X '({z})) = Z P(w)
weX~1({z})

Exzemple : donner la loi de la variable aléatoire C' définie en introduction.
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Propriété 23.3

(X (Q),P X) est un espace probabilisé. Notamment Py est une probabilité sur X (€2).

[Démonstration ]

Remarque

IMPORTANT : plusieurs expériences aléatoires, pour lesquelles on définit plusieurs va-

riables aléatoires, peuvent conduire aux mémes espaces probabilisés (X (Q),IP’X).

Par exemple, on jette une piece de monnaie et on note X; la variable aléatoire qui vaut 0 si
la piece tombe sur face et 1 si elle tombe sur pile. Ou encore, on lance un dé et on note Xj la
variable aléatoire qui vaut 0 si le résultat est inférieur ou égal a 3 et qui vaut 1 si le résultat
est supérieur ou égal a 4.

Dans les deux cas, sous I'hypothese d’équiprobabilité, P(X = 0) = P(X = 1) = 1/2. Les deux
expériences aléatoires et les deux variables aléatoires ont beau étre différentes, les lois sont
identiques.

Pour cette raison, les lois des variables aléatoires seront souvent étudiées indépendamment de

toute expérience aléatoire concrete.
Ex. 23.1 On lance un dé, bien équilibré, n fois d’affilée. On note X la variable aléatoire donnant
le nombre de 6 obtenus lors de ces n lancers.
1) Préciser I'univers 2 associé a cette expérience aléatoire.
2) Le dé étant bien équilibré, on peut faire I'hypothese d’équiprobabilité.
Expliquer comment elle se traduit pour les événements élémentaires de (2.
3) Préciser I'ensemble image X (€2).
4) Donner la loi de X, c’est-a-dire, pour tout z € X (Q2), la valeur de P(X = x).

Ex. 23.2 Soit n un entier strictement positif, soit S une variable aléatoire sur un espace probabilisé

(Q,P) telle que
e S(Q)=[1;2n];

o Vs [1;2n],P(S = s) i

- n(2n+1)
1) Pourquoi peut-on affirmer que la loi de S est bien définie ?

2) Calculer les probabilité suivantes :

P(S < n) P(S > n) P(S est pair) P((S<n/2)U(S>3n/2))

3) Pour chacune des probabilités de la question précédente, en donner un développement

1
asymptotique en o (—)

n—+oco \ n

I.3. Image d’une variable aléatoire par une fonction
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Définition 23.4
Soit U,V deux ensembles, X : {0 — U une variable aléatoire et f : U — V une fonction.
Y = foX :Q — V est une variable aléatoire appelée image de la variable aléatoire X
par la fonction f.

On note habituellement f(X) cette variable aléatoire et Py(x) la loi associée.

Remarque

Prox)(y) = P(f(X) = ?J) = Px(ffl({y})) = Z Py (x) mais aussi
zef~'({y})

Pro®) =P(foX =y)=P((fo X)"({y))= >, P
we(foX)~1({y})

Ex. 23.3 (Cor.)  Soit n un entier strictement positif. Une urne contient n boules noires et n boules
rouges.
On tire toutes les boules, une a une, sans remise.
On note X la variable aléatoire donnant le nombre de tirages effectués jusqu’a obtenir la derniere
boule rouge et Y le nombre de boules noires restant dans 'urne lorsque la derniere boule rouge a
été tirée.
1) Que vaut Q7
2) Que vaut X(Q)?
3) Donner la loi de X.
)

4) Donner Y en fonction de X et en déduire la loi de Y.

I.4. Exemples usuels

a) Loi uniforme

Définition 23.5

Soit n € IN*. On dit que X suit la loi uniforme sur [1;n] si

X(Q) =[Lin] et Viel[Lin],P(X=1) :%

On le note X — U([1;n]).

Remarque

Cette loi modélise les situations ou on tire au hasard (avec équiprobabilité) un objet
numéroté parmi n objets : la variable aléatoire donne le numéro de l’objet tiré. Les
exemples classiques sont la variable aléatoire donnant la face d'un dé (bien équilibré) lancé,

ou donnant le numéro d'une boule tirée dans une urne, etc...

Ex. 23.4  On lance k € IN* dés bien équilibrés, et on suppose que les résultats obtenus sur les dés
sont mutuellement indépendants.
On note X}, la variable aléatoire donnant la somme des résultats obtenus sur chaque dé.

1) Quelle est la loi suivie par X3 7
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2) Que vaut X;(Q2)?

3) Exprimer, pour i € [k + 1;6k + 6], P (Xj41 = 4) en fonction des (P (Xy = j)),cx, (a)-
Indication : on pourra traiter séparément les cas i € [k + 1;k + 5], i € [k + 6;6k + 1] et
i € [6k + 2; 6k + 6].

4) Donner la loi de X, et celle de X.

b) Loi de Bernoulli

Définition 23.6
Soit p € [0;1]. On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p si

X()={0;1} e PX=1)=p,P(X=0)=1-p=gq

On le note X — B(p).

Remarque

Cette loi modélise les situations ou la probabilité de réussir une expérience aléatoire

vaut p : la variable aléatoire vaut 1 (VRAI) en cas de réussite, 0 (FAUX) en cas d’échec.

c) Loi binomiale

Définition 23.7
Soit n € N et p € [0;1]. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p si

X(Q)=[0;n] et Vie]o;n],P(X =1)= ( TZ )pi(l —p)"!

On le note X — B(n,p).

Remarque

Cette loi modélise les situations ou on effectue n fois une expérience aléatoire dont
la probabilité de succés vaut p : la variable aléatoire donne le nombre de succés. Un
exemple classique est la variable aléatoire donnant le nombre de lettres A dans un mot formé
de n lettres choisies dans {A; B} : dans ce cas, p = % la plupart du temps. Cet exemple est par
ailleurs souvent utilisé dans d’autres situations (marche aléatoire sur une droite, évolution du

score de deux joueurs a un jeu de hasard, tirages avec remise dans une urne contenant deux

types d’objets, etc...).

Ex. 23.5 On lance n fois d’affilée un dé bien équilibré.

Lorsque le dé tombe sur 1 ou sur 2, on considere ce lancer comme un échec - noté E.

Lorsque le dé tombe sur 6, on considere ce lancer comme un coup critique - noté C.

Sinon, on considere le lancer comme un lancer standard - noté S.

On note X la variable aléatoire comptant le nombre d’échecs, Y la variable aléatoire comptant le
nombre de coups critiques et Z la variable aléatoire comptant le nombre de lancers standards.
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1) Donner la loi de X.
2) Donner la loi de Y.

3) Donner, de deux manieres différentes, la loi de Z : en l'interprétant comme une variable
aléatoire suivant une loi binomiale, ou en remarquant que Z =n — X — Y.
n—k

. n—k T\ _ n n—=1i '\,
4) Montrer que ¥n € IN,Vk € [0;n], 3 (k)_z(z)( I )2.

1=0

I1. Variables aléatoires multiples, indépendance

I1.1. Couple de variables aléatoires

Définition 23.8
Soient U,V deux ensembles, X : 2 = U et Y : Q — V deux variables aléatoires définies sur
le méme univers €2.

On appelle couple de variables aléatoires (X;Y) la variable aléatoire

Q —- UxV

(X:¥): { v e (XY W)

Par définition, un couple de variables aléatoires définies sur un méme univers €2 est une variable

aléatoire définie sur € elle aussi.

Définition 23.9 (Loi conjointe, lois marginales)
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme univers €2, (X;Y') le couple de
variables aléatoires qu’elles définissent.
On appelle loi conjointe de X et de Y laloi de (X;Y).
On appelle lois marginale de (X;Y) les lois de X et de Y.

Ex. 23.6 (Cor.)

1) on lance un dé bien équilibré.
On note X la variable aléatoire qui vaut 0 si le résultat du lancer est pair, et qui vaut 1 si
le résultat est impair.
On note Y la variable aléatoire qui vaut 0 si le résultat du lancer est strictement inférieur
a 4, et qui vaut 1 sinon.
Remplir le tableau suivant donnant les lois de X, de Y et de (X;Y).
Ou trouve-t-on la loi conjointe 7 Ou trouve-t-on les lois marginales?

Y=y 1 || P(X =)

X =..

0
1

P(Y =..)
2) on lance successivement deux pieces de monnaie bien équilibrées.
On note X la variable aléatoire qui vaut 0 si le résultat du premier lancer est "pile”; et qui

vaut 1 sinon.
On note Y la variable aléatoire qui vaut 0 si le résultat du second lancer est "pile”, et qui
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vaut 1 sinon.
Remplir le tableau suivant donnant les lois de X, de Y et de (X;Y).

A 1 || P(X =)

X =..

Remarque

Comme le prouve 'exercice précédent, la donnée des lois marginales de (X;Y') ne permet pas
d’obtenir la loi conjointe. En effet, deux lois conjointes distinctes, peuvent se traduire par les

mémes lois marginales.

I1.2. Loi conditionnelle

Définition 23.10

Soient (X;Y') un couple de variables aléatoires définies sur 2

et z € X(Q) tel que P(X = x) # 0.

On appelle loi conditionnelle de Y sachant que (X = x) la probabilité

P((X;Y) = (x;4))

Vi€ Y(Q). P (Y = i) = B(Y =ilX = 2) = =5

I1.3. Indépendance de deux variables aléatoires

Définition 23.11

On dit que deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si

Vr € X(Q),Vy € Y(Q),P((X;Y) = (z19)) = P(X = 2)P(Y = y)

Propriété 23.12

Si X et Y sont indépendantes, alors

VA € P(X(2)),VB € P(Y(),P((X;Y) € Ax B) =P(X € AP(Y € B)

[Démonstration }

Propriété 23.13

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et si f et g sont deux applications
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respectivement définies sur X (Q2) et Y(Q2), alors f(X) et g(Y') sont deux variables aléatoires

indépendantes.

[Démonstration }

I1.4. Indépendance mutuelle

Définition 23.14

Soit 7 un entier strictement positif et (X;)ic[1;») une famille (finie) de variables aléatoires sur
un méme univers 2.
On dit que la famille (X;);cp;n] est formée de variables aléatoires mutuellement indé-

pendantes lorsque

V(2:)icin] € l_[Xi(Q), P (ﬁ(xi — xi)) — l_[IP(Xi = ;)

=1

Remarque

On pourrait, comme pour la notion d’indépendance mutuelle d’événements (voir section V.2.
du chapitre 19) définir aussi une notion d’tndépendance deux a deux pour une famille de
variables aléatoires.

On montrerait alors, comme dans le cas des événements, que l'indépendance deux a deux

n’entraine pas l'indépendance mutuelle.

Ex. 23.7 (Cor.)  Donner un exemple d’expérience aléatoire, ou trois variables aléatoires X, Y, Z
sont deux a deux indépendantes mais non mutuellement indépendantes.

Propriété 23.15

Si (Xi)ie[1;n) est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors

V(A4 ..., A,) € l_[P (Xi(Q2)), les événements (X; € A;)icpi;ng sont mutuellement indépendants|
i=1

[Démonstration }

Propriété 23.16

Si (X;)ieqiin) est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes, chacune sui-

vant une loi de Bernoulli de parametre p € [0; 1], alors

X = ZXi — B(n,p)
=1

=
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[Démonstration ]

ITI. Espérance, variance, écart-type

IT1.1. Espérance

Définition 23.17

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, P).

On appelle espérance de X et on note E(X) le nombre réel

E(X)= > aP(X =x)

zeX(Q)

Remarque

L’espérance est une moyenne, plus précisément la moyenne des valeurs prises par X, pon-
dérée par sa probabilité d’apparition.
En cela, ’espérance donne la valeur moyenne prise par la variable aléatoire lorsqu’on effectue

un grand nombre d’expérience aléatoire.
Ex. 23.8  Pour chacune des lois ci-dessous, définies dans les précédents exercices, calculer son
espérance :
1
23.4 :Vi e [1;6] ,P(X; =1) = 5

in(z—1;13 —¢
23.4 Vi e [[2712]] ’]P(X2 _ Z) _ mlH(Z ; Z).

36
(})
i
23.5: Vk € [0;n] [ P(Z = k) = ==
23.1: Vi€ [[O;n]],]P’(Y:i):( TZL )56n .

23.3 :soit n € N*, Vi € [0;n] ,P(Y =1) = 5
n
()
23.6 - vi € [0;1],V) € [0;1],P((X;Y) = (i55)) =
vectoriel (R?,+,.).

3+ (_1)i+j+1

G en travaillant dans l’espace

Propriété 23.18

Avec les mémes hypotheses que dans la définition précédente,

E(X) = > P{w})X(w)

we
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[Démonstration ]

Ex. 23.9 Calculer a nouveau 'espérance, en utilisant la seconde expression de 'espérance :

o . - 1
284 Q= [136]°, X((5:5)) =i+, P((3:7)) = 3.

II1.2. Exemples

Proposition 23.19

Si X est une variable aléatoire constante, égale a x, alors E(X) = x.

[Démonstration }

Proposition 23.20
Soit AC Q et X =14. Alors

[Démonstration }

IT1.3. Propriétés de I’espérance

Propriété 23.21 (Linéarité)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un méme espace probabilisé (2,P) et
a,b € R. Alors
E(aX +0bY) = aE(X) + bE(Y)

[Démonstration ]

Propriété 23.22 (Croissance)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un méme espace probabilisé (02, P).
On suppose de plus que X > Y, c’est-a-dire que Yw € Q, X(w) > Y (w).
Alors

E(X) > E(Y)

[Démonstration ]
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Propriété 23.23 (Produit de variables aléatoires indépendantes)

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace
probabilisé (2, P), alors
E(XY) = E(X)E(Y)

[Démonstration ]

Remarque

La propriété précédente est fausse si les variables aléatoires ne sont pas indépendantes.

Sa réciproque est fausse.

Ex. 23.10  Donner un exemple de couple de variables aléatoires (X;Y) telles que

E(XY) # E(X)E(Y).
Donner un exemple de couple de variables aléatoires mon indépendantes (U;V) telles que
E(UV)=EU)E(V).

Ex. 23.11 Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (€2, P). Soit a = min(X(2))
et b = max(X(Q)).

Justifier 'existence de a et b.

Montrer que a < E(X) < b.

I11.4. Théoréme de transfert

Théoreme 23.24
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2,P), f une fonction
réelle définie sur X (Q2). Alors
Y. f@PX =)
z€X ()
4 Démonstration A
Par définition, E(f Z yIP’ =y).
yEfoX (0
Soit y € fo X(Q).
(f(X)=y) = U (X = x) et cette réunion est disjointe.
z€X(Q)
flx)=y
Done yP(f(X) =y) =y > P(X =ux).
zeX(Q)
f@)=y
En injectant dans la définition de I’ espérance on a:
= 2 v XS0 = ), S =
yefoX () zeX(Q zeX(Q
Y f(fv)=y )
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II1.5. Variance et écart-type

Définition 23.25

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, P).
On appelle variance de X, et on note V(X), espérance du carré de la différence entre X

et son espérance. Autrement dit :
2
V(X)=E((x -E(X)))

On appelle écart-type de X, et on note o(X) ou oy, la racine carrée de la variance de X :

Propriété 23.26

Avec les hypotheses de la définition précédente :

V(X)=E(X?) - E(X)?

[Démonstration }

Propriété 23.27

Avec les hypotheses de la définition précédente, quels que soient les réels a et b :

V(aX +b) = a*V(X)

[Démonstration }

Ex. 23.12  Pour chacune des lois ci-dessous, calculer sa variance :
1

23.4: Xy = A+ B ou A et B sont deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme
sur [1;n].

23.5 et 23.1 : Vi € [0;n] ,P(Y =1i) = ( TZL )pi(l —p)"
2n —i—1
n—1
2n .

n

IT1.6. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

23.3 : soit n € N*, Vi € [0;n] ,P(Y =) =

Lemme 23.28 (Inégalité de Markov)

Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, P) a valeurs positives.
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Autrement dit [ =Y (Q2) C R,.

Alors
E(Y)

Vu > 0,P(Y > u) <
u

4 Démonstration

Soit u > 0 et A = (Y > u) I'événement dont on souhaite calculer la probabilité.
Pour tout événement élémentaire w € (2 :
esiwe A 1y(w)=1et Y(w) > u par définition de A.
Donc ul4(w) = u < Y(w)14(w).
esiwdg A Tu(w)=0cet Y(w)>0carY est avaleurs positives.
Donc ul 4(w) =0 < Y(w)1 4(w).
Or Q= AUA, donc Yw € Q,ul4(w) <Y (w)la(w).
De plus, par définition, 14 < 1 donc

u]lA < Y]lA < Y
Par croissance de l'espérance, E(ul 4) < E(Y).

Or E(ul4) = uE(14) = ulP(A).

Donc P(A) =P(Y > u) < E(Y)
u Y

Théoréme 23.29

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, P), d’espérance E(X)
et de variance V(X) = 0.

Quel que soit le réel strictement positif «, on a

P(IX —E(X)| > a) < 5

\

/Démonstration

On applique l'inégalité de Markov a la variable aléatoire Y = (X — E(X))? qui est bien a

valeurs positives.
E (X —E(X))? 2
On a alors, Va > 0,P(|X — E(X)| 2 a) =P (X — E(X))? > o?) < ( > (X)) :0—2.
o o @

Remarque

Le théoreme précédent précise le role de 'écart-type comme indicateur de la dispersion d’une

variable aléatoire : la probabilité que la distance entre la valeur d’une variable aléatoire et
2

son espérance soit supérieure a a > 0 est majorée par le quotient —5- Plus « est grand, plus
o

cette probabilité est faible.

1

Pour a = 20 par exemple, elle est inférieure a ;
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IV. Lois usuelles

IV.1. Variable aléatoire constante

Définition :
Utilisation :
Loz :

Espérance :

Variance : .

Ecart- YD &

IV.2. Fonction indicatrice d’une partie de (2, loi de Bernoulli

Définition :
Utilisation : .
Loz :

Espérance

Variance : .

Ecart- YD &

IV.3. Lol uniforme

Définition :
Utilisation : .
Loz :

Espérance :

Variance : .

Ecart- YD &

IV.4. Loi binomiale

Définition :
Utilisation : .
Lo :

Espérance :

Variance :

Ecart- YD &

V. Correction des exercices

Cor. 23.3 :
1) On peut voir I'univers des événements de plusieurs manieres différentes :
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e on ne fait aucune distinction entre les boules rouges d'une part, et les boules noires
d’autre part.
Dans ce cas, un événement peut étre représenté par un mot de 2n lettres, composé pour
moitié de N, pour moitié¢ de R.
Q; = {mots de 2n lettres, composés de n lettres N et n lettres R}

e on choisit au contraire de distinguer les boules rouges entre elles, et les boules noires
entre elles - en imaginant par exemple qu’elles sont numérotées.

Dans ce cas, un événement est une permutation du mot NiNs...N,,R1R>...R,,.
Q2 - 6211

2) Quelle que soit la modélisation choisie pour Q, X () = [n;2n].

3) On choisit la deuxieme modélisation €25 en faisant I'hypothese d’équiprobabilité pour chaque

tirage possible.
1
La probabilité d’un tirage élémentaire e est alors P(e) = ok
n)!
La succession des boules rouges et noires ne change pas si I’'on permute les boules rouges

entre elles, ou les boules noires entre elles.

12
La probabilité d’'un mot M de €; est donc P(M) = ()

(2n)!
Enfin, pour tout entier k& € [n; 2n], 'événement (X = k) regroupe tous les mots M de €, se

terminant par 1 lettre R (une boule rouge) suivie de n — k lettres N (n — k boules noires).
Choisir un tel mot M, c’est donc choisir la position des n — 1 lettres R parmi les £ — 1

premieres lettres du mot M.
k—1 ) (n)?  nx (k—1!xnl

Donc P(X = k) = (

n—1]@2n)! (k—n) x2n)"
2n
Remarque : on peut notamment vérifier que ZIP’(X = k) vaut bien 1.
k=n

En effet :

2n 2n
Z kE—1 -1 Z k—1
= n +
=\ n-1 n—1 Mt n—1
2k k—1
= 1+ E ( ) — ( ) d’apres la formule de Pascal
n n

2n n ,
= 1+ ( ) — ( ) par télescopage
n n

2 2n)!
= "= (2n) par définition des coeflicients binomiaux
n (n!)?

4) Y est le nombre de boules noires restant dans I'urne lorsque la derniére boule rouge a été

tirée.
Donc X +Y = 2n, c’est-a-dire Y = 2n — X.
Notamment Y(Q) = [0; n].

D'ot, Vk € [0;n] ,P(Y = k) = P(X = 2n—Fk) = ( bl ) ((;’2; _ X(fﬁ ;)f;é);; "

n—1

Cor. 23.6 :

423



CHAPITRE 23. VARIABLES ALEATOIRES

PCSI, 2024/2025

1)

2)

Cor. 23.7 : On lance deux pieces et on note

Y =
0 1 P(X =..)
X =
0 ; 3 P(X =0)=3
1 3 5 P(X=1)=3
P(Y =...) P(Y =0)=1 Py =1)=1 1

Les lois marginales, comme leur nom l'indique, se trouvent dans la marge droite et dans

la marge du bas.

La loi conjointe se trouve dans la partie interne en haut a gauche du tableau.

Y =
0 1 P(X =..)
X =
0 ; T rx =03
1 : : P(X=1)=1
P(Y =...) PY=0)=1|PY=1)=1 1

Ces deux exemples montrent que les deux lois marginales ne permettent pas d’obtenir

la loi conjointe, puisqu’on observe ici que deux lois conjointes différentes peuvent

conduire aux mémes lois marginales.

X la variable aléatoire qui vaut 1 si la premiere piece donne pile, 0 sinon;

Y la variable aléatoire qui vaut 1 si la seconde piece donne pile, 0 sinon;

Z la variable aléatoire qui vaut 1 si les deux lancers sont identiques, 0 sinon.

On vérifie que les trois v.a. sont deux a deux indépendantes mais non mutuellement indépendantes.

3
Par exemple P((X;Y;Z) = (0;0;0)) = 0 # (%) :
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Maths - TD n° 1

Résolutions de systemes linéaires

Dans I’ensemble du TD, on note IK I'un des corps Q, R ou C.

I. Principe général

W Notation

Etant donné un systéme de n équations & p inconnues, pour i, j € [1;n], i # j, on note
e L; ++ L; V'opération qui consiste & échanger les lignes d’indices i et j;
o Li < AL;+ puLj; ou A # 0, p € K, 'opération qui consiste a remplacer la ligne d’indice i par la
combinaison linéaire \L; + pnL;.

Définition 1.1 (Opérations élémentaires)

Les opérations correspondant aux deux notations données ci-dessus sont appelées opérations élémentaires
sur les lignes d’un systeme linéaire.

Remarque

On retiendra les remarques suivantes :
e dans 'opération élémentaire L; <— AL; + L, il est absolument nécessaire que \ # 0;
e deux cas fréquents de 'opération élémentaire L; <— AL; 4+ pL; sont :
* Ly Li+pLjoul=1#0;
* L; <~ AL;ou A#0,u=0.
e 3 priori, on ne peut effectuer qu’une seule opération élémentaire a la fois!

Le principe général de I’algorithme du pivot de Gauss est d’utiliser une ligne L; du systeme pour éliminer une des
inconnues de toutes les autres lignes a I’aide d’opérations élémentaires du type L; <— AL; + pL; avec A # 0.
On recommence cette étape jusqu’a obtenir :

e ou bien un systeme possédant une équation ne faisant plus intervenir qu’une seule inconnue : dans ce cas,
on peut calculer la valeur de cette inconnue puis de proche en proche obtenir la valeur de chacune des
inconnues ce qui conduit a une unique solution pour le systéme ;

e ou bien un systéme ou certaines inconnues (appelées inconnues principales) peuvent étre calculées en
fonction des autres inconnues (appelées inconnues secondaires) : ce cas conduit & une infinité de solutions
puisque chaque valeur (réelle ou complexe) des inconnues secondaires fournit une solution du systéme ;

e un troisiéme cas possible est que la résolution du systeme fasse apparaitre une ligne du type 0 = 1, sans
inconnue, qui conduit & un systéme sans solution.

Ex. 1.1  Résoudre le systeme d’inconnues (x;y; 2;t) € R* suivant :

r + 2y + 3z + a4 = 5
r + 4y + 9z 4+ 16t = 1
r + 8y + 27z + 64t = -1
r + 16y + 8lz + 256t = -5

Ex. 1.2 Résoudre les systémes d’inconnues (z;y; z) € R? suivant :

ot

T+y+z = r+y+z =5
r—2y+4z = r—2y+4z =
r4+Ty—52 = 2 r+T7y—52 = 3

D
D



I1. Exercices

Ex. 1.3 Résoudre le systeme
—2r +
x J—
r +
Ex. 1.4 Résoudre le systeme
T +
2z +
x
Ex. 1.5 (Cor.)  On considere le systeme
a g
b —
C =

1. Résoudre le systeme en considérant
a,b,c € RY.

y + 2z = 1
2y + =z -2
y — 2z = 1
y + z =3
3y + 4z = 5
— z =4
bcosC + ccos B
ccos A+ acosC
acos B + bcos A

que les inconnues sont cos A, cos B et cosC et que

2. Résoudre le systeme en considérant que les inconnues sont a, b et ¢ et que A+ B+ C = 7.
3. Montrer que dans tout triangle ABC' en notant a = BC', b= AC et ¢ = AB on a

alr + Vy + Az

a
b
c
Conclure.

Ex. 1.6
ok { (u—1)x

Ex. 1.7
r +
ar —+

Ex. 1.8 [%]

suivant
T o
T +

Ex. 1.9

Vj e [2;n], z; = axj_1 + b et z1 = az, + b.

X2

a2

bcosC + ccos B
ccos A+ acosC
acos B+ bcos A

Qu—1z + (u+1)y
+ (u+1)y

+ z,

Résoudre suivant la valeur du parametre u € R le systeme

2u+ 2
u+1

Soient a, b, ¢ et a quatre constantes réelles. Discuter et résoudre le systeme

1

«v

042

Résoudre avec Vi € [1;n],a; € R* et s € R le systeme d’inconnues xy, ..., z,, réelles

Tn

an
S

Soient a, b deux complexes non nuls. Résoudre dans C" :



II1. Corrections

Cor. 1.5 :
0 ¢ b
1. Le déterminant du systeme est | ¢ 0 a | = 2abc # 0. Les formules de Cramer donnent cos A =
b a O
a ¢ b
b 0 a
c a 0 _ ab® + ac® — a® _ b2+ c? — a?
2abc N 22(11762 2_ 2bc 2' y
De méme, cos B = u et cosC = m.
2ac 2ab
-1  cosC cosB
2. Le déterminant du systeme devient D = | cosC —1  cos A |. On note a partir de maintenant Cq, Co

cosB cosA -1
et C3 les cosinus des angles A, B et C' et S1, Sa, S3 leurs sinus. On a

D =—-14+2C1C5C5 +Cl2 +CQ2 +C§

Dot D = —1+4 (O + C2C3)* — C2C2 + 02 4+ C2 = (Cy + C203)° — (€2 —1)(C2 - 1).
Ou encore D = 7522S§ + (C1 + 0203)2 = (Cl + 0203 + SQSg) (Cl + 0203 - S2S3)

En revenant a présent a la notation trigonométrique habituelle, on a donc :

D = (cos A+ cos(B — C)) (cos A + cos(B + ().
Or cosz + cosy = Re (™ + e) = Re (ei# cos (%)) = cos (ZF%) cos (252)
Finalement, le déterminant vaut

(AJrB—C’) (A—BJrC’) (AJrBJrC’) (A—B—C’)
D = cos| ———— | cos cos cos —

2 2 2

Or A+ B+ C =mdonc D =0.

On pouvait s’attendre a ce résultat long ¢ démontrer! En effet, connaissant les trois angles
d’un triangle, il existe une infinité de triangles avec les mémes angles puisque tous les tri-
angles homothétiques sont dans ce cas.

Le systeme n’est donc pas de Cramer.

On le résout a la main.

a = bcosC+ccosB —a+bcosC + ccos B =0
b = ccosA+acosC <14 blcos?C —1)+c(cosA+cosBeosC) = 0
¢ = acosB+bcosA b(cos A+ cos BcosC) +c(cos? B—1) = 0
—a+bcosC +ccosB = 0
¢(cos A + cos B cos C)
& b - 2
sin® C
b(cos A + cos B cos C)
cC =
sin® B

On remarque au passage que les calculs effectués calquent ceux effectués pour le déterminant. Les deux

dernieres formules sont identiques puisqu’en résolvant par substitution on obtient
b(cos A + cos B cos C)

b= Sin2 B

(cos A + cos B cos C)

= & sin? Bsin? C' = (cos A + cos B cos C)? ce qui est vrai car
sin
D = 0. Comme enfin le systeme est entierement symétrique, on obtient

cos B + cos A cosC
c

a =
)
sin“ C *
b cos A+ cosBcosC avec ¢ € R}
= c
sin? C

- B
3. Montrons que a = bcosC + ccos B, les deux autres égalités étant symétriques en a, b, c. Soit i = B0

vecteur unitaire directeur de la droite (BC) et soit H le pied de la hauteur issue de A sur (BC). On a

Z.B?:BC:a



d’une part, et

?.(ﬁﬂr[ﬁ)
Z.(ﬁfﬂfffwﬁﬂﬂﬁ)

R N
i.BA—i—i.Aié
ccos B+ bcecosC

d’autre part. Donc a = bcos C + ccos B.



Maths - TD n® 2

Fonctions de référence, espaces vectoriels

Ex. 2.1 Soit £ = F(R) le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R.
Soit F' I’ensemble des fonctions impaires de E et GG 'ensemble des fonctions paires de E.

1. Montrer que F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels de F.
2. Montrer, par analyse-synthése, que F' et G sont supplémentaires.

3. Soit f une fonction de E. Que peut-on déduire de la question précédente concernant f?
E=F®G — FE etI'{E:F@G — F

4. Soient P : )
clent 7 {f:f1+f2 — P(f)=F f=h+h = I()=h
Que peut-on dire des applications P et 77

Définition 2.1 (Partie paire, partie impaire d’une fonction)

Etant donnée une fonction f:R — R, on appelle
f@) + f(==)
2 )
f(@) — f(=x)
5 .

e partie paire de f la fonction x € R —

e partie impaire de f la fonction x € R —

Notation

Avec les mémes hypotheses que dans la définition précédente, on notera
e P(f) la partie paire de f;
e Z(f) la partie impaire de f.

Ex. 2.2 Dans chaque cas, expliciter P (f) et Z(f) :

o f:x€Rw ax®+br? + cx+d ot (a;b;c;d) € RY;
o f:xeRw— exp(z);
o f:xeRw— exp(kz) ouk € Z;
reR .
o f:x '_>1+el‘
Ex. 2.3

1. Montrer que le produit de deux fonctions paires (de R dans R) est une fonction paire.
2. Démontrer les propriétés similaires concernant le produit de deux fonctions impaires, ou le
produit d'une fonction paire et d'une fonction impaire.
Ex. 2.4

1. Exprimer cos(5x) et sin(5z) en fonction de cos(z) et sin(z).
Linéariser sin®(z) cos?(z).

2. Exprimer en fonction de ch(x) et sh(x) :

ech(2x); esh(2z) ; ech(3z); esh(3x).
3. Exprimer ch(a + b), sh(a + b), ch(a — b) et sh(a — b) en fonction de ch(a), sh(a), ch(b) et
sh(b).

Linéariser sh®(z) ch?®(x).



Exercices de révision

I. Calcul littéral, calcul différentiel

Ex. 2.5 Soit n € IN*.
n i n B
1. Montrer que Z(—l) ( 1 ) = 0.

k=0
£ 7. . ;s - n _ on—1 - n _ on—1
2. Déduire de la question précédente que Z ( A ) =2""" et Z ( 2 ) =2""".
k=0 k=0
k pair k impair
- na™t — (n+ 12" + 1
3. Montrer que pour x € R\{1} et n € N*ona S,(z) = k ( Z )xkl — (1< )2) .
-

4. Donner une expression simplifiée de S, (1).

5. Montrer queZ( ]k?):(;bii )

k=p
6. En écrivant k% = k(k — 1) + k et en utilisant la question précédente,

- 1)(2 1
montrer que ZkQ:n(n+ )6( nt )

k=1

Ex. 2.6 Donner I'ensemble de définition, I’ensemble de dérivabilité et la dérivée des fonctions

suivantes :

Fonction Solution
f:x— xe” définie et dérivable sur R, f'(z) = (x + 1)e*

1
f:x—In|ln(x)| définie et dérivable sur ]0; 1] et sur |1; +oo[, f'(z) = e
xIn(x

1 1
f: ngj— 3 définie et dérivable sur ]—oo; _73[ et sur ]_73, —l—oo[, fl(x) = m

x
frx—=Va2+1 définie et dérivable sur R, f/'(r) = ———
= 7
fix— 2 définie sur R, dérivable sur R* , f'(z) = —
4_—\2/ 2x
: 2 +— Arccos (222 — 1 définie sur [—1; 1], dérivable sur | — 1; 0] et 0; 1], f(z) = ——
f ( ) [—1; 1] ] [et J0; 1[, () i

Déduire de I'expression de la derniere dérivée que Arccos (22% — 1) = £2 Arccos(z) + cte ot 'on
identifiera la valeur de la constante suivant U'intervalle I; =] — 1; 0 ou Iy =]0; 1] auquel appartient
x. Que se passe-t-il pour x =07

Ex. 2.7 [¥] Soient f:x +— ln(x+\/W) et g: oz ln(er \/m)
1. Ensembles de définition et de dérivabilité de f et g7
2. Montrer que1 lorsque ces expressions ont un sens
f(x) = NS et g'(z) = Nk
3. Montrer que f et g sont des bijections de leur ensemble de définition sur un intervalle a
préciser.
On note u = f~! la bijection réciproque de f et v = g~! celle de g.



Calculer ef(®) — ¢f(=2) ¢t en déduire que u = sh.

5. Montrer que lorsque cette expression a un sens, €* — v(x) = 4/v(x)? — 1 et en déduire que

v+ v =e".

Résoudre 3/ + y = e” et donner une expression simple de v(z) lorsque cette expression est
définie.

II. Nombres réels, nombres complexes, suites

Ex. 2.8 [x]  Soient a,b € R tels que a < b.

1.

b
Montrer que a < a; <b.
b
Montrer que a < vab < a;L )
b 2
On note A(a;b) = a—21— et H(a;b) = T
a b
1 o
Montrer que H(a;b) = en et en déduire que a < H(a;b) < Vab.
ab

Uy + Upy

Soient u et v les suites définies par ug = a, vg = b, Up11 = \J/URV, €t V1 =
Montrer que u et v convergent vers une méme limite (que ’on ne cherchera pas a expliciter).
On note M (a;b) la limite commune des suites u et v.

a+b

. Montrer que vab < M (a;b) < 7

Montrer que M (\/@; ¢ ;L b) = M (a;b).

Soient = et y les suites définies par xg = a, yo = b, Tni1 = H(Tn;Yn), Ynit1 = A(Tn; Yn)-
Montrer que les suites x et y convergent vers une méme limite que 1'on explicitera.

1 n
Ex. 2.9 Montrer que pour tout entier n € IN, n! < (n;r ) .

Dans quels cas I'inégalité est-elle stricte ?

Ex. 2.10 [¥] Pour n € IN, on définit P, : x €] — 1; 1[— cos (n Arccos(z)) et

Qn:x€l—1;1]—

sin (n Arccos(x)) .

V1—a2

Dans tout ce qui suit, x €] — 1; 1].

1.

2.

® N o oW

Montrer que Py(z) =1, Pi(x) = z, Py(x) = 22% — 1 et calculer Qo(z), Q1(x) et Q(x).
—nP,(z) + 2Qn(x)

Montrer que pour tout n € IN, on a P, (x) = nQ,(x) et Q) (z) = T
-z

Montrer que pour tout n € N, P,y 1(z) = 2P, (z) — (1 — 2?)Q,.(z).
Montrer que pour tout n € N, Qn41(x) = 2Q,(x) + P.(x).

Pour n € N, que vaut zP,1(z) + (1 — 2%)Qpi1(x) ?

Montrer que pour tout n € N, P, o(x) = 22P,1(z) — P,(x).
Calculer P;, Py, P5, Py ainsi que Q3, Q4, @5, Qs.

Exprimer pour « € [0; 7] (et avec un minimum d’effort!) cos(6«) en fonction de cos a.
L’expression obtenue est-elle valable pour « réel quelconque ?



II1. Espaces vectoriels

Ex. 2.11 Dans le R-espace vectoriel R? on pose F = (u,v,w) avec
u=(1,-1,1),v=(0,-1,2),w = (1,-2,3)

1. La famille F est-elle liée 7 Déterminer une base de Vect(F).
2. Soit G = {(x,y,2) € R* x+2y+ 2 = 0}. Donner une base de G. Montrer que G = Vect(F).

Ex. 2.12  Donner le rang de la famille F = (uy, us, u3, u4) du R-espace vectoriel R® et une base
de Vect F avec
u = (1,-2,1,3,-1)

ug = (2,4, -2, -6, 2)
ug = (1,-3,1,2,1)
Uy = (3, —7, 3, 8, —1)

Ex. 2.13 [*] Pour n € IN, on définit pn:xERH( fL )E]R
et P, € R[X] le polynéme associé.
1. Calculer Fy, Py, P, et Ps.
Montrer que 1'on a bien P, € R[X] et préciser le degré et le coefficient dominant de P,.
Montrer que B = (Py; Pi; P2; P3) est une base de R3[X].
Exprimer X? dans la base B.

ANl

Montrer que pour tout couple (n;p) € IN?, on a

P
Py(k) = Pyyi(p+1)

k=0
. p

6. A l'aide des questions précédentes, calculer Z k3.

k=1

7. Conjecturer une généralisation des résultats des questions Q3 & Q6 a R,[X] pour n entier

positif quelconque.

Ex. 2.14 [x] Pourn € Neta € R, on définit £ = R,,[X] et

[ E - R
w'{ P (Pla); P'(a);..; P™(a))

1. Montrer que v est linéaire.

2. Calculer Ker(1)).

Remarque : on pourra s’éviter des calculs en pensant a une formule bien connue...
3. Que peut-on déduire des deux questions précédentes concernant 1 7
4. Dans ce qui suit, on pose n =3 et a = 1.
A. Donner 'unique polynome de R3[X] vérifiant P(1) =1, P'(1) = P"(1) = 0 et P®)(1) =
6.

On donnera les coefficients de ce polynome.
B. Quels sont les polynomes de Ry[X] vérifiant P(1) = 1, P'(1) = P"(1) = 0et P®)(1) =67
On explicitera les coefficients de ces polynomes.



Maths - TD n° 3

Suites récurrentes, convexité

Etude des suites récurrentes

Soit ug € R, un+1 = f(u,) une suite définie par récurrence associée a une fonction f réelle de la variable réelle.
Les résultats suivants sont hors-programme : il faut les redémontrer pour chaque exercice sur les suites
récurrentes, mais ils fournissent des méthodes pour I'étude de ces suites.
e Pour que l'existence de la suite u soit garantie il faut montrer que ug appartient a un intervalle I
stable par f c’est-a-dire tel que Va € I, f(x) € 1.
On considere donc dans ce qui suit que f: I — 1.
e Si f est croissante sur I alors u est monotone. Plus précisément :
* siuy > ug, c’est-a~diresi g(ug) = f(uo)—uo = 0, et si f est croissante sur [ alors u est croissante;
* siuy < ug, c’est-a-dire si g(ug) = f(ug) —up < 0, et si f est croissante sur I alors u est décrois-
sante.
On peut conclure a la stricte monotonie de u si f est strictement croissante et si g(ug) # 0.
e Si f est décroissante sur I alors u n’est en général pas monotone (la seule exception venant de
la possibilité que u soit constante).
Cependant f o f est alors croissante et on étudie séparément la monotonie des termes de rangs pairs
et de rangs impairs de la suite en utilisant le point précédent.
e Si f est continue sur I et si la suite u converge vers [ alors [ est un point fixe de f c’est-a-dire
vérifie f(1) = L.

-

~

v

.1. Exemples d’étude de suites récurrentes

Vo =1
Upp1 = 7T(vn) =2y/v, +1

1. Etudier la fonction r et montrer que son ensemble de définition est stable par r.

Ex. 3.1 Soit {

2. Démontrer que v est bien définie.

Ci-contre la représentation graphique de la suite °
.

Pour obtenir une telle représentation graphique, °
on trace d’abord les représentations graphiques 4
y=u1xety=r(x).

On place alors vy = 1 sur 'axe des abscisses et 3
on obtient v; = r(vy) comme "ordonnée du point
d’abscisse vy de la représentation graphique de r. 2
Pour placer v; en abscisse, il suffit de prendre
I’abscisse du point d’ordonnée v, de la représen- 1
tation graphique de la droite d’équation y = x.

pour représenter vy, vz etc. ..

~ T IG LI rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr1rnrrou1
On peut alors recommencer le méme processus ) % 1 5 3 4 5 6
- %

3. Montrer que v est monotone.

4. Etudier la convergence de la suite v.



S~ NI

Wp+1 =

. Wo
Ex. 3.2 Soit { (wn) = 1 + wL .

n

. 1

1. Etudier la fonction f et montrer qu’il existe un intervalle de définition qui contient 3 et est
stable par f.

2. Démontrer que w est bien définie.

3. Représenter graphiquement f sur l'intervalle trouvé a la premiere question, ainsi que les
premiers termes de la suite w.

4. w est-elle monotone ?

5. Etudier la convergence de la suite w.

4
Ex. 3.3 (Cor.)  On définit la suite ¢ par { to
n+1

Montrer que ¢ est bien définie.

Tracer dans un méme repere la représentation graphique de h et de la premiere bissectrice.
Résoudre I'équation h(z) = .

Montrer que ¢ est croissante et en déduire ses comportements asymptotiques possibles.

On suppose ty € [0;2]. Que peut-on en déduire ?

AR AN S

Etudier le comportement de ¢ lorsque o ¢ [0;2].

Ex. 3.4 (Cor.) Oral Mines Etudier la suite s définie par sy = TetVne N, s, =1—s2
[Indication : 'exercice a été donné sans question intermédiaire.

On pourra utiliser comme plan d’étude : étudier k : x — 1 — 2% et montrer que k([0; 1]) = [0; 1],
représenter graphiquement k et la premiere bissectrice puis étudier les termes de rang pair et impair
de la suite s pour parvenir a une conclusion.]

Ex. 3.5 (Cor.) [#x]  f désigne une application continue et strictement croissante, du segment [0, a
dans R, qui vérifie : f(0) =0 et Va €]0,al, f(z) < z.

On suppose, en outre, que l'on a au voisinage de 0, f(z) ~o T
T—r

On considere des suites (ay), o €t (bn),cn telles que : a; €]0,a] et by €]0,a] et, pour tout élément
n de N* a1 = f(ay,) et by = f(by).

Montrer que l'on a a,, ~ b,.
n—-+o0o

2. Convexité

1 1
Ex. 3.6 Soient p €]1;400[,q €]1;400[ tels que — + - =1et a € RY,be RY.
P 4q

Montrer que
1 1
ab < —aP + -b?
p q

Ex. 3.7 En utilisant le résultat de I'un des exercices du cours, montrer que

Vay,az, by, by € R, \/(fh +b1)(az + b2) = \Jaraz + v/ biby



Cor. 3.3 :
2
1. h:z— % + 1 est définie sur R. Donc R est un intervalle stable. Donc la suite ¢ est bien définie.

2. h est décroissante sur R_, croissante sur Ry (par affinité et translation d’une fonction de référence). On
donne ci-dessous 3 représentations graphiques de h, la premiere bissectrices et les premiers termes de la
suite t pour différentes valeurs de tg.

Sity

[
Nl

Sito=3

3.0

25

i

Sito

M

2.0

0.5

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

3. hz) =z’ +d=drx & (-2 =02=2. h h ’ ' ’

4. On a déja vu que h est décroissante sur R_ et croissante sur R.. Donc h passe par un minimum 1 en z = 0.
Comme h est continue, h(R) = [1; +00[. Notamment, R est un intervalle stable par h.
Si tg < 0 alors t1 > 0 et, d’apres la remarque précédente, tous les termes de la suites sont alors positifs.
On peut donc considérer que la suite est a termes positifs quitte a commencer au rang 1.

Supposons donc tg > 0. Comme h est croissante sur R, la suite ¢ est monotone.

x —2)2
Or, d’apres la question précédente, h(z) —x = u > 0. Donc la suite ¢ est croissante.
Si de plus elle est majorée, alors elle est convergente.

St au contraire elle n’est pas majorée, alors elle diverge vers +oo.

5. On suppose &y € [0;2].
h est croissante sur [0;2], et A(0) =1, h(2) = 2. Donc [0; 2] est un intervalle stable.
Donc la suite ¢ est croissante et majorée par 2, elle est donc convergente.
Comme de plus h est continue et possede un unique point fixe 2, on a

6. Supposons ty > 2. La suite ¢ est croissante d’apres la question 4.
Montrons par l’absurde qu’elle n’est pas majorée : supposons qu’elle est majorée. Alors elle serait conver-
gente, et comme h est continue, convergerait vers un point fixe de h.
Or h possede un unique point fixe 2.
On aurait donc

lim ¢, =2 d’une part et
n—-+o0o
Vn € N,t, > tg, donc lim ¢, > tg > 2 d’autre part, ce qui est absurde.

n—-+o0o
Donc t n’est pas majorée et lim,,_, oo t,, = +00.

Enfin, par parité de h, sity < 0, t; > 0 et on se raméne & 1'un des deux cas précédents suivant que t; € [0; 2]
ou t1 €]2;+o0].

Cor. 3.4 : Soit f: 2z €[0;1] — 1 — 2.

f est définie, continue et dérivable sur [0; 1] et

f'(x) = —2x donc f est strictement décroissante sur [0; 1].

Or f(0) =1et f(1) =0 donc f(]0;1]) = [0;1].

De plus, sg = 5 € [0; 1], donc la suite s est bien définie d’une part, et Vn € N, s,, € [0; 1] d’autre part.

La suite s est donc bornée.



f étant strictement décroissante on étudie les sous-suites extraites de rang pair et impair et pour cela, on étu-
dieh=fof.

vz € [0;1],h(z) =1 — (1 - 12)2 =222 — 2%

W(z) =4z — 42° = 4z (1 — 2?) = 4z f(z) > 0 puisque = € [0; 1] est positif et f(z) € [0;1] aussi.

Donc h = f o f est croissante, donc les suites (a5, )nen €t (S2n41)nen sont monotones.

1°_ 3

S1 = — 5 = .

1o 1 s _1
= 16— 1 6. 2

sy=1_ b _Mor P10 2 3
3= 256 256 256  4°

Finalement, (s25,)nen est donc strictement décroissante et (S2,4+1)nen st strictement croissante.
Ces deux suites étant bornées, elles convergent vers un point fixe de h (car h est continue).

Cherchons les points fixes de h :

h(z) =2 & 2* — 222+ 2 =0 & z(2® — 22 + 1) = 0 avec 1 pour
racine évidente du second facteur.

Donc h(z) =z & z(x — 1)(z? + 2 — 1) = 0.

Bonus : représentation graphique de la suite

A = 1+4 = 5 ce qui conduit donc aux 4 points fixes 07 7 T= -
0.1._1+\/3._1_\/5 . N
P 2 ) 2 . 0.8 - .
La derniére racine n’est pas dans l'intervalle [0;1] donc ne peut pas
étre limite des deux suites extraites. 0.6
5—-1 '
De méme 5 ]%, %[ ne peut étre limite des deux suites
extraites. 0.4 -
Finalement, lim ss, = 0 (décroissante, bornée par 0 et sg = %, la .
n—-+oo \
seule limite possible est 0) 021 \
et lim s9,41 = 1 (croissante, bornée par s; = % et 1, la seule limite i
n—-+o00 k \
possible est 1). 004
0.0 0.2 0.4 0.6 08 10

Les deux suites extraites convergent vers des limites distinctes,
donc s diverge.

Cor. 3.5 : Le cas ol a1 = by étant évident, on peut supposer a; < b; (le dernier cas se traitant de maniere
identique).

f étant strictement croissante et comme Va €]0;a],0 < f(z) < z, on obtient immédiatement que les deux suites
sont bien définies et strictement décroissantes.

Comme elles sont de plus minorées par 0, elles convergent. f étant continue, la limite est 0, unique point fixe de f.
Notamment, 3p € IN*,0 < bp41 < a1 < by (car b converge vers 0).

On démontre alors par récurrence que

(E):¥n € N*,bppn < an < by

Or f(x) ~o % et by, njoo 0 donc f(bp) =bny1 ~ by

T— n—+4o0o

A nouveau, une récurrence sur p permet de montrer que, Vp € IN*, b4, W by,

La suite b étant strictement positive, on déduit de 'encadrement (E) que

b
Vn e N, 20 o In g
by, by,
puis, de ’équivalent b, ~ b, et du théoréeme des gendarmes que
n—-+0oo
lim = =1

c’est-a-dire, par définition, que



Maths - TD n® 4

Introduction aux probabilités

I. La naissance des probabilités : correspondance entre Blaise Pascal et

Pierre de Fermat

L’ensemble de la correspondance connue de Blaise Pascal (voir note 1 page 44) peut étre consulté sur Gallica a
Padresse suivante : http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k69975r. Nous allons nous intéresser plus particulierement
a la lettre du 29 juillet 1654 & Pierre de Fermat (voir note 2 page 339) :
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k69975r /£204.image.

Le probléme discuté dans la correspondance que nous allons détailler est le suivant : deux joueurs jouent a un jeu de
hasard en trois parties gagnantes. C’est-a-dire que celui des deux qui remporte trois parties en premier, remporte
la mise. Par suite d’'un empéchement, ils doivent arréter leur jeu avant la fin. Comment doivent-ils alors se répartir
la mise suivant le nombre de parties remportées par chacun pour que cette répartition tienne un compte juste de
I’avantage que I'un ou l'autre des deux joueurs a pris sur le second ?

De Blaise Pascal a Fermat : le 29 juillet 1654

« Monsieur,

L’impatience me prend aussi bien qu’a vous et, quoique je sois encore au lit, je ne puis m’empécher de vous dire que
je recus hier au soir, de la part de M. de Carcavi, votre lettre sur les partis!' , que j’admire si fort que je ne puis
vous le dire. Je n’ai pas le loisir de m’étendre, mais, en un mot, vous avez trouvé les partis des dés et des parties
dans la parfaite justesse; j’en suis tout satisfait car je ne doute plus maintenant que je sois dans la vérité, apres la
rencontre admirable ol je me trouve avec vous. . .]

Votre méthode est tres siire et est celle qui m’est la premiere venue a I'idée dans cette recherche ; mais parce que la
peine des combinaisons est excessive j'en ai trouvé un abrégé, et proprement une autre méthode bien plus courte et
plus nette, que je voudrais pouvoir vous dire ici en peu de mots; car je voudrais désormais vous ouvrir mon ceeur,
s’il se pouvait, tant j’ai de joie de voir notre rencontre. Je vois bien que la vérité est la méme a Toulouse et a Paris.
Voici & peu pres comme je fais pour savoir la valeur de chacune des parties, quand deux joueurs jouent, par exemple,
3 parties, et chacun a mis 32 pistoles en [jeu].

Posons que le premier en ait deux et I'autre une; ils jouent maintenant une partie dont le sort est tel que, si le
premier la gagne, il gagne tout I’argent qui est au jeu, savoir, 64 pistoles; si 'autre la gagne ils sont deux parties
a deux parties, et par conséquent, s’ils veulent se séparer, il faut qu’ils retirent chacun leur mise, savoir, chacun 32
pistoles.

Considérez donc, Monsieur, que si le premier gagne, il lui appartient 64 ; s’il perd, il lui appartient 32. Donc s’ils
ne veulent point hasarder cette partie, et se hasarder sans la jouer, le premier doit dire : ”"Je suis sur d’avoir 32
pistoles car la perte méme me les donne; mais pour les 32 autres, peut-étre je les aurai, peut-étre vous les aurez;
le hasard est égal; partageons donc ces 32 pistoles par la moitié, et me donnez outre cela, mes 32 qui me sont
stres.” Il aura donc 48 pistoles et I'autre 16.

Posons maintenant que le premier ait deux parties et ’autre point, et ils commencent a jouer une partie... »

Questions

1. En suivant le méme raisonnement que Pascal, dire comment les deux joueurs doivent se partager la mise
de 64 pistoles s’ils arrétent le jeu alors que le premier joueur gagne 2 parties a 0.

2. Comment les deux joueurs doivent se partager la mise de 64 pistoles s’ils arrétent le jeu alors qu’il y a
égalité 1 partie partout ?

3. Comment les deux joueurs doivent se partager la mise de 64 pistoles s’ils arrétent le jeu alors que le premier
joueur gagne 1 partie a 07

1. Cette lettre ne nous est pas parvenue. Parti (au masculin) est ici & prendre au sens de répartition.


http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k69975r
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k69975r/f204.image

De Blaise Pascal a Fermat : le 29 juillet 1654 (suite)

« [...] Posons enfin que le premier n’ait qu'une partie et 'autre point. Vous voyez, Monsieur, que, s’ils commencent
une nouvelle partie, le sort en est tel que, si le premier la gagne, il aura deux parties a point, et partant, par le cas
précédent, il lui appartient 56 ; s’il la perd, ils sont partie a partie, donc il lui appartient 32 pistoles. Donc il doit
dire : “Si vous voulez ne la pas jouer, donnez-moi 32 pistoles qui me sont sures, et partageons le reste de 56 par la
moitié. De 56 otez 32, reste 24 ; partagez donc 24 par la moitié, prenez en 12 et moi 12, qui, avec 32, font 44.”

Or, par ce moyen, vous voyez, par les simples soustractions, que pour la premiere partie il appartient sur 'argent
de l'autre 12 pistoles, pour la seconde autres 12, et pour la derniere 8.

Or, pour ne plus faire de mystere, puisque vous voyez aussi bien tout a découvert, et que je n’en faisais que pour
voir si je ne me trompais pas, la valeur (j’entends la valeur sur l'argent de 'autre seulement) de la derniére partie
de deux est double de la derniere partie de trois et quadruple de la derniére partie de quatre et octuple de derniere
partie de cinq, etc... »

Questions

1. Que signifie Pascal par la phrase : « ...pour la premiere partie il appartient sur ’argent de 'autre 12 pistoles,
pour la seconde autres 12, et pour la derniere 8. » 7

2. Au sens ou I'entend Pascal, quelle est la « valeur de la derniére partie de deux », la « valeur de la derniere
partie de trois », la « valeur de la derniere partie de quatre » ?

3. Calculer la « valeur de la derniere partie de cinqg ».

4. Comment généraliser ce résultat ?

De Blaise Pascal a Fermat : le 29 juillet 1654 (suite)

« Mais la proportion des premieres parties n’est pas si aisée a trouver : elle est donc ainsi, car je ne veux rien
déguiser, et voici le probléeme dont je faisais tant de cas, comme en effet il me plait fort :

Etant donné tel nombre de parties qu’on voudra, trouver la valeur de la premiere. »

Questions

1. Représenter graphiquement a ’aide d’'un arbre tous les scores possibles d'un jeu en 4 parties gagnantes
depuis le début a 0 — 0 jusqu’a la victoire d’'un des deux joueurs.

2. Représenter sur cet arbre la répartition des mises que Pascal préconise en cas d’arrét précoce du jeu dans
le cas ou chaque joueur met 32 pistoles en jeu.

3. Expliquer pourquoi cet arbre contient les arbres des jeux en 1, 2 et 3 parties gagnantes.
4. Calculer la valeur de chaque partie au sens ou l’entend Pascal dans le cas d’un jeu en 5 parties gagnantes.

5. Quelle est la réponse au probleme que Pascal se pose : « Etant donné tel nombre de parties qu’on voudra,
trouver la valeur de la premiere. » 7



I1. Correction des exercices sur la correspondance Fermat-Pascal

64;0
4;0
60; 4 4 64;0
3;0 4;1
52;12 3 56;8 13 64;0
2;0 3;1 4;2
42;22 19 44; 20 ;) 48;16 ;) 64;0
1;0 2;1 3;2 4;3
32;32 1 32;32 1 32;32 1 32;32 1
0;0 1;1 2;2 3;3
0 22; 42 0 0 0 0; 64
0;1 3:4
-1 -1
Légende :

Partis ou répartition des gains

Score

Avantage

L’arbre ci-dessus représente tous les scores possibles lors d’'un match en 4 manches gagnantes (la partie
inférieure de 'arbre qui est manquante est I'exacte symétrique de la partie supérieure). La répartition des
gains en cas d’arrét prématuré de la partie a été calculée selon la méthode indiquée par Pascal.

Si le score en arrive a 1; 1, il suffit pour qu’un joueur gagne la partie qu’il gagne 3 manches. Autrement dit, a
1; 1, le reste de la partie se joue en 3 manches gagnantes.

De méme, a 2;2, le reste de la partie se joue en 2 manches gagnantes. Et a 3; 3, le reste de la partie se joue
en 1 manche gagnante, c’est-a-dire que celui des deux qui gagne la manche suivante a gagné la partie.

Ceci nous permet d’affirmer que I’arbre de la répartition des gains pour un match en 1 manche gagnante se
trouve inclus dans 'arbre pour un match en 2 manches gagnantes, qui se trouve inclus dans l’arbre pour un
match en 3 manches gagnantes, qui se trouve inclus dans ’arbre pour un match en 4 manches gagnantes etc...

Pour construire I’arbre de la répartition des gains pour un match en 5 manches gagnantes, il suffit donc de
construire les bords de l'arbre ci-dessus, et comme 'arbre est symétrique, de construire le bord supérieur.



64;0

5;0

62;2

4;0

57,7
3;0 60; 4
49,5;14,5
2;0 52;12
40,75;23,2
1;0 42;22
32;32 (Arbre d’un match en 4 manches gagnantes & 'intérieur
0;0 32;32

de 'arbre du match en 5 manches gagnantes.)

Finalement, au sens ou ’entend Pascal et pour une mise de 32 pistoles par joueur :
e la premiere manche d’'un match en 1 manche gagnante vaut 32 pistoles;
la premiere manche d’un match en 2 manches gagnantes vaut 16 pistoles ;
la premiere manche d’un match en 3 manches gagnantes vaut 12 pistoles;
la premiere manche d’un match en 4 manches gagnantes vaut 10 pistoles;
la premieére manche d’un match en 5 manches gagnantes vaut 8,75 pistoles.
D’une maniere générale, pour un match en n manches gagnantes, Pascal propose la formule suivante pour le calcul
de la valeur de la premiere manche lorsque chaque joueur a fait une mise de M :
produit des (n — 1) premiers nombres impairs

la premiére manche d’un match en n manches gagnantes vaut M x - - -
produit des (n — 1) premiers nombres pairs

Ce qui appliqué aux cas déja calculés, donne :

1 M
e 2 manches gagnantes : M X 5<%
1x3 3M
h tes: M =
¢ 3 manches gagnantes X %1 3 Ny
1x3x5 5
¢ 4 manches gagnantes : M X Xoxo o
% X % X g 716 35M
X 3 x5 X
h M =
e 5 manches gagnantes X X x v o8

Généralisation :

1. donner une formule explicite pour la valeur de la premiére manche d’'un match en n manches gagnantes a
I’aide de factorielles et de puissances de 2;
kiéme

2. combien vaut la manche d'un match en n manches gagnantes ?



Maths - TD n° 5

Résolution du probleme des partis

Le but de ce TD est de donner une formulation moderne au probléme des partis discuté par Blaise Pascal (voir note
1 page 44) et Pierre de Fermat (voir note 2 page 339) que nous avons introduit dans le TD n°4.

On rappelle que ce probléme est le suivant : deux joueurs jouent a un jeu de hasard en n € IN* manches gagnantes.
C’est-a-dire que celui des deux qui remporte n manches en premier, remporte la mise. Par suite d’'un empéchement,
ils doivent arréter leur jeu avant la fin. Comment doivent-ils alors se répartir la mise suivant le nombre de manches
remportées par chacun pour que cette répartition tienne un compte juste de 'avantage que I'un ou 'autre des deux
joueurs a pris sur le second ?

I. Modélisation du probleme

I.1. Discussion sur le travail de modélisation d’un probleme de probabilités

Soit n € IN* le nombre de manches garantissant la victoire aux joueurs (autrement dit, le jeu est en n manches
gagnantes).

L’objet de ce paragraphe est de formaliser le probleme posé c’est-a-dire d’en donner un modele permettant a la
fois de décrire correctement les situations qui peuvent survenir, de représenter les différentes notions et grandeurs
pertinentes et d’énoncer I'hypothese d’équiprobabilité (« le hasard est égal » nous dit Pascal) conduisant au calcul
des probabilités.

Notamment, il nous faut préciser :

e l'univers, et pour cela s’interroger sur les événements intervenant dans le probléme posé;
e les variables aléatoires intéressantes.

Comme nous le verrons, plusieurs modélisations sont possibles, chacune ayant un intérét, chacune présentant des
avantages et des inconvénients. Notamment certaines modélisations faciliteront le calcul des probabilités, d’autres
permettront d’exprimer plus simplement des événements ayant un intérét particulier.

Commengons par suivre Pascal dans sa modélisation : son raisonnement se fonde sur les scores respectifs des
joueurs. Un premier modele consiste donc a faire intervenir 'univers des scores. En numérotant les deux joueurs,
on peut ainsi représenter un événement élémentaire par la suite des couples de scores des deux joueurs du début a
la fin de la partie. Un événement élémentaire est donc dans ce modele une liste de points du plan IN? vérifiant les
conditions suivantes :

e le premier élément de la liste est le point (0;0);

e deux éléments successifs de la liste sont de la forme (z;y), (v 4+ 1;y) ou (z;y), (x;y + 1);

e le dernier élément de la liste est soit de la forme (n;y) ou y € [0;n — 1], soit de la forme (x;n) on
z € [0;n —1].

Une telle modélisation de la partie s’appelle marche aléatoire.

Une seconde modélisation possible consiste a ne donner pour chaque manche que le vainqueur de cette manche, en
attribuant par exemple a 'un des joueurs la lettre A et a 'autre la lettre B. Une partie, c¢’est-a-dire un événement
élémentaire, est alors représentée par un mot formé des lettres A et B et vérifiant les propriétés suivantes :

e un mot contient exactement n lettres A ou exactement n lettres B ;

e si un mot contient n lettres A, il se termine par un A (la partie est terminée dés qu'un joueur a gagné n
manches) et contient alors moins de n — 1 lettres B';

e réciproquement, si un mot contient n lettres B, il se termine par un B et contient alors moins de n — 1
lettres A.

Nous allons entrer dans le détail de chacune de ces modélisations.



I.2. Modélisation par une marche aléatoire

a) Représentation graphique

SR ‘ ‘ Une partie est ici un chemin reliant 1’origine au point dont
‘ ‘ ‘ les coordonnées représentent le score final de la partie.
S f i La figure de gauche représente toutes les parties possibles.

b) Notation pour les événements

Nous noterons (x; y) I’événement réunissant toutes les par-
ties pour lesquelles (x;y) est un score ayant été atteint.
Par exemple (0;0) = €, et (n;0) est un événement élé-
mentaire puisqu’une seule partie peut conduire a ce score
final.

En revanche (1;n) n’est pas un événement élémen-
taire.

La représentation graphique ci-contre représente I’événe-
ment (2;1) dans le cas n = 3.

c) Variable aléatoire

Nous noterons G, la variable aléatoire donnant la somme gagnée par le premier joueur en fin de partie lors d’une
partie en n manches gagnantes. Nous supposerons que G, est exprimé en « mise de départ » si bien que G, n’a que
deux valeurs possibles, G, : ,, — {—1; 1}, puisque soit le premier joueur a perdu sa mise, soit il a remporté celle
du second joueur.

d) Avantages et inconvénients du modele des marches aléatoires

Le modele que nous venons de décrire possede un premier (et énorme) avantage : il est trés proche du texte de
Blaise Pascal et va nous permettre de formaliser ses arguments.

Par ailleurs, il possede aussi 'avantage d’étre associé a une représentation graphique tres intuitive pouvant servir de
support a la pensée et a I'argumentation. Enfin, les notations (z;y) que nous venons de définir pour les événements
sont parlantes et efficaces.



En revanche, le calcul des probabilités n’y est pas aisé ce qui justifie que 'on introduise un second modele.

I.3. Modélisation par un mot

a) Variables aléatoires

Etant donné un mot représentant une partie (c’est-a-dire, on le rappelle, comportant n lettres A, moins de n — 1
lettres B et se terminant par A ou réciproquement comportant n lettres B, moins de n — 1 lettres A et se terminant
par B), on notera :
e X, :Q, — [0;n] la variable aléatoire donnant le nombre de lettres A du mot, c’est-a-dire le score final du
premier joueur ;
e Y, : Q, — [0;n] la variable aléatoire donnant le nombre de lettres B du mot, c’est-a-dire le score final du
second joueur ;
e G, :Q, — {—1;1} la variable aléatoire donnant le gain du premier joueur, c’est-a-dire valant 1 si le mot
se termine par A et —1 §’il se termine par B.

b) Avantages et inconvénients du modéle des mots

Les avantages de ce modele sont les inconvénients du précédent et réciproquement !

I4. A propos du travail d’un éleve

Dans les problemes de probabilités un tant soit peu complexes, on n’attend pas d’un éléve une formalisation
ausst précise. Cependant, la plupart des erreurs dans le domaine des probabilités proviennent d’une
mauvaise modélisation de l’expérience aléatoire considérée.

Aussi, il est plus que recommandé de prendre le temps de formaliser pour soi-méme un probléme avant méme de
tenter de répondre aux questions. On prendra ensuite soin de préciser raptdement les modeles que 'on souhaite
utiliser au travers des différentes formes que prendra l'univers (une simple phrase suffit), les définitions et
notations des événements et des variables aléatoires que l'on jugera utiles.

Il est aussi plus que recommandé de faire des représentations graphiques pour étayer son argumentation. Il est
en revanche inutile de les expliquer : le lecteur est & méme de les interpréter seul.

Une argumentation claire vaut mieux que des tartines de calculs incompréhensibles. La formalisation
n’a pas pour but de remplacer 'argumentation, elle a pour but de l’éclairer !



II. Enoncé

On rappelle que la partie se joue en n € IN* manches gagnantes : la partie s’arréte lorsque I'un des joueurs gagne
sa n-ieme manche, ce joueur est déclaré vainqueur et remporte les mises.
Soit p € [0;n — 1].

1.
2.
3.

Calculer la probabilité que le premier joueur remporte la partie n manches a p.
Calculer E(G,,).

Soient (x;y) € [0;n — 1] x [0; p]. Calculer la probabilité que le premier joueur remporte la partie n manches
a p sachant que le score actuel est z manches a y.

Soit C' un événement de probabilité non nulle.
Démontrer que la probabilité conditionnelle | est une probabilité sur P(€,,).

On définit pour une variable aléatoire Z 1’espérance conditionnelle de Z sachant C par

Bic(Z)= Y. iPc(Z=1i)

i€Z(Qn)

Le résultat de la question précédente garantit que l'espérance conditionnelle vérifie toutes les propriétés de
I’espérance.

Si 'on suit argument du TD n°4 selon lequel 'arbre des parties en p € [1;n — 1] manches gagnantes est
inclus dans celui en n manches gagnantes, qu’est-on en droit d’attendre de ’espérance conditionnelle de G,
sachant que le score est  manches a y 7

Indication : on pourra supposer ici que x > y.

Que vaut 'espérance de GG, sachant que le premier joueur meéne n manches a 07

7. Calculer 'espérance de G,, sachant que le premier joueur mene n — 1 manches a 0.

10.

11.

12.

q

, 1\?

Etant donnés deux entiers positifs ¢ et r, on définit Fy, , = Z (5) ( " tp )
p=0

1
e Montrer que Fy 41 =211, — — ( g+r+2 )

24 r+1
. 1< +r+1
A _or+l _ & q
e En déduire que F,, =2 T p_go( » )

Calculer, pour k € [1;n], I'espérance, que l'on notera E,,_j ,, de G,, sachant que le premier joueur mene
n — k manches a 0.
Indication : on exprimera F,_j , & l'aide des coefficients Fy , définis a la question précédente.

En déduire une expression simplifiée, pour n > 2, de 'espérance de G,, sachant que le premier joueur mene
1 manche a 0.
Indication : on demande ici une expression ne faisant intervenir ni les coefficients Fy ., ni signe E .

Et un peu de Python! En utilisant le module random, écrire un code permettant de simuler cette expérience
aléatoire et de vérifier les expressions obtenues pour E,_1, et Eq ;.

Pascal affirme (ici : http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k69975r/£212. image) que, pour k € [1;n]
fixé, By — Ex—1,n, décrott quand n croit pour les valeurs de k comprises entre 1 et 3, mais croit quand
n crott pour les autres valeurs de k.

Est-ce vrai?


http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k69975r/f212.image
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