PSI* 2025-2026, Mathématiques DS n°3 TYPE 1 : Correction
Question de cours

1°) et 2°) Voir cours sur cahier-prépa
3°) f est continue sur |0, 4o00[. I pose probléme en 0 et 400

Au voisinage de 0 : f(t) ~ In(t)
Or d’aprés le cours, t — [n(t) est intégrable sur |0, 1] et donc, par équivalent, f est intégrable sur |0, 1]

Au voisinage de +o0 : O _ @ — .0
2 t——+o00
On a donc f(t) = o(t%). Comme d’aprés le cours, ¢t t% est intégrable sur [1,4o00[, on a, par

négligeabilité f est intégrable sur [1, 4o00|

f est intégrable sur ]0,1 et [1, +o0o[ donc sur ]0, +00| et donc ’I est convergente. ‘

Probléme 1

1°) t — e 'R(t) est continue sur [0, +oo|.

+oo
L’intégrale [ e 'R(t)dt pose donc probléme uniquement en +oc.
0
De plus 6;5%/(;) = ¢ ¥2R(t) — 0 par comparaison exp-puissance, donc e *R(t) = o(e™¥?) au

t——+o00
voisinage de +o0.

Comme t — e~ ¥/? est intégrable sur [0, 4-oc[, alors, par négligeabilité ¢ — e *R(t) est intégrable sur
[0, +o0]

+o0
On en déduit que : | [ e *R(t)dt est convergente.

0

2°) e Soit k € N.
Pour a > 0, on fait une intégration par partie pour avoir :

a

_ kL 4 9 k1 _
bftke tdt = e ]G — J (e hat

ak+1
k+1

a a
= [the ldt = e + 5 [tFH e dl
0 0
Comme les intégrales sont convergentes, on peut faire tendre a vers 400 pour obtenir :

I, = 0+ 7= autrement dit {Vk € N, L1 = (k+ 1)1,

“+o00
eOna: ly= [eldi=[-€e"f*=1
0

On reconnait la formule de récurrence définissant la factorielle (on peut aussi faire une récurrence)
etona: |VkeN, I =kl




3°) On sait que les intégrales sont convergentes avec le 1°) et par linéarité de I'intégrale on a :

400 +oo n n +00 n
[ Pt)etdt = [ Y pptFetdt =Y py [ the'dt =Y prk! (On a utilisé le 2°))
0 0 k=0 k=0 0 k=0

+0c0 n
Donc : | [ P(t)e tdt = " pik!
0 k=0

4°) Soit (P,Q, R) € E® et A € R. Alors :

) < P.Q4AR 5= [ e PO(QUARD)dE = [ e~ POQE)d+A [ e~ P(E)R(t)dt car les intégrales
0

0 0
sont convergentes et donc < P,Q) + AR >=< P,Q) > +A < P,R >
i) Ona: < P, >=< @, P >, évident par commutativité de la multiplication dans R.

+o0
iiil) < PP >= [ e 'P(t)*dt > 0 car V¢t > 0, e "P(t)* > 0 et par positivité de 'intégrale.
0

+o00
V) <P,P>=0= [ e 'P(t)?dt=0
0

Mais t — e *P(t)? est continue et positive sur [0, +o0.
Donc par le théoréme de l'intégrale nulle, on a Vt > 0, e *P(t)? = 0 et donc P(t) =0
P est alors un polyndéme ayant une infinité de racines et donc P = Op

i) < P,Q+AR>=<P,Q >+AN<P,R>
i) < P,Q >=< Q,P >

iti) < P,P>>0

iv) < P,P>=0= P =0p

déduit que : ’<, > est un produit scalaire sur F. ‘

On a alors : V(P,Q,R) € £ , VA e R,

57) ) [[1 4 Ra||”
=<1+ R, 1+ R, >
+oo

= [ (1+ Ra(t)?etdt

+oo

= [ (1+at)’e'dt
0
+o0

= [ (1+ 2at + a*t*)e"'dt
0
= Ao + 2@/41 + CL2A2

=14 2a + 2a?
f: R — R
On pose a +— 1+ 2a+2a?
fest Clsur Ret f'(a) =2+ 4a = 2(1 + 2a)
fll@) [ -0 — 5 + +od
.. . “+00 +00
On a donc le tableau de variation suivant :
/ N\ 1 ya
2

En prenant la racine on peut minimiser ||1 + R,|| = v/ f(a) On a donc :

La valeur pour que ||1+ R,|| soit minimum est a = S* et le minimum vaut alors \/75

et on en



+00 +oo
5°) b) < Ry, Ry +1>= [ (at)(1 4 at)e'dt = [ (at + a*t*)e~'dt = aA; + a*Ay = a + 2a*
0 0

Sia:%lalors<Ra,Ra+1>:_71+2i:0etdonC:

pour la valeur de a minimisant ||1 + R,|| , les polynémes R, et R, + 1 sont orthogonaux.

6°) a) Par définition de @, : —1 — @, = —(1 + @,,) est orthogonal & tous vecteur de V,,,
donc (1 + @Q,) est orthogonal & tous vecteur de Vj, et en en particulier & X*

+o00
donec < 14 Q,, X¥ >=0et donc |Vk € [1,n] , [ (1+ Qu(x))z"e "dz =0
0

6°) b) On a aussi :

+o00 +00 n +00 n n
[ 1+ Qu(x))zbede = [ (14> ga')abe ™ de = [ (2% + > o' Fe *dr =K'+ > ¢i(i + k)!
0 0 i=1 0 i=1 k=1

Mas on remarque que : P,(k)=1+q(k+1)+q@i+1)(k+2)+ -+ gk +1)(k+2)...(k+n)
Donc : kP, (k) = k! + quik!(k + 1) + gok!(k + 1)(k +2) + - + gkl (k + 1)k +2) ... (k + n)
Donc : kP, (k) = k! 4+ q1(k + 1)! + g2k (k + 2)! + - - - + gn(k +n)!

+oo
En identifiant on a : [ (1 + Qn(z))z*e "dx = k!P,(k), puis en utilisant le 6°)a) et k! # 0 on en
0

déduit P, (k) = 0. On a donc : |Vk € [1,n] , P.,(k) =0

7°) D’aprés sa définition on voit que P, est un polynome de degré au plus n de coefficient en X™ :
gn X"
De plus le 6°)b) permet de voir que P, admet n racines : 1,2,...,n : on en déduit :
P,(X)=¢X-1)(X-2)...(X —n)

8°) Avec la premiére expression de P, : P,(—=1)=14+0+0+---+0donc P,(—1)=0
Avec Pexpression du 7°) : P,(—1) = ¢,(—1)"(n + 1)!

donc ¢,(—=1)"(n+ 1)! =1 et donc | ¢, = ((T;li;

9°) On remarque que m(n) est la distance du polynéme constant —1 & V;,, donc, par le théoréme de

projection orthogonale : |m(n) = ||1 + @,

10°) a) @, € V,, et par définition de @, comme & la question 6°)a) : ’< 14+ Qn, Q, >= 0‘

10°) b) On a alors :

11+ Qul?
=<1+Q,,1+Q,>
=<14+QnQn>+<1+Q,,1> par10°a)

=0

=<14+q@X+¢@X?+-+Q,X", 1> on utilise le 3°)
=14+q¢+@2!'+---+¢g,n! on utilise la premiére expression de P,
= P,(0) on utilise maintenant I’expression du 7°)
= qo(—1)"n!  on utilise le 8°)

- n
= Gn(=1)"nl = i eton adone [|< 1+ Qu 1+ Qu >l = S

Bilan : |Vn € N* | m(n) = an




Probléme 2

1°) t = exp(—1?) est continue sur [0, +o0o[. G ne pose donc probléme qu’en +oco
On a au voisinage de +o0o, par comparaison exponentielle-puissance : exp(—t?) = O(tig)

. . exp(—t?) S H 2 42\ —
puisque t£+moo = t£+moot exp(—t*) =0

Mais ¢ — t% est intégrable sur [1, +-o0o[ par Riemann, donc par négligeabilité ¢ — exp(—t?) est intégrable
sur [1, 4+o00|
Comme il n’y a pas de probléme sur [0,1], ¢ — exp(—t?) est intégrable sur [0, +oc[ et par absolue

+o00o
convergence |G = [ exp(—t?)dt est convergente.
0
3 3 1
Wo=[dt=13% Wi = [ cos(t)dt = [sin(t)]§ =1
0 0

Bilan : Wozgetwlzl

5 5
3°) Pour n > 2: W, = [cos™(t)dt = [ cos" }(t)cos(t)dt
0

On fait une intégration par parties avec des fonctions dérivables :

W, = [cos”_l(t)sin(t)}og — Oj(n — 1)(—sin(t))cos"2(t)sin(t)dt

[e=]

Et donc : |Vn>2, nW, = (n—1)W,_»

cos™(t)(cos(t) — t)dt

ST,

5 5
4°) @ Pour n € N* ; W,y — W,, = [ cos" L (t)dt — [ cos™(t)dt =
0 0

Mais cos™(t)(cos(t) —t) < 0 sur [0, 5] donc W,y — W, <0 et donc | (W,,) est décroissante.

e Comme (W,,) est décroissante, on a pour n € N :
Wiio < Wy < W, on remarque que W,, > 0

= WWLJ:Q < % < 1 on utilise la relation de 3°) (décalée)

n W,

= — < n+1<1
n+2 Wn
N——"

— 1
n——+oo

. Wi s e
Par encadrements : lim =g =1 et donc, par définition : |W,, 1y ~ W,
n—-+o0o " +o0

50) 9n+1 - en = (TL + 2)Wn+2Wn+1 - (n + 1)Wn+1Wn = Wn+1((n + 2)Wn+2 - (n + 1)Wn) =0 d’aprés
la relation de récurrence du 3°).

Donc | (6,,) est constante et vaut 0y = W W, =

6°) D’aprés le 5°) : (n+ 1)W1 W, = % mais Wy ~ W, et n+ 1~ n donc: nW? ~ % et comme
W, >0ona: W"J;:o‘/%




7°) a) Posons Vz €] — 1, +o0] , a(z) =z —In(l + z)
Alors a est dérivable sur | — 1, +o0[ et Vo €] — 1, 4+00[ , d/(z) =1 — = = &

Itz Itz
T -1 0 400
a'(z) — +
On a donc le tableau de variation suivant : +00 +00
a(z) N e
0

D’aprés le tableau de variation on a : |Vz €] — 1,400[, a(z) >0< In(l+2) <z

7°) b) i) Soit ¢ € [0; \/n[ alors x = _TtQ > —1 et on peut appliquer le a)
On obtient : In(1 — %) < —% = nin(l — %) < t? et en composant par exponentielle qui est croissante,
. 2
on obtient : (1 — &)™ < exp(—t?)
On remarque que Pinégalité est aussi vraie pour t = y/n car 0 < exp(—n)

On a donc : |Vn € N* | Vt € [0;4/n], (1 — %)n < exp(—t2)

7°) b) ii) Soit ¢ € [0; 4/n] alors x = % > —1 et on peut appliquer le a)
On obtient : In(1 + %) < % = nin(1 + %) < t? et en composant par exponentielle qui est croissante,
on obtient : (14 )™ < exp(t?)
En prenant U'inverse qui est décroissante sur |0; +oo[, on obtient exp(—t?) < (1 + %)_"

On a donc : |Vn € N* | Vt € [0;y/n] , exp(—t?) < (1+ L)

7°) ¢) i) La fonction sous 'intégrale de v, est continue sur [0, 4+o00] et ne pose probléme que en +oc.

2\ _
(1+ %) " ol tg% >0
+00
Comme n € N* alors 2n > 1 et donc [ t%ndt est convergente.
1
“+o0o
Par la régle de Péquivalent on a donc [ (1 + %)*”dt qui est convergente, et comme il n’y a pas de
1

probléme sur [0; 1] alors ’vn est Convergente.‘

7°) ¢) ii) En intégrant la relation du 7°) b) i) entre 0 et y/n on obtient directement :

VneN, u, <1,

En intégrant la relation du 7°) b) ii) entre 0 et /n on obtient directement :

vn ,
VneN | I, < [(1+2)™nadt
0

+oo
7°) c)iii) [ (1+ %)_”dt > 0 comme intégrale d’une fonction positive.
N

v 2 oo 2
Donc [(1+L%)™"dt < [ (1+L)™"dt =wv,
0 0

On en déduit que : ’Vn eN*, u,<I,<uw,




Vi

8) a) u, = [(1— L)t
0
On effectue le changement de variable t = \/nsin(x) < x = arcsin(\/iﬁ), alors dt = v/ncos(x)dx

INE]

Alors : u, = [(1 — sin®(x))"/ncos(z)dx = \/ﬁjcos%ﬂ(as)da:
0 0

On a donc |u,, = /nWa,i1

+o0
8)b) v, = [ (1+L)"dt
0
On effectue le changement de variable C' bijectif : ¢ = /ntan(z) & x = arctan(\/Lﬁ), alors dt =

Vvn(1 + tan®(z))dx

s
2

Alors : v, = [(1+ tan®)""/n(1 + tan?(z))dx

0
En utilisant la relation rappeler dans ’énoncé, on obtient :

3
vy = /1 [ cos® 2 (z)dx = Wap_s
0

On a donc ‘Vn >1n, v, = \/ﬁWQH_Q‘

8°) ¢) D’apreés 2°) ¢) iii) @ u, < I, < v,

On y reporte les résultats du 8°) b) et du 8°) ¢) , on obtient :
ViWan 1 < I, < /nWay,_o

Mais /nWay_g ~ /1 /mw \/gz%?
et /nWa,_o ~ /0 /mw\/gzx/g

et donc par encadrement lim I, = \/TE
n——+0oo

+o0 9
Comme G = lim I, alors |G = [ e Pdt = X%
0

n—-+o0o




