PSI* 2025-2026, Mathématiques DS n°3 TYPE 2 : Correction

Probléme 1 : d’aprés Centrale TSI 2023 : mathématiques 1

Q1) Si f appartient & F alors, par définition, f est intégrable sur |0, +oo[, donc

+o0o
par absolue convergence : | [ f(t)eP'dt est convergente.
0

Q2) D’aprés Q1) : L est bien définie. Il reste & montrer la linéarité.
Soit (f,g) € E* et A € R.
On pose F = L(f), G=L(g) et H=L(f+ \g)

Pour commencer f 4+ Ag € F car E est un sous-espace vectoriel.
+00 “+o0o

Par définition : Vp >0, H(p) = [ (f+Ag)(t)e Pdt = [ (f(t)+Ng(t))e Pidt = f f(t)dt+ A f gt
0 0

Car toutes les intégrales sont convergentes. On a donc : H(p) = F(p) + \G(p) = (F + AG)(p )
Comme ce résultat est valable pour tout p > 0, on a: H = F + AG et donc L(f + A\g) = L(f) + AL(g)

Bilan : ’[, est bien une application linéaire.

Q3) fn est continue sur [0, +o0], il reste & montrer que pour tout p > 0 :
“+oo “+o0o
[ 1fa®)] e P'dt = [ t"e Pdt est convergente.
0 0

Comme t +— t”e‘pt est continue sur [0, 400| alors I'intégrale ne pose probléme que en +oc.

Mais t:eTit = tre2! e 0 donc t"e P = |f,(t)| e " = o(e2t) au voisinage de +00

Par négligeabilité, comme t — e 2! est intégrable sur [0, +0o[, on a : t — |f,(t)| e P est intégrable sur
+oo

[0, +oo[ done [ |f(t)| e Pidt est convergente et donc
0

“+oo
Q4) e Soit p>0et n € N*. F,(p) = [ tre?
n=0

Comme tliin i Il e P! = 0, on peut faire une intégration par parties et on a :
— 400
e n,—pt _ [t"t1  _pt1+oo o tntl o pt
Fn<p) f()t € [n+1e ]0 + o nr1Pe dt
n=
et donc F,(p) = 17 For1(p) ou encore F i (p) = "5 F,(p)
+oo gt 1
¢ Folp) = [ et = - =

0

e Avec les deux calculs précédent on va pouvoir démontrer par récurrence sur n € N que :
|

Initialisation : Aurangn=0: F,(p) = an < Fy(p) = % ce que 'on vient de montrer.

Hérédité : Si on suppose la propriété vraie au rang n.
Alors par le calcul précédent :

Foii(p) = "Tlen(p) = ”Tflpf—il = (Zztrlz)' qui est bien la formule au rang n + 1
Conclusion : on a montrer par récurrence que : |Vn € N, Vp >0, F,(p) = pﬁl




Q5) ® gap et hyyp sont bien continues sur [0, +oo.
De plus |gap(t)] < e ™ <1 et donc Vp >0, 0 < |gap(t)|e P < e Pt
D’aprés le cours ¢t — e P est intégrable sur [0, +oc[, donc, par comparaison : ¢ — |gqp(t)] e est
+o0o
intégrable sur [0, 400 et donc [ |gas(t)| e P'dt est convergente.

0
On en déduit que : g, €

On démontre de méme que h,, € E

On adonc: |g,p € Eet hyp € E

e Pour calculer les transformées de Laplace de ces fonctions on va passer par les complexes.
Son sait que : gop + ihgp est intégrable sur [0, 4+00[. On a alors :

Gap(p) + i1Hap(p)
+o0

= Of (Fan(t) + igas(t))ePdt

+o0 )
— f 6—atezbt€—ptdt
0

400 )
f e(—(a-i—p)—i—zb)tdt

o [2(*(G+P)+ib)t ] 400

L —(atp)+ib 10

. —(a ib)t .
— t£+moo ei((ai;;:zb) (aﬂ;iib on utilise a +p > 0
o a+p+ib
=0+ G

O & donc - Gap : ]0,400] —> R H.p : 0,400 — R

n a donc : atp et b
p 7 @ p 7 )R

Q6) a) Si f est continue et bornée sur R alors 3M >0, Vt >0, |f(t)| <M

Donc Vp >0, 0 < |f(t)|e P < Me™
+00 +oo
Comme d’apres le cours [ e P!dt est convergente, alors par comparaison: [ |f(t)] e P'dt est convergente

0 0
et donc f € K

Bilan : ’Si f est continue et bornée sur R alors f € E‘

Q6) b) Considérons 0,400 — R

t — el
+oo +o0
Alors ¢ est continue et sur [0, +oo mais ¢ ¢ E car [ |f(t)|e”'dt = [ 1dt est divergente.
0 0




Q7) Comme f et f’ sont dans E on peut considérer L(f) et L(f’). Pour p >0 on a :

t)e Pidt on peut intégrer par parties car lim f'(t)e P =0
0 t—+o0

= [f(t)e™]g™ — ff —pe ) dt

=0—f(0)+p bf f(t)e Pt

On adonc : |Vp >0, L(f")(p) =pL(f)(p) — £(0)

Q8) Vu les hypothéses ajoutées & f on peut utiliser Q7) pour f et pour f’, ce qui donne pour p > 0 :

L(f")(p) =pL(f)(p) — £(0) D B O 2 B o
L) p) = pL(F) ) — F(0) L(f )(p)—p<p£(f)(p) f(0)> F1(0) = p*L(f)(p) —pf(0) = f'(0)

On adonc: |Vp >0, L(f")(p)=p?L(f)(p) — f(0)p— f(0)

Q9) Comme f € E alors f est continue sur R et donc s +— f(s)e™® est continue sur RT.
Alors g est une primitive d’une fonction continue donc :

g est dérivable sur RT et Vt € RT | ¢/(t) = f(t)e?

QL0) fe E= L(f f f(t)e~tdt est convergente.
On a donc lim ¢(¢) qui ex1ste et lim g(t) = L(f)(1)
t—-+o0 t—-+o0

= | g est bornée sur R

g est continue sur R
Onas lim gt) eR
t—>+oog

Q11) e D’aprés Q6)a) g € E on a donc |existence de L(g)(p)

e Comme ¢ est bornée on a : hin g(t )
t——+o00

= 0 et on peut donc faire I'intégration par partie suivante :
+0o0
= f g(t)e Pidt

= [g(t) ]3> - f g'( '(t) = f(t)e™"

=0-9(0) + f f(t)e e P'dt on remarque que g(0) =0
0

+

[ ft)e —(p+1t gy
0

L(Np+1)

On a bien : |Vp >0, L(g)(p) = ;L(f)(p+1)

1
P
1p
p

u +— —In(u) est continue sur ]0, 1] a valeurs dans R*

Q12) e

continues, ¢ est continue sur ]0, 1]

. i R+ donc, par composition de fonctions
g est continue sur



e Il reste & montrer la continuité de ¢ en u =0

71}@ f(t)e tdt et comme J;foof(t)e_tdt est convergente et que In(u) — +00
alors hm o(u f ft)e tdt = ¢(0)
e Conclusion : | ¢ est continue sur [0, 1]
Q13) Dans L(g f g(t)e Pdt qui est convergente car g bornée, on effectue le changement de

variable C'! bijectif (Car p > 0):u=e
Onadu=—e'dt=dt == t=—In(u),sit=0alorsu=1, tlir+n et=0,e? = (et =up
—400
400 0 1
Donc [ g(t)e ?'dt = [ g(—in(uw))ur(=2) = [ g(—In(w))uP~'du
0 1 0

+o00 1
On a donc bien : |Vp >0, [ g(t)e™?dt = [ g(—In(u))u’ ' du
0 0

Q14) e Soit n € N.
1

En posant p =n+1 > 0 dans la question Q13) on a: L(g)(n+1) = [g(— Judu
0

En utiisant Q11) on a : L(g)(n+1) = —5L(f)(n+2) = Oflg(—ln(u))u"du

1
Mais, comme £(f) =0 alors £(f)(n+2) =0 et donc |Vn € N, [ g(—In(u))u"du=0
0

o Soit P =3 a, X" € R[X].

k=0

Alors : ng(—ln(u))P(u)du = Oflg(—ln(u)) kizoakukdu = kéoak g(—In(u))ufdu =0

0
[

J/

-~

=0

1
En utilisant la linéarité de I'intégrale, on a montrer que : |VP € R[X], [ g(—In(u))P(u)du =
0

0

Q15) D’aprés le résultat admis, comme ¢ est une fonction continue sur le segment [0, 1], & valeurs dans

R, alors il existe une suite (F,),, de fonctions polynomiales telle que lim < sup |p(t) — Pn(t)|) =0

n—=+00 \ ¢e[0,1]

Posons : M,, = sup |p(t) — Py(t)| (qui est bien définit comme le sup d’une fonction continue sur un

te€(0,1]
segment).

Onaalors: lim M, =0

n—-+00



On a :

Oflp() dt—fgo zdt'

(Pa(t) — (1)) p(t)dt

o

on utilise I'inégalité de la moyenne

IN

|P.(t) — p(t)] |o(t)] dt on utilise la définition de M,

IN

o Lo,

M, |(t)| dt

Mn/lw )| dt
0

constante

IN

1
Et comme lim M, = 0, alors, par comparaison : | lim (an( Yo (t)dt — fgo 2dt> 0
0

n—+00 n—-+oo

1
Q16) On sait, d’aprés Q14) que an(t)go(t)dt =0.

La question Q15) donne alors lim fgo t)2dt = 0 et donc fgo =0

—)OOO

Mais t — ¢(t)? est une fonction continue et positive sur [0, 1], donc, d’aprés le théoréme de I'intégrale
nulle : Vt € [0,1] , ¢(¢)*=0
=Vte[0,1], p(t)=0
=Vt €]0,1] , ¢(t) = 0 on utilise la définition de ¢
=Vt €]0,1] , g(—In(t)) = 0 en posant u = —In(t)

= Yu € [0,+00[, g(u) =0 en dérivant

= Yu € 0,400, ¢'(u) = 0 utilisation du calcul de ¢’ trouvé en Q9)
= Yu € [0,400], f(u)e ™™ =0 et comme e £ 0

= Vu € [0,400[, f(u)=0= f =0 On a donc bien :

Q17) De Q9) a Q16) on a démontrer que : L(f) =0= f =0
Comme la réciproque est évidente, on en déduit : ker(L) = {Og} et donc, comme L est linéaire, que :
’E est injective. ‘

Q18) Ona: Yt e RT | ¢"(t) + 2y (t) +2y(t) =t + 1
On applique £ qui est linéaire : L(y") + 2L(v) + L(y) =L(t—t)+ L(t— 1) = F + Fy avec les
notations de Q3)

On en déduit, en utilisant Q4) : Vp > 0, L(y")(p) + 2L )(p) +2L(y)(p) = & +

p

D=

On utilise maintenant Q7) et Q8) (possible puisque 'on suppose que y vérifie les bonnes hypothéses) :
Vp >0, (p°L(y) —py(0) =y (0)) +2(pL(y)(p) — f(0)) +2L(y)(p) = z +;

Mais y(0) = 0 et ¥/(0) =1 donc: ¥p >0, (P> +2p+2)L(y)(p) — 1= & +

p

T =

On en déduit : |Vp >0, (p* +2p+ 2)L(y)(p) = 1+z;‘p2




Q19) Par équivalences :

1+p+p?
vp>0, p2(p2+2p+2)
l+p+p _
©Vp>0, 2((p+1)2 +1) Tp (p+1) +1

& Vp>0, 1 +p+p*=al(p+1)*+1) + bp? par identification

B M|®

- (p+1)2+1
+

)

1= 2a
S<1=2a (degré 0, puis 1, puis 2)
l=a+0
Sa=0b= %
. I+p+p? 11 1 1
On a donc : |Vp > 0, ]m 22 T 2y
(Q20) On remarque avec Q4) et Q5) que : 1% = Fi(p) et W = Hy1(p)

1

Comme avec Q18) et Q19) on a : L(f)(p) = b2t L+ %m

1
P2(p°+2p+2) ~ 2p

on en déduit que : L(f)(p) = 3Fi(p) + 3H1.1(p)

= L(f)(p) = 5L(f1)(p) + 3L(h1.1) (D)

Par linéarité de £ : L(f) = £(%f1 + %hm)

Par injectivité de £ : f = 3 f1 + shia

On en déduit que : |I'unique solution de (PC') est la fonction : ¢ — %(t + te_t)

Probléme 2 : début de Centrale TSI 2025 mathématiques 2

0

Q1) Si on pose E; =

—_

avec le 1 en j-iéme position alors AE; = C;

0
De plus, par définition : Im(A) = Vect(Cy,...,C,) donc (C4,...,C,) est bien génératrice de Im(A)

Q2) Comme la deuxiéme et la troisiéme colonne de A sont les mémes alors :

1 1 1
Im(A)=Vect(10],[1],(1])
1 0 1

Mais le déterminant de cette famille relativement & la base canonique de R? vaut :
1 11 110

0 1 1|=10 1 0/=1+#0 (C3+— C5— Cy puis par blocs),
1 01 1 01
donc on a une base de R? et donc de Im(A)

1\ /1
(o). {1]
1/ \o

) est une base de Im(A) = R?

—_ = =

Remarque : on peut aussi prendre la base canonique de R?.



Q3) On vient de voir Im(A) = R? donc rg(A) = 3.
Comme rg(A) = rg(AT) alors rg(AT) =3
Par le théoreme du rang : dim(R3?) = rg(AT) + dim(ker(A")) et donc dim(ker(AT)) =0
On a alors : ker(AT) = {Ogs}
Comme I'm(A) = R? alors (Im(A))*+ = {Ops}

Finalement on a bien : | (Im(A))* = ker(AT)

Q4) XTY est une matrice de taile (1, 1), donc un réel et donc X7Y est égale & sa transposée.
XTY = (XTY)T = YT(XT)T = yTX

On a bien : | XTY = Y7X|

Q5) Si VY € M,1(R), XTY = 0 alors on peut choisir Y = X et on a :
XTX =0 (X|X)=0& X = Opn

Si pour tout Y € M, ;(R) , XTY =0 alors X est nul.

Q6) A e M, ,(R) et Z € M,,(R) implique : AZ € M, 1(R)
On peut alors appliquer Q4) avec Y = AZ et on a :
XTY = YTX = XT(AZ) = (AZ)'X = | XTAZ = ZTATX |

Q7) @ ATX =0= (ATX)T =0= XTA=0=VZ € M,;(R), XTAZ =0

eVZ € M, (R), XTAZ =0
V7 € Myy(R) , (XTAZ)T = 0
=VZ e M, (R), ZTATX =0

= ATX = 0 (avec la question Q5)

o Bilan : [ATX =0 VZ € M,1(R), XTAZ =0

Q8) Ona: X € ker(AT) & ATX =0 on utilise Q7)
& VZe M, (R), XTAZ =0
& VZ e M,1(R), (X|AZ) =0 mais AZ décrit Im(A)
o X e (Im(A)*

Finalement on a bien : | (Im(A))*+ = ker(AT)

Q9) Avec le résultat de Q8) : ker(AT) N Im(A) = (Im(A))*r NIm(A) = {0} car FNF*+ = {0} pour
tout sous espace vectoriel F'.

On en déduit ker(AT) + Im(A) = ker(AT) @ Im(A)
Mais par le théoréme du rang : dim(ker(AT)) + rg(AT) = dim(M,1(R))
Or dim(Im(A)) = rg(A) = rg(AT) donc dim(ker(AT)) + dim(Im(A)) = dim(M,
On en déduit : dim(ker(AT) @ Im(A)) = dim(ker(AT)) + dim(Im(A)) =
ker(AT) & Im(A) = R"

n1(R))
m( »1(R)) et donc

‘ker(AT) et Im(A) sont supplémentaires dans M, ;(R) ‘




Q10) En appliquant Q9) a AT au lieu de A, comme (A”)T) = A on obtient :

ker(A) et Im(A”) sont supplémentaires dans M, ;(R)

Q11) e Soit X € M, 1(R)
Avec la décomposition de Q9) on a : (X', Z) € ker(AT) x Im(A) tel que : X = X'+ Z
Comme Z € Im(A) alors on peut écrire Z = AZ’
On écrit Z' avec la décomposition de Q10), ¢’est-a-dire sous la forme :
Z'=Y + X" avec Y € ker(A) et X" € Im(AT)

X' € ker(AT)
Alors 7 = AZ' = AY +AX" =AX" etilreste X = X'+ 7 = X'+ AX" avec
\:T)/ {X” € Im(AT)

On a donc : |Vz € M, ;(R) , I(X', X") € ker(AT) x Im(AT) , X = X' + AX"
e Montrons alors 'unicité du couple (X', X”) :

Soit (X', X") € ker(AT) x Im(AT) et (Y',Y") € ker(AT) x Im(AT) , X = X'+ AX" =Y’ + AY"

Alors X' —Y' = A(Y" — X"

—_— —-—

€ker(AT) eIm(A)
Mais ker(AT) N Im(A) = {0} (preuve en Q9) alors X' — Y’ = A(Y” — X") = 0 donc X' = Y’ et
Y" = X" € ker(A)
On a alors : Y — X" € ker(A) N Im(AT), comme ker(A) N Im(AT) = {0} alors Y — X” = 0 et donc
X// — Y//
On a bien montrer 'unicité de la décomposition et on a :

Vo € M1 (R) , (X', X") € ker(AT) x Im(AT) | X = X' + AX"

Q12) Soit X,Y € M;(R) et A € R. On écrit, comme en Q11) : X = X'+ AX" et Y =Y’ + AY”
Alors X + \Y = X'+ A\ Y +A (X" + \Y")
—_—— \ ,
€ker(AT) €Im(AT)
Comme la décomposition est unique : u(X +AY) = X" + AY” = w(X) + Au(Y)
u est bien linéaire. Comme u va de M, ;(R) dans M, ;(R) alors : |u est un endomorphisme de M, ;(R)

Q13) e Par construction X — AX” = X' € ker(AT).
En utilisant la question Q8) on a : ker(AT) = (Im(A))* donc X — AX" € (Im(A))*
De maniére directe AX"” € Im(A)
_AX" 1
On a donc X —AX" € (Im(A))
AX" € Im(A)
X —Y e (Im(A))*

Mais par définition le projeté orthogonal de X sur Im(A) est I'unique vecteur Y vérifiant :
Y € Im(A)

donc, on a : | AX" est le projeté orthogonal de X sur Im(A)

e Mais, par définition de B : X” = BX donc AX” = ABX qui est le projeté orthogonale de X sur
Im(A)

On en conclut que : | AB est la matrice de la projection orthogonale sur Im(A).




Q14) On sait avec Q10) et Q8) que : M, (R) = ker(A) &+ Im(AT)

Soit X; € ker(A).
Alors BAX; = B(AX;) =0 car X; € ker(A) = AX; =0 et donc BAX; =0
=0
Soit Xy € [m(AT)
Alorsona: AXo= 0 +4+A X,
~ —~—

€ker(AT) €Im(AT)
Comme la décomposition de Q11) est unique alors BAX,; = X5

En regroupant les deux points précédents.
Si X € M, 1(R), on écrit, grace a la somme directe M, ;(R) = ker(A) &+ Im(AT) :
X =X, + Xy avec X € ker(A) = (Im(AT))L (par Q8)) et X, € Im(AT)
X, est donc le projeté orthogonal de X sur Im(AT)
Les calculs précédent permette de montrer que :
BAX = BA(X; + X3) = BAX; + BAX,; =0+ X5 = X5

Ceci permet d’affirmer que : | BA est la matrice de la projection orthogonale sur I'm(AT)

Q15) Clairement |rg(A) =rg(AT) =n—1

Q16) D’apreés Q8) : ker(AT) = (Im(A))*
Comme Im(A) = Vect(ea, ..., e,) et que la base (ey,...,e,) est orthonormée, alors :
(Im(A))* = Vect(ey)

On a donc : |ker(AT) = (Im(A))* = Vect(ey)

x
QL7) Soit X = | :
Tn
Ho)
2I3 f
Si on pose X" = : alors AX" = ,2
(n —Ol)a:n ﬂfn
Iy
0
On remarque alors que : X = | . | + AX”
0
T
0
Comme | . | € ker(A) alors on a la décomposition (unique) de Q13).
0

Par unicité de la décomposition, ’application u est bien celle donnée dans I’énoncé.



01 0 .. .. 0
0. 2
Q18) Avec la question Q17) : |B = . e
o
. n—1
0 o o 0 0
10 00
0. 0
Q19) Avec les expressions de A et B on calcule ; BA = .
0 Lo
qui est bien la matrice de la projection orthogonale sur Vect(ey, ..., e, 1) = Im(AT)

k
Q20) (x1,...,x) € ker(A) = > z;fi=0=Vie [L,k] , x; =0 car (f1,..., fi) est libre
=1

)

= (x1,...,25) =0

L’autre implication étant écident, on a donc : |ker(A) = {0}

Q21) X € ker(ATA)
= ATAX = 0= XTATAX = 0 = (AX)TAX =0 = [|[AX]|=0= X =0

On a donc : | X € ker(ATA) = ||AX||=0= X =0

Q22) Avec Q21), on a : ker(ATA) = {0}, donc AT A est injective, comme AT A est carré, alors

| AT A est inversible.

Q23) Par définiton I'm(A) est espace engendrée par ses colonnes, donc Im(A) = Vect(fi,..., fr)
et donc | Im(A) = F

Q24) @ On a pp(X) € Im(pr) donc Prp(X) € F = Im(A) et donc 3Y € M,1(R) , AY = pr(X)

e Mais, puisque M, 1(R) = Im(A) &+ ker(AT), et que pr est la projection orthogonale sur Im(A)
(donc parallélement a ker(AT)), alors :
X — pr(X) € ker(AT) et donc AT(X — AY) = AT(X —pp(X)) =0
X — AY € ker(AT)

On a donc : (VX € M, (R) , Y €€ M;:(R) , {

Q25) Soit X € M, 1(R) que 'on écrit sous la forme X = AY + (X — AY) avec Y € M, 1(R) comme
en Q24).
Alors A(ATA)TATX
— A(ATA)TAT(AY + (X — AY))
= A(ATA)TTATAY + A(ATA) T AT(X — AY) car X — AY € ker(AT)
I =0

=AY + 0= AY = pp(X)

On en déduit que : | A(AT A)"1 AT est la matrice de pp relativement a la base canonique de M, ;(R)
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