
PSI*

Exercices posés aux oraux 2025

aux élèves de PSI* de La-Fayette

ccINP

Planche 1. ccINP (Mélissande E.)

Exercice 1 (déjà tombé en 2024)

Soit n ∈ N∗. Soit A ∈ Mn(C) et B =

(
0n A
In 0n

)
1) Montrer que A est inversible ⇔ 0 /∈ sp(A)

2) Calculer le rang de B en fonction de n et du rang de A.

3) Exprimer le polynôme caractéristique de B en fonction de celui de A.

4) Montrer que : x2 ∈ sp(A) ⇔ x ∈ sp(B)

5) Montre que si A est inversible avec n valeurs propres distinctes, alors B est diagonalisable.

Exercice 2

1. Donner la dé�nition d'une norme.

Soit E = R2. On pose ∀(x, y) ∈ R2 , N(x, y) = sup
t∈[0,1]

|xt+ y|

2. Montrer que N est une norme.

3) Dessiner la boule unité associé à N.

4) Trouver α > 0 le plus grand possible et β > 0 le plus petit possible tels que :

∀X ∈ R2 , αN(X) ≤ ||X||∞ ≤ βN(X)
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Planche 2. ccINP (Jeanne P.)

Exercice 1

Pour n ∈ N∗ et x > 0 on pose fn(x) =
1

sh(nx)

1) Pour quelles valeurs de x > 0, la suite (fn(x))n∈N∗ converge-t-elle ?

On pose f(x) =
+∞∑
n=1

fn(x)

2) Déterminer le domaine de définition et le domaine de continuité de f

3) Déterminer les variations de f .

4) Montrer que : 0 ≤ fn(x) ≤ 2exp(−nx)

5) Montrer que : f(x) ∼
x→+∞

1
sh(x)

Exercice 2

Soit u en endomorphisme d'un R espace vectoriel E de dimension �nie.
Soit P un polynôme annulateur de u.

1) a) Rappeler la dé�nition de polynôme annulateur.

1) b) Est-ce que u admet un polynôme annulateur ?

1) c) Rappeler la dé�nition de racine simple d'un polynôme.

1) d) Si on écrit P =
n∑

k=0

akX
k

Déterminer une condition nécessaire et su�sante sur les coe�cients de P pour que 0 soit racine
simple de P .

On suppose de plus que 0 est valeur propre simple de u.

2) a) Est-ce-que 0 est racine de P ?

2) b) Est-ce-que 0 est racine simple de P ?

3) Montrer que ker(u) = ker(u2)
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Dé�nition : on dit que f ∈ L(E) est nilpotent si et seulement si ∃k ∈ N∗ , fk = 0L(E)

4) a) Si f est nilpotent quelles sont les valeurs propres possibles de f ?

4) b) Si f est nilpotent est-ce-que 0 est valeur propre simple de f ?

5) Si dim(E) ≥ 2. Est-ce que u peut-être nilpotent ?

Planche 3. ccINP (Mattéo B.)

Exercice 1
Soit n un entier non nuls et u un endomorphisme de E = Cn.

1) Montrer que : u diagonalisable ⇒ u2 diagonalisable

2) Trouver un exemple où la réciproque est fausse.

3) Soit λ un complexe non nul. Montrer queKer(u2−λ2IdE) = Ker(u−λIdE)⊕Ker(u+λIdE)

4) Montrer que :

{
u bijectif

u2 diagonalisable
⇒ u diagonalisable

Exercice 2

On considère une urne contenant des boules vertes et des boules rouges.
On e�ectue des tirages indépendants, avec remise. La probabilité de tirer une boule verte étant de
p ∈]0, 1[.

1) Déterminer la loi de probabilité et l'espérance de X la variable aléatoire donnant le rang du
premier tirage d'une boule verte.

2) Déterminer la loi de probabilité et l'espérance de Y la variable aléatoire donnant le rang du
tirage de la deuxième boule verte.
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Planche 4. ccINP (Jean X.)

Exercice 1

Soit E l'espace des fonctions à valeurs réelles continues sur [0, 1].

On pose :
φ : E −→ E

f 7−→ F
avec ∀x ∈ [0, 1] , F (x) =

 1
x

x∫
0

f(t)dt si x ∈]0, 1]

f(0) si x = 0

1) Montrer que φ est un endomorphisme.

2) Montrer que 0 n'est pas valeurs propres de φ.

3) Montrer que 1 est valeur propre de φ.

4) Donner les autres valeurs propres et déterminer les sous espaces propres associés.

Exercice 2
Soit f une fonction dérivable de R∗

+ dans R véri�ant : ∀x ∈ R∗
+ , f ′(x) = f( 3

16x
)

1) Montrer que f véri�e une équation di�érentielle linéaire d'ordre 2 que l'on notera (E).

2) Trouver une solution de (E) de la forme : x 7→ xα

3) Trouver les fonctions f répondant au problème.

Planche 5. ccINP (Mathis M.)

Exercice 1

Soit E = {f ∈ C1([0, 1],R) , f(0) = 0}

1) Montrer que f 7→ ||f ||∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)| et f 7→ ||f ′||∞ = sup
x∈[0,1]

|f ′(x)| sont bien dé�nies.

2) Montrer que : N : f 7→ ||f ||∞ + ||f ′||∞ est une norme.

3) Montrer que : ∀f ∈ E , f(x) = e−x
x∫
0

et(f(t) + f ′(t))dt

4) On pose ∀f ∈ E , N ′(f) = sup
t∈[0,1]

|et(f(t) + f ′(t))|

Montrer que N ′ est une norme sur E.

5) Montrer que N et N ′ sont équivalentes.
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Exercice 2

1) Montrer que : A =
1∫
0

ln(t)
1+t

dt est convergente.

2) Exprimer A sous forme de somme et calculer A.

On admettra que :
+∞∑
n=1

1
n2 = π2
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Planche 6. ccINP (Laureana P.)

Exercice 1
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramètres
respectifs λ > 0 et µ > 0. On pose Z = X + Y

1) Montrer que Z suit une loi de Poisson.

2) Maintenant X et Y suivent une même loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[ et sont
indépendantes.
Déterminer la loi de Z = X + Y .

Exercice 2

Soit E un K espace vectoriel de dimension �nie, u ∈ L(E) et H un hyperplan de E.

1) Montrer que si H est stable par u alors ∃λ ∈ K , Im(u− λIdE) ⊂ H

2) ???

Planche 7. ccINP (Akram M.)

Exercice 1

On dit qu'une matrice de Mn(R) est à diagonale propre si ses valeurs propres sont ses éléments
diagonaux (avec leur ordre de multiplicité).
On note En l'ensemble des matrices à diagonale propre de Mn(R).

1) Donner des exemples de matrices à diagonales propres.

2) La matrice M =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 est-elle à diagonale propre ?
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3) Soit A une matrice antisymétrique à diagonale propre.
a) Que dire des coe�cients diagonaux de A ?
b) Montrer qu'il existe un entier naturel p ≥ 2 tel que Ap = 0
c) Calculer (ATA)p.
En remarquant que ATA est symétrique, montrer que ATA = 0 puis que A = 0.

4) Donner la dimension de An(R) l'ensemble des matrices antisymétriques de Mn(R).

5) a) Soit F un sous-espace vectoriel de En. Montrer que : dim(F ) ≤ n(n+1)
2

5) b) Quelle est la dimension maximale de F ?

Exercice 2

Soit f la fonction dé�nie par f(t) =
+∞∑
n=0

tn
2

1) Déterminer l'ensemble de dé�nition de f .

2) Montrer que f est continue sur son ensemble de dé�nition.

3) Donner un équivalent de f en 1−.

On donne
+∞∫
0

e−u2
du =

√
π
2
.

Planche 8. ccINP (Nino D.)

Exercice 1

Soit E = R. On considère le produit scalaire sur E donné par :

∀(P,Q) ∈ E2 on écrit P =
n∑

k=0

akX
k et Q =

n∑
k=0

bkX
k avec n ≥ deg(P ) et n ≥ deg(Q) et certains

coe�cients qui peuvent être nul.

On pose alors : < P,Q >=
n∑

k=0

akbk

On dé�nit f sur E par : ∀P ∈ E , f(P ) = a0

On dé�nit g sur E par : ∀P ∈ E , g(P ) =
n∑

k=0

ak

0) Montrer que <,> dé�nit un produit scalaire sur E.

1) Montrer que f est continue.

2) Trouver une suite (Pk)k∈N ∈ EN telle que : lim
k→+∞

|g(Pk)|
||Pk||

= +∞
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3) Est-ce que g est continue sur E ?

4) Est-ce que la restriction de g à Rn[X] est une fonction continue de Rn[X] dans R ?

5) On pose H = ker(g). Montrer que H⊥ = {0E}

6) Comparer H et (H⊥)⊥

Exercice 2

On pose fn(x) =
e−x

1+n2x2 et un =
1∫
0

fn(x)dx

1) Etudier la convergence simple de la suite (fn) sur [0, 1].

2) Y-a-t-il convergence uniforme de (fn) sur [a, 1] avec a ∈]0, 1[ ?

3) Y-a-t-il convergence uniforme sur [0, 1] ?

4) Trouver la limite de la suite (un) en +∞.

Planche 9. ccINP (Swann L.)

Exercice 1

Soit E = R3 et u ∈ L(E).
On note B la base canonique de E. On note A la matrice de u relativement à B.
On note u∗ l'endomorphisme admettant AT comme matrice relativement à B.

1) Montrer que : ∀(x, y) ∈ E2 , < u(x), y >=< x, u∗(y) >

2) Montrer que si un sous-espace vectoriel F est stable par u, F⊥ est stable par u∗.

3) Soit A =

1 −3 3
0 1 0
0 2 2


3) a) A et AT sont-elle diagonalisable ?

3) b) Trouver les sous-espaces vectoriel stable par u.

7



Exercice 2

Pour tout n ∈ N\{0, 1} on pose : un = (−1)n√
n
, vn = sin( (−1)n√

n
) et wn = ln(1 + (−1)n√

n
)

1) Rappeler le critère spécial pour les séries alternées.

2) Montrer que : un ∼ vn ∼ wn

3) Etudier
∑

un,
∑

vn et
∑

wn

Planche 10. ccINP (Ryann D.)

Exercice 1
Un centre d'appel téléphonique reçoit des appels pour deux produits A et B.
Les appels successifs sont supposés indépendants.
Lors d'un appel, la probabilité de recevoir un appel pour le produit A est de 20% et celle de recevoir
un appel pour le produit B de 80%.

On note XA la variable aléatoire qui correspondant au rang du premier appel pour le produit
A et XB le rang du premier appel pour le produit B.

On note L la longueur de la première série d'appels successifs du premier produit.

Exemple : AAABBAA donne XA = 1, XB = 4 et L = 3.

1) a) Donner la loi de probabilité de XA.

1) b) Justi�er que XA admet une espérance et une variance �nie. Les dé�nir et les calculer.

1) c) De même pour XB.

2) a) Exprimer (L = n) en fonction de (XA = n+ 1) et de (XB = n+ 1)

2) b) Déterminer une expression de P (L = n)

2) c) Montrer que : P (L = n) = 0.8P (XA = n) + 0.2P (XB = n)

3) En déduire que L admet une espérance �nie et la calculer.

4) a) XA et XB sont-elles indépendantes ?

4) b) L et XA sont-elles indépendantes ?

Exercice 2 Pas de retour ...
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Planche 11. ccINP (Nicolas P.)

Exercice 1

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre λ > 0.

1) Démontrer que pour tout entier naturel n ∈ N : P (X ≤ n) = 1
n!

+∞∫
λ

e−xxndx

2) En déduire une équivalent simple quand n tend vers +∞ de : un =
+∞∫
λ

e−xxndx

Soit GX la fonction génératrice de X.

3) Calculer GX(1) et GX(−1).

4) En déduire la probabilité que X prenne une valeur paire.

Soit Y une variable aléatoire indépendante de X suivant une loi uniforme sur {1, 2}.

5) Calculer la probabilité que XY prenne une valeur paire.

Exercice 2

Soit E un R espace vectoriel.

1) Rappeler la dé�nition d'un produit scalaire et du produit scalaire canonique de M2(R).

Par la suite E = M2(R) et le produit scalaire utilisé, noté<,>, est le produit scalaire canonique.

On pose F = {
(
a− c c
b b+ c

)
(a, b, c) ∈ R3}

2) Donner une base de F .

3) Donner la dimension de F⊥ et donner une base de F⊥.

Soit P =

(
0 −1
−1 1

)
.

4) Déterminer la distance de P à F ?
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Planche 12. ccINP (Valentin P.)

Exercice 1

Soit A ∈ Mn(R). On pose :
ϕ : Mn(R) −→ Mn(R)

M 7−→ AM

1) Montrer que ϕ est un endomorphisme.

2) Déterminer, pour k ∈ N : ϕk

3) Exemple : dans ce 3) uniquement, on prend n = 2 et A =

(
1 2
3 4

)
.

On pose E1 =

(
1 0
0 0

)
, E2 =

(
0 1
0 0

)
, E3 =

(
0 0
1 0

)
et E4 =

(
0 0
0 1

)
On pose B = (E1, E2, E3, E4)
3) a) Déterminer la matrice de ϕ relativement à B.

3) b) Calculer det(ϕ) et tr(ϕ)

4) Quel est le lien entre A inversible et ϕ inversible ?

5) Montrer que si A est une matrice de symétrie alors ϕ est une symétrie.

6) Montrer que si rg(A) ≥ 1 alors rg(ϕ) ≥ n

7) Dans ce 7) on suppose que n = 2. Montrer alors que : rg(ϕ) = 2rg(A)

8) Montrer que : sp(ϕ) = sp(A)

9)
a) Montrer que si A est diagonalisable alors : det(ϕ) = det(A)n

b) Peut-on généraliser ce résultat avec A quelconque ?

Exercice 2

On pose, pour n ∈ N , un =
+∞∫
n

e−t2dt

1) Montrer la convergence de In.

2) Déterminer la nature de
∑

In

3) Déterminer la nature de
∑

nIn
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Mines télécom

Planche 13. Mines-Télécom (Audric N.)

Exercice 1
Soient (A,B) ∈ Mn(C) On pose B2 = A
a) Montrer que si B est diagonalisable alors A est diagonalisable.
b) Si A est diagonalisable, B est elle nécessairement diagonalisable ?
c) Et si A est inversible, est-ce que A diagonalisable implique B diagonalisable ?

Exercice 2

a) Montrer que : S : x 7→
+∞∑
n=0

exp(−nx)
1+n2 est continue sur R+ et C1 sur R+\{0}

b) S est-elle dérivable en 0 ?

Planche 14. Mines-Télécom (Nathan I.)

Exercice 1
Soit p ∈ N∗. On considère p positions di�érentes pour un mobile.
A chaque instant k ∈ N, le mobile se trouve à la position Sk ∈ J1; pK.
On admet que Sk est une variable aléatoire.
Entre deux instants, le mobile change forcément de position et ce, de manière équiprobable.

On pose : ∀k ∈ N , Xk =


P (Sk = 1)
P (Sk = 2)

...
P (Sk = p)


1) Trouver A ∈ Mp(R) telle que : ∀k ∈ N , Xk+1 = AXk

2) La matrice A est-elle diagonalisable ?

3) Préciser les valeurs propres de A.

4) Déterminer lim
k→+∞

Xk

11



Exercice 2
Soit A = {(x, y) ∈ R2 , −1 ≤ x ≤ y ≤ 1} et U = {(x, y) ∈ R2 , −1 < x < y < 1}

On pose : ∀(x, y) ∈ A , f(x, y) = (x− y)3 − 6xy

1) a) Montrer que A est un fermé borné de R2.

1) b) Montrer que U est un ouvert de R2.

2) Déterminer les extremums globaux de f sur A.

Planche 15. Mines-Télécom (Yoan C.)

Exercice 1
Soit x ∈ C et n ∈ N∗. On pose la matrice de Mn(C) suivante :

An(x) =


1 + x2 x 0 . . . 0

x 1 + x2 x
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . 1 + x2 x

0 . . . 0 x 1 + x2


Calculer det(An(x))

Exercice 2
Une urne contient 2 boules blanches et une boule rouge.
On e�ectue des tirages avec remise. On suppose que les tirages sont indépendants et équiprobables.
Il y a deux joueurs A et B. Chaque joueur tire une boule à tour de rôle et A commence.
La partie se termine quand deux boules blanches sont tirées d'a�lées pour la première fois.
Le vainqueur est celui qui tire la deuxième boule blanche de la série.

Quelle est la probabilité que A gagne ?

Planche 16. Mines-Télécom (Tom B.)

Exercice 1
On pose : f(x) = ln(1 + x+ x2)

a) Donner le domaine de dé�nition de f .
f est-elle continue ? C1 ? C∞ sur son domaine ?

b) Déterminer le DSE0 de la fonction f
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Exercice 2
Soit (E,<,>) un espace préhilbertien et u ∈ L(E) véri�ant : ∀x ∈ E , < u(x), x >= 0

1) a) Montrer que ∀(x, y) ∈ E2 , < u(x), y >= − < x, u(y) >

1) b) Montrer que : Ker(u) = (Im(u))⊥

2°) Montrer que si B une base orthonormée alors la matrice MB(u) de u relativement à B est
antisymétrique.

Planche 17. Akram M.

Exercice 1

Soit f : x 7→
+∞∫
0

e−xt
√
1+t2

dt

a) Déterminer le domaine de dé�nition D de f .

b) Montrer que f est C∞ sur D.

c) Déterminer la limite en +∞ de f

Exercice 2
SoitX1 etX2 deux variables aléatoires indépendantes suivant une même loi binomiale de paramètre

(n, 1
2
). Soit M la matrice

(
X1 1
0 X2

)
a) En développant de deux manières le polynôme (1 +X)2n montrer que :

n∑
k=0

((
n
k

))2
=

(
2n
n

)
b) Calculer la probabilité de l'événement (X1 = X2)

c) Quelle est la probabilité que M soit diagonalisable ?
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Planche 18. Mines-Télécom (Nino D.)

Exercice 1
Soit β ∈]0, 1[ et x > 0. On pose, pour tout n ∈ N∗ , un(x) =

1
nβ − 1

(n+x)β

1) Donner un équivalent de un(x) lorsque n → +∞

2) Montrer que : S : x 7→
+∞∑
n=1

un(x) est bien dé�nie sur R+∗

3) Montrer que : S : x 7→
+∞∑
n=1

un(x) est de classe C1 sur R+∗

4) Déterminer lim
x→0+

S(x)

4) Déterminer lim
x→+∞

S(x)

Exercice 2

On donne la fonction CX(t) =
2t
3−t

a) Montrer que CX est la fonction génératrice d'une variable aléatoire X dont on donnera la loi.

b) Déterminer l'espérance et la variance de X.

c) Déterminer la loi de Y = X − 1, son espérance et sa variance.

d) ????

Planche 19. Mines-Télécom (Lauréana P.)

Exercice 1

On considère un espace probabilisé (Ω,A , P ).
SoitX une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur {−n,−(n−1), . . . ,−1, 0, 1, 2, . . . , n−1, n}
Soit Y = |X|

1) Déterminer la loi conjointe de (X, Y )

2) Déterminer la loi de Y .

3) Déterminer E(X), E(Y ) et cov(X, Y )

4) X et Y sont-elles indépendantes ?
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Exercice 2

Soit φ une fonction continue sur R+ véri�ant :

φ(u) =
u=0

α + o(1)

φ(u) =
u→+∞

ℓ+ o(1)
avec (α, ℓ) ∈ R2

On considère f : x 7→
+∞∫
0

φ(u)
u2+x2du

1) Montrer que f est dé�nie sur R+∗

2) Simpli�er, pour x > 0 :
1∫
0

1
u2+x2du et

1∫
0

u
u2+x2du

3) Montrer que :

∣∣∣∣+∞∫
1

φ(u)
u2+x2du

∣∣∣∣ ≤ K avec K indépendant de x

4) Montrer que : f(x) = ℓπ
2x

+ o
(
1
x

)
5) Trouver un développement asymptotique en 0 du même genre qu'au) 4.

6) ????

Planche 20. Mines-Télécom (Swann L.)

Exercice 1

????????????

Exercice 2

Pour n ∈ N∗ on pose : Sn =
n∑

k=1

1√
k

1) Déterminer lim
n→+∞

Sn

2) Trouver un équivalent de Sn

3) On pose un = (−1)n

Sn+(−1)n
. Etudier

∑
un
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Planche 21. Mines-Télécom (JeSaisPlusQui)

Exercice 1

1) Trouver les solutions développable en série entière en 0 de :

{
xy′′(x) + 2y′(x)− xy(x) = 0

y(0) = 0

2) Résoudre (E) ⇔ xy′′(x) + 2y′(x)− xy(x) = 0 sur ]0,+∞[

3) Résoudre xy′′(x) + 2y′(x)− xy(x) = 0 sur R

Exercice 2

Que dire de A ∈ Sn(R) véri�ant : A5 + A4 + A3 + A2 + A+ In = 0Mn(R) ?
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Centrale

Centrale : mathématiques 1

Planche 22. Centrale Math 1 Tom B.

On s'intéresse à une série entière de la forme S(t) =
∑
n≥0

ant
n

Q1) On suppose que
∑

an est convergente.
Montrer que : lim

t→1
S(t) =

∑
n≥0

an dans les cas suivants{
i)(an)n∈N est à termes positifs ou nuls

ii)(|an|)n∈N est décroissantes et la série
∑

an est alternée

Q2) Application : Calculer
+∞∑
n=1

1
n(n+1)(n+2)

Q3) Calculer
+∞∑
n=1

(−1)n

n

Q4)

Planche 23. Centrale Math 1 Nino D.

On note K = [0, 1]× [0, 1] et U =]0, 1[×]0, 1[
On cherche à étudier : f : (x, y) 7→ xy

√
(1− x)(1− y)

1) Déterminer le domaine de dé�nition de f , noté Df .
Représenter Df graphiquement.

2) Montrer que f admet un maximum et un minimum globaux sur K.

3) Déterminer les extremums locaux de f .
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Centrale : mathématiques 2

Planche 24. Centrale Math 2 Tom B.

On pourra utiliser numpy, numpy.random

On considère un ascenseur à p étages. Au rez de chaussée, n personnes montent.
Chaque personne descend au hasard et indépendamment des autres à un étage.
On note X la variable aléatoire comptant le nombre d'arrêts de l'ascenseur.

Q1) Écrire un programme de paramètre (n, p) simulant le nombre d'arrêts de l'ascenseur.

On pourra utiliser rd.randint(a,b) renvoyant un entier aléatoire de l'intervalle Ja, bK

Q2) Pour tout i ∈ J1, pK, on note Xi la variable aléatoire représentant si l'ascenseur s'arrête ou
non à l'étage i.
On a donc Xi = 1 si une personne ou plus descend à l'étage i et Xi = 0 si aucune

ne descend.

a) Donner la loi de Xi

b) Donner le lien entre X et les Xi, puis calculer l'espérance de X en fonction de n et p

c) Calculer lim
p→+∞

E(X)

d) Écrire un programme qui, pour 3 ≤ p ≤ 20 e�ectue 1000 tirages et renvoie une approximation
de E(X).
Ceci véri�e-t-il le résultat théorique précédent ?

Q3) Pour deux ensembles �nis de cardinal respectivement a et b éléments, on note Sa,b le
nombre de surjections entre ces deux ensembles.
Sa,b est le nombre de surjections de J1, aK dans J1, bK

Q3) a) Exprimer la loi de X à l'aide de la famille (Sa,b)(a,b)∈N2

Q3) b) Calculer S(a, b) dans le cas b > a
Q3) c) Calculer S(a, 1), S(a, 2) et S(a, a)
Q3) d) Calculer S(a+ 1, a)
Q3) e) On suppose a > 1 et b > 1. Montrer que :

S(n, b) = b
(
S(a− 1, b) + S(a− 1, b− 1)

)
Q3) f) Ecrire une fonction Python, utilisant les résultats précédents, permettant de

calculer S(a, b)
Q3) g) Avec Python, calculer E(X) à l'aide de Q3) a) et Q3) f)

Comparer avec le E(X) théorique.
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Planche 25. Centrale Math 2 Nino D.

Soit A ∈ S++
n (R)

On veut montrer qu'il existe : L matrice triangulaire inférieure telle que : A = LLT

1) a) Dans les cas suivant, calculer LLT : L =

(
2 0
1 1

)
, L =

(
1 0
−1 1

)
et L =


1 0 0 0 0
1 2 0 0 0
1 2 3 4 0
1 2 3 4 5


1) b) En admettant A inversible, quel avantage apporter l'écriture A = LLT pour résoudre un

système de la forme AX = Y ?

2) Soit A = (ai,j) ∈ S++
n (R).

On définit L = (ℓi,j), triangulaire inférieure, par :

ℓ1,1 =
√
a1,1 et ∀i ∈ J2, nK , ℓi,1 =

ai,1
l1,1

ce qui permet de connaître la première colonne

Quand on connaît les j − 1 première colonne de L (avec j ∈ J2, nK), on détermine

la j ième par : ℓj,j =

√
aj,j −

j−1∑
k=1

ℓ2j,k et ∀i ∈ Jj + 1, nK , ℓi,j =
ai,j−

j−1∑
k=1

ℓj,kℓi,k

ℓj,j

2) a) Implémenter L en fonction de A à l'aide d'une fonction Python.

2) b) Tester avec les matrices du 1°).

2) c) Tester avec A telle que les ai,j =


4 si i = j

0 si |i− j| > 1

1 si |i− j| = 1

3) Soit L triangulaire inférieure et inversible, on pose : A = LLT comme précédemment.

3)a) Quel est le lien entre det(A) et det(L) ?

3)b) Montrer que les valeurs propres de A sont positives ou nulles.

3)c) On note u l'endomorphisme associé à A dans (Rn, <,>) euclidien classique, montre
que : < u(x), x >≥ 0

4) Soit A ∈ S++
n (R)

4)a) Montrer que, en posant ∀(X, Y ) ∈ (Rn)2 , (X|Y ) = XTAY alors on définit un

produit scalaire sur Rn.

On note B = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn et B′ = (f1, . . . , fn) la base orthonormée

pour (.|.) obtenue en appliquant l'algorithme de Schmidt à B.
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4)b)) Quelle est la forme de P la matrice de passage de B à B′ ?

4)c) Calculer P TAP

3)d) Montrer qu'il existe L triangulaire inférieure telle que A = LLT

3)i) Démontrer que si on impose que les coefficients diagonaux de L soit positifs

alors L est unique.
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Mines-Ponts

Planche 26. Mines-Ponts (Théo) C.

Exercice 1
Soit p ∈ N∗. On considère p urnes numérotées de 1 à p.
L'urne i contient i boules blanches et p− i boules noires.
On choisit au hasard et de manière équiprobable une urne i et on tire, avec remise et de manière
équiprobable, n boules dans l'urne i.
On note Ai l'événement : "le tirage s'e�ectue dans l'urne i"
On note Nn le nombre de boules blanches obtenues.

1) Déterminer PAi
(Nn = k)

2) Déterminer P (Nn = k)

3) Déterminer E(Nn) sous forme simpli�er.

4) Montrer que : lim
p→+∞

P (Nn = k) =
(
n
k

) 1∫
0

xk(1− x)n−kdx Calculer cette limite.

Exercice 2
Soit (E,<,>) un espace euclidien et u ∈ S(E) non nul.

On pose :
f : E −→ R

x 7−→ ||x||2− < u(x), x >2

1) Montrer que : f n'est pas minorée.

2) Montrer que : f majorée⇔ toutes les valeurs propres de f sont de même signe et non nulle.

3) Déterminer le maximum de f dans le cas ou sp(u) ⊂]0,+∞[

4) Dans cette question on suppose de nouceau que : sp(u) ⊂]0,+∞[, on pose :

λ = inf(sp(u)) et F = ker(u− λIdE)
Montrer que la restriction de f à F⊥ est majorée et déterminer son maximum.
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Planche 27. Mines-Ponts (Mattéo B.)

Exercice 1

Soit φ tel que pour tout M ∈ Mn(R) , φ(M) = U−1MU avec U ∈ GLn(R).
Rn est muni de son produit scalaire canonique.

Q1) Montrer que si les colonnes de U forment une base orthogonale de Rn et sont de même
norme alors φ ∈ O(Mn(R))

Q2) Montrer la réciproque.

Exercice 2

Soit n un entier non nul.

On donne
+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6

Q1) Déterminer la limite de In =
1∫
0

nln(1 + tn)dt

Q2) Montrer que si f est une fonction continue sur [0, 1],
1∫
0

nln(1 + tn)f(t)dt converge quand

n rend vers +∞ et exprimer sa limite sous forme intégrale.
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