PSI* 2025-2026

TD du 19 mai

Exercice A

+o00
On pose pour tout réel z : f(z) = [ = dt
0

et—1

1) Déterminer le domaine de définition D de f.
2) Déterminer lim f(x)
T—+00

3) Calculer, pour x > 0: f(z —1) — f(x)

4) Montrer que f est continue sur son domaine.

+oo 5
5) On donne ) 25 = %=, Calculer f(0)
n=1

Exercice B

Soit (X;);en une suite de variable aléatoire indépendantes et suivant toute une loi de Bernoulli

n
de paramétre p. On pose : Vn € N* | S, = > X,
i=1

1) Déterminer la loi de S,,.

+oo
—k
2) Pour k € N, calculer Zk (7)a"
n—
Soit N une variable aléatoire telle que NV + 1 suive une loi géométrique de paramétre p.
On considére une urne contenant une boule rouge et une boule verte indiscernable au toucher.

On effectue NV tirages avec remise et on note X le nombre de boules vertes tirées.

3) Déterminer la loi de X.




Exercice C

Soient n > 2, et A, B deux matrices de M,,(R).

On définit M € My, (R) la matrice par blocs de la fagon suivante: M = (64 ﬁ), ou 0,, est

la matrice nulle de M,,(R).
1. Montrer que VP € R[X], si A et B sont sont semblables, alors P(A) et P(B) sont semblables.
2. Soit k € N, donner 'expression de M¥.
3. En déduire une expression par blocs de la matrice P(M) en fonction de P(A), P'(A) et A.
4. Montrer que si M est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

5. Etudier la réciproque

6. Montrer que si M est diagonalisable alors A est nulle.

Correction : Exercice A

g : RxI — R ) oo
otz pour avoir f(z)= [ g(z,t)dt
@) ! ]

et—1

1) On pose I =|0, 400 et

Pour x € R, t — g(x,t) est continue sur I. Tl faut regarder les problémes en 0 et en +oo.

u — 1 donc t + g(x,t) est prolongeable par

Au Voisinage de t = 0 : g(fL’,t) ~ m 0
_>

continuité en 0 et intégrable sur |0, 1].

Au voisinage de t = +oo : g(x,t) ~ &~ = te~ =+ donc :

+oo
Siz+1<0< x<—1alors g(x,t) o, ooet [ g(z,t)dt est divergente.
—+00 1

Siz+1>0% x> —1alors g(z,t) = o(3) et par comparaison a une intégrale de Riemann

+o0
[ g(z,t)dt est convergente.
1

On a donc : |Le domaine de f qui vaut : D =] — 1, +o0|

2) On peut prolonger ¢ — —*= par 1 en 0. On a alors une fonction continue sur [0, 400, de
limite nulle en +o00. Alors cette fonction est bornée sur [0, +oo[et IM >0, Vte [, 0< = < M

et —

Alors 0 < g(x,t) < Me™™! et en intégrant entre 0 et +o00: 0 < f(z) <4 — 0

DOI].C hm f(l’) - 0 Remarque : on peut aussi utiliser le théoréme de convergence dominée avec parameétre ...
r—+00




3) Soit x >0, alorsz € Detx —1€ Detona:

—+o0 +oo —tx

TR w1 —tzx —tx —€ T e
fla—1)—fz)= [ g = [ e 1)dt = [ te™dt = [t 5o+ [ <dt
0 0 0 i 0
=[5 =4%

Onadonc: |Vz >0, flzx—1)— f(z) =%

4) Soit a €]0,1[. Alors : Vo > a, 0 < g(z,t) < t:t:t; = g(a,t)
On a donc :
i) Vtel, x> g(x,t) est continue sur [a, +00|
ii) Vo € [a,+oo[ , t — g(z,t) est continue par morceaux sur [
iii) V(z,t) € [a, +oo[xI , |g(z,t)| < g(a,t) avec t — g(a,t) qui est intégrable sur I (car a € D)

Par le théoréme de continuité pour les intégrales a paramétre on en déduit que f est continue
sur [a, +0oo.

Comme de plus |J [a,+oco[= D alors ’g est continue sur D.‘
a>—1

N N
5)Ona > (f(n—1)— f(n)) = Z = en utilisation la relation du 3).
n=1 n=1

N
Par télescopage : f(0) — f(N) = E -5. Comme avec la question 2) f(N) N7 0 alors :
n=1 —+00

O =5 =%

Correction : Exercice B

1) (cours) S, est la somme de n variable aléatoires indépendantes suivantes toutes une méme
loi de Bernoulli de paramétre p, donc, d’aprés le cours S, suit une loi binomiale de paramétre (n, p).

2) D’aprés le cours : Vo €] — 1,1] , Z "

C’est une série entiére, on peut derlver autant de fois que I'on veut, terme a terme, sur I'intervalle
ouvert de convergence. On a, en dérivant k fois :

k = n n—

) dxk
k! =X ek n—k
= Vo G]—l,l[, T—a)F T — z_: (n_k),l' = Vz E]—l 1[ k+1 Z (n— klklx
+o00o
On a donc : |Vx €] —1,1], ZO (Z)xn—k — m




3) On a, par définition d’une loi géométrique : N(Q) =Net Vk e N, P(N =k) = (1 —p)*p
On remarque que : X () =N.

Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (N = k)ien, on a
donc Vk € N

P(X:k):JgIP(X:kON:n):Jrio]P(X:k\ N =n)P(N = n)

On remarque que X |y—, soit une loi binomiale de paramétre (n,p) (c’est la question 1), donc :

P(X = k) = :iz (D" = p)" (1 = p)mp = pFT(1 — p)* :ZOZ ()1 =p)2)n*

On utilise alors le 2) :

P(X = k) =" (1 = p)* e = 9 (L= p) gy = (1= ) e = 555"

La loi de probabilité de X est donc donnée par : X(Q) =Net Vk e N, P(X = k) = ;= [222]*

Remarque : X + 1 suit une loi géométrique de paramétre 2%;0

Correction : Exercice C

1) A et B semblable = 3Q € GI,(R) , A=QBQ™!
Par récurrence : Vk € N, A* = QB*Q™!, puis par linéaritée VP € R[X], P(A) = QP(B)Q ! et
donc | P(A) et P(B) sont semblables.

A% 242 A% 343 . AR kAP
2 _ 3 _ ; ) k _
2) M _<O !2)’M —(0 !3),puls, par récurrence : |Vk € N, M —(0 ]k)

N N
Z akAk Z kakAk

N
3) Si P =Y a,XF alors, P(M) = | #=° k=0
k=0 0 L
k=0

et donc | P(M) = (

P(A) AP’(A))
0 P(A)

4) M diagonalisable
= JP € R[X] scindé simple tel que : P(M) =0 [on utilise 1’expression du 3) ]
= 3P € R[X] scindé simple tel que : P(A) =0
= A est diagonalisable

On a donc : ’M diagonalisable = A diagonalisable.




1010
. 01 01
5) Si A = I, alors M = 00 10
0001
On a A diagonalisable et M qui ne I'est pas car M n’admet qu’une seule valeur propre et M n’est

pas diagonale.

’La réciproque est fausse.‘

6) Si M est diagonalisable, alors d’aprés 4), A est aussi diagonalisable et donc A est semblable
a une matrice du type : D = diag(Aq,...,\)

M diagonalisable donc il existe un polynéme annulateur de M scindé simple tel que P(M) =0

Avec l'expression du 2) : P(A) =0et AP'(A) =0, avecle 1) : P(D) = DP'(D) =0 et comme
D est diagonale on a : Vk € [1;n] , P(Ax) = MP'(Ag) =0

Comme )\, est racine simple de P alors P'(\;) # 0 et donc \gP'(A\) =0= X\ =0

Tous les Aj, sont donc nuls, donc D est nulle, donc



