Exercice 2 Léo

1) Soit A € S++(R).
Montrer qu'il existe B € S,/ (R) telle que A = B?

2) Avec les notations du 1), démontrer 'unicité de B.
3) Soit M € GL,(R) Montrer que 3(0O, S) € O,(R) x SH(R), M =0OS

4) Montrer I'unicité du couple ci-dessus.

1) A e S (R) donc A est symétrique réelle & valeurs propres strictement positives.
Par le théoréme spectral, on a alors : AP € O,(R) et (A1, ..., \,) €]0, +oo[" tels que : A= PDPT
avec D = diag(Ay, ..., \n)
On pose A = diag(v/A1,...,v/A,) et on a facilement D = A2
]mch::PA%ﬂE:PAAPT:(PAngngP@):(PAPTP

I,
On pose B = PAPT on a A = B? avec v/, > 0 et B symétrique réelle, donc B € S,

Donc : |[VAe St dBe S+, A= B?

2) Soit C' € S, verifiant C? = A.
Comme C' est symétrique réelle alors C' est diagonalisable et donc R" = @ Ker(C — pl,)
pesp(C)
o X € Ker(C — ul,)
= (C—ul )X =0= (C+pl,)(C—pul )X =0= (C? - p?’I,)X =0= (A - p’[,)X =0
Donc Ker(C — ul,) C ker(A — p?1,)

e Comme cette inclusion est vraie pour tout u € sp(C) et que R" = @ Ker(C — pl,), on
pesp(C)
en déduit que : R" = @ Ker(A— p?l,)
pesp(C)

Et donc que : sp(A) = {p? , p € sp(C)} et VA € sp(A) , Ker(C — VAL, = ker(A— A1)

e Comme A et C' commutent (AC = C*C' = CC? = C'A) alors pour tout A € Ker(A — \I,,) ,
Ker(A — \I,) est stable par C.
Comme K@T’(C - \/X[n) = /{767”(14 — )\[n) on a C’ker(A—AIn) = \/X[dker(A—)\]n)
C' est donc défini de maniére unique sur ker(A — A1)
Comme A est diagonalisable R" = @ Ker(A — \,,) et donc C' est défini de maniére unique.
A€sp(A)

On en déduit B = C et donc ’il y a unicité de B. ‘

3) Soit M € GLy,(R).
e Posons A = MTM alors AT = (MTM)T = MT(MT)T = MTM = A donc A est symétrique
réelle et par application du théoréme spectral on a : AP € O,(R) ,3(\(,...,\,) , A = PDPT
avec D = diag(\y, ..., \n) = Diag(A\g)



Soit X; un vecteur propre associé a la valeur propre \;, alors :

AX =\ X
= M'MX = \X
= XTMTMX = \XTX
= (MX)T(MX)=\XTX
= [|MX]]* =\ ||1X]”
= \; > 0 puisque X # 0

On peut donc poser d = Diag(y/);) de telle sorte que d> = D ("racine carrée de D")
On a alors, en insérant PPT =], :
M™M = A = P&PT = PddPT = Pd(P"P)dP" = (PdPT)(PdP") = S avec S = PdP”

e On a, par construction, S symétrique réelle (car ST = (PdPT)" = PdPT = S).
De plus S est a valeurs propres positives vu la forme de d, donc S € S;F(R)
Comme M est inversible alors : det(M) # 0 donc det(A) = det(S?) # 0 et donc S est aussi
inversible et on peut poser : O = MS~!

e Vérifions que O € O, (R)
OTO = (MSHT(MS™) = (S HITMTMS,
mais S et donc S~! est symétrique et MM = S? donc
OTO = 57152571 = I, et on a bien O € O,(R)

e En repartant de O = MS™' on a M = OS avec O € O,(R) et M € ST (R)

4) Soit (0, 5) € 0,(R)? x S;H(R)? tel que M = OS
e Alors M = 0§ = M™M = (0S)7(08) = STOTOS = SI,§ = 2
On a alors S? = A avec A = MTM € S (R)
On note a 'endomorphisme associée a A et s 'endomorphisme associé a S.
Alors a et s commutent de maniére évidente puisque AS = 525 = S% = §5% = SA.

e Soit E\ = ker(a — AId) un sous espace propre de a.
Alors comme a et s commutent on a F\ qui est stable par s.
La restriction de s a E) reste autoadjointe et donc s est diagonalisable sur E).
Soit 41 une valeur propre de s|g,, alors $|2EA = a|lg, = p? = X et comme \ et p sont strictement
positives on a : y = VA
s|g, est donc diagonalisable sur E) avec une seule valeur propre possible : donc s|p, = VAId|g,
Finalement s est définie de maniére unique sur tous les sous-espaces propres de a, ceux-ci formant
une décomosition en somme directe de I’espace totale on a s qui est définie de maniére unique.
On a donc 'unicité de S.
Comme O = MS~! alors O est elle aussi unique et on a terminé la démonstration.



