Sujet 1

Vous avez une demi-heure de préparation pour un exercice que vous présenterez en 20
minutes. Vous serez ensuite interrogé(e) sur un second exercice plus court, sans préparation.

Exercice 1 : Soit f un endomorphisme de R3 tel que tr(f) = 1 et det(f) = 0, et tel que le
noyau de f soit inclus dans I'image de f.

a) Déterminer les dimensions du noyau et de l'image de f.
b) Montrer qu'il existe une base dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure.

¢) En déduire les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable 7

0 01
d) Montrer qu'il existe une base ou la matrice de fest [0 1 0
0 00
Exercice 2 : On considére la suite (u,) définie par ug = 1 et la relation de récurrence :
1
Vn € N, =—
" Un+1 1+ 2u,

a) Enoncer le théoréme de la limite monotone pour les suites.
. : . 1
b) Exprimer w2 en fonction de wy,, puis montrer que Vk € N, ugpq1 < 3 < U9k

c¢) Etudier le sens de variation des suites (uog) et (uogi1), puis montrer que la suite (u,)
admet une limite que l'on précisera.

Corrigés
Exercice 1 :

a) Par le théoréme du rang, dim(Ker f)+dim(Im f) = 3, et comme Ker C Im f, dim(Ker f) <
dim(Im f). On a donc les deux possibilités dim(Ker f) = 0 et dim(Ker f) = 1. Mais
det(f) = 0, ce qui entraine que f n’est pas injective et donc que le noyau Ker f n’est pas
réduit au vecteur nul. On conclut donc que dim(Ker f) =1 et dim(Im f) = 2.

b) Notons e; un vecteur non nul de Ker f et es un autre vecteur de Im f non colinéaire a
e1. On a donc avec (eg, e2) une base de Im f, que 'on compléte avec un vecteur ez pour
former une base de R3. On a alors f(e;) = Ogs et f(ez) € Im f = Vect(ey,ez). Ceci
entraine que la matrice de f dans la base (e, e2, e3) est triangulaire supérieure, et comme
f(e3) € Im f = Vect(eq, e2), le troisiéme terme diagonal est 0, de sorte que la matrice dans

0 * %
cette base est de la forme [ 0 1 =* |, en prenant en compte I’hypothése tr(f) = 1.
0 00

c¢) La matrice obtenue montre que les valeurs propres sont 0 (multiplicité 2) et 1 (multiplicité
1).
La valeur propre 0 a pour multiplicité 2, mais ’espace propre associé Ker f est de dimension
1, par conséquent I’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.



)

Soit w1 un vecteur de Ker f et us un vecteur propre de f associé a la valeur propre 1.
Comme w1 € Ker f C Im f, il existe un vecteur us tel que f(us) = uy. Vérifions que la
famille (u1,us,us) est libre, ce qui en dimension 3 suffit & prouver que c’est une base :
soit A1, Ag, Az trois réels tels que A\jui + Aqug + Asus = 0. En appliquant f, on obtient
Xoug + Azuyp = 0, et en 'appliquant une seconde fois, on obtient Asus = 0. On en déduit
que Ay = 0, puis avec I'équation précédente A3 = 0, et enfin Ay = 0. On a donc bien
construit une base, et par définition des vecteurs la matrice de ’endomorphisme f dans
cette base est bien de la forme voulue.

Exercice 2 :

a)
b)

Cours...

On applique deux fois la relation de récurrence :

1 1 14+2u,  1+42u, 2

U 2unin 1420k 1+2un+2  3+2u, 3+ 2u,

Unp+2 =

La fonction ¢ définie pour ¢ > 0 par ¢(t) = 1 — est strictement croissante (on

342t
inverse puis on prend l'opposé d’une fonction affine strictement croissante et positive -

1
sinon on peut aussi calculer la dérivée) et vérifie ¢ <2> =5 Par conséquent ¢(t) > B si
et seulement si ¢t > —.

2
1 1
Or par hypothése, up = 1, et donc uy = 3 Par conséquent u; < 3 < ug. On obtient par

. 1
une récurrence facile que pour tout k € N, ugp1 < 5 < Ug.

Pour déterminer le sens de variation de ces deux suites extraites, on calcule w49 — Uy, :

1+ 2u, 1 2up —un (34 2up) 1=y — 20 (up + 1)(1 — 2uy)
342u, 3+ 2uy, 34 2u, 3+ 2uy,

Up42 —Up =

Il est clair (par récurrence) que pour tout n, u, > 0, donc on a toujours u, +1 > 0 et
3+2u, > 0. On vient par ailleurs de voir que 1—2u,, < 0 pour n pair et 1 —2u, > 0 pour n
impair. On en déduit que la suite (ugy) est décroissante et a suite (ugg1) croissante. Mais
on a vu par ailleurs que la suite (ugx) est minorée et la suite (ugg+1) majorée (les deux

1
par 5) Ces deux suites sont donc convergentes. En passant a la limite dans w,42 — uy,, on
(I+1)(1—20)
3+21 '

1
La possibilité [ = —1 est exclue car la suite (ugy) est positive, par conséquent [ = 3 (et cela

obtient pour la limite (de I'une ou l'autre de ces deux suites) I’équation 0 =

vaut pour les deux suites extraites). On conclut donc que les deux suites (ugy) et (uggx+1)

convergent vers la méme limite, et donc que la suite (u,) est convergente, de limite 3



Sujet 2

Vous avez une demi-heure de préparation pour un exercice que vous présenterez en 20
minutes. Vous serez ensuite interrogé(e) sur un second exercice plus court, sans préparation.

ef:):t

1+t
a) Quel est 'ensemble de définition Dy de f7?

b) Déterminer la limite de f en 4o0.

dt.

+oo
Exercice 1 : Soit f(z) :/
0

1
¢) Montrer que f est de classe C! sur Dy et y vérifie f(z) — f/(z) = —. En déduire que f est
x
de classe C*.

d) En déduire une expression de f faisant intervenir une intégrale, puis un équivalent de f(z)
en 0F.

Exercice 2 : N personnes montent dans l'ascenseur d’'un immeuble de k étages au rez-de-
chaussée et descendent chacune a un étage au hasard et de fagon indépendante. On note alors :

e X le nombre d’arréts de ’ascenseur ;
e X, la variable valant 1 si I’ascenseur s’arréte a ’étage ¢ et 0 sinon;

e [ le numéro de I’étage ou descend la j*“™¢ personne.

a) Déterminer P(X; = 0). En déduire la loi de X;.
b) Calculer E(X).
)

c) Pour i # 4/, les variables aléatoires X; et X; sont-elles indépendantes ?

Corrigés

Exercice 1 :
—at
. Il est clair

e
a) La question de la convergence ne se pose qu’en +o00. Posons u(x,t) = 11

que si x < 0, la fonction ¢ — u(x,t) tend vers 400 en +00 et que l'intégrale diverge. C’est

encore le cas pour z = 0 car u(0,t) = T~ 7 dont l'intégrale est divergente. Pour

x>0, on a t>u(z,t) Mo te=®! qui tend vers 0 en 4+00. Par comparaison & une intégrale
—+00

de Riemann convergente, on conclut que l'intégrale est alors bien définie. L’ensemble de
définition est donc Dy = R7.

b) Il est clair que f est positive par positivité de I'intégrale et décroissante sur R* par crois-
sance de l'intégrale.

c) Pourt >0, 0na < 1, donc par croissance de l'intégrale

+1

)

e—xt:| +oo

+oo
VzEDf,Oéf(:C)</ e‘xtdt:[— —
0 €T 0 T
par conséquent lim f(z)=0.
T—+00



d) On procéde aux vérifications habituelles :

e Vz € R%, la fonction ¢ — u(x,t) est intégrable sur ]0, +o00[, ainsi que l'a établi la
premiére question.

e Vt €]0, +oo], la fonction x +— u(x,t) est de classe C! par opérations sur des fonctions

U t
de classe C', et —(z,1) = — it
e classe C', e onaaw(x,) ¢
0
e Vx € R* | la fonction t — 8—u(:v, t) est continue sur ]0, +o0.
x
0 t
e Soit @ > 0. Alors V(z,t) € [a, +00[Xx]0, +0o0], aZ(x,t)‘ = me*‘”t < e qui est

une fonction de référence continue et intégrable sur |0, +ool.

Il s’ensuit que la fonction f est de classe C! sur tout intervalle [a, +oc[, donc sur R% , et
que sa dérivée a pour expression

(@) / Tt gy / i TR P / T et 4 ()
z) = - = — — = — z).
o 1+t ; 1+t A

+o0 1
Le calcul de / e T dt = — est classique, par conséquent on obtient I'équation différen-
0 X

1

tielle f/(x) — f(x) = ——.

x
e) L’équation homogéne a pour solution les fonctions de la forme x +— Ce®. Pour une solution
particuliére, on applique la méthode de la variation de la constante en cherchant une
solution de la forme y,(z) = D(z)e”. En introduisant cette expression dans 1’équation

T eft

1
différentielle et en simplifiant, on obtient D'(z)e” = ——, d’ou y,(x) = —ex/ - dt. On
x 1

flz) = (C— /lm et_tdt> e’

x e—t
Pour déterminer la constante C, on utilise la limite 0 en 400, qui impose lim (C - / - dt> =
1

obtient donc

T—>+00

+o0o e—t

0, et donc C' = e dt (qui est clairement une intégrale convergente). L’expression

de f est donc par relation de Chasles :

f(x)ze’”/%oe:dt.

Pour étudier le comportement en 0, on revient & I’écriture précédente, puis on transforme
le second terme :

400 ,—t 1 -t +oo ,—t 1 -t _1 ldt
f(:c)ze”f/ edt—i—ex/ edt:ex/ edt—l—ex/ ¢ dt—i—ex/ < at.
1 13 x t 1 t T t T 3

Lorsque z tend vers 07 :




e Le premier terme tend vers une intégrale convergente donc une limite finie, par consé-
quent il reste borné.

e Dans le second terme, l'intégrande est prolongeable par continuité en 0, donc son
intégrale entre 0 et 1 est convergente. Par conséquent son produit avec e¥ admet une
limite finie et reste donc borné.

e Le troisiéme terme se calcule et vaut —e” Inx. Comme il tend vers +oo, il est pré-
pondérant par rapport aux deux premiers.

On conclut donc que f(x) ~ —Inz.
0

Exercice 2 :

a) On a E;(Q) = [1,k], et pour tout ¢ € [1,k], P(E; = i) =

descend & un étage au hasard (équiprobabilité).

T puisque chaque personne

L’événement (X; = 0) signifie que personne ne descend a I'étage i, autrement dit qu’on
a pour tout j, E; # i. On peut donc exprimer cet événement en fonction des E; : (X; =

ﬂ . Comme les personnes descendent indépendamment, on obtient
7=1
N N
1 k—1
P(X; =0) = l—=)=(— ,
om0 =T10-3) = (5)

k—1\"
et donc P(X;=1)=1- <> .

k
b) Par construction, X = X +--- + Xj. Par linéarité de l'espérance, E(X) = E(Xy)+---+
k—1\"
E(Xp) =k (1 - <kz> ), puisque tous les X; ont la méme loi.
N
¢) De méme que pour I'étude de 'événement (X; = 0)N ﬂ E; ¢ {i,i'}), et donc
j=1

T ﬁ@—) (’“ﬁ)N

On observe que le résultat est différent de P(X; = 0)P(Xy = 0) : les deux variables
aléatoires ne sont pas indépendantes.



Sujet 3

Vous avez une demi-heure de préparation pour un exercice que vous présenterez en 20
minutes. Vous serez ensuite interrogé(e) sur un second exercice plus court, sans préparation.

Exercice 1 : Soit X et Y deux variables aléatoires entiéres positives ou nulles vérifiant
Ne 2ol (1 — a)=7

P(X =Y =j)= =)
0 si0<i<j

si0<j<i

ol « et A sont des constantes fixées vérifiant 0 < o« < 1 et A > 0.

1. Déterminer les lois de X et de Y.
2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

3. On pose Z = X — Y. Déterminer la loi de Z.
Il sera utile de considérer le systéme complet d’événements (Y = j))jen.

4. Soit j et n deux entiers naturels. Calculer la probabilité conditionnelle Pz, (Y = j).
Que peut-on en déduire pour les variables Y et Z 7

5. On suppose que le nombre d’enfants d’'une famille est une variable aléatoire de loi de
Poisson de parameétre 2,2. On fait les hypothéses suivantes :

e A chaque naissance, fille ou garcon sont équiprobables.

e Les naissances successives sont indépendantes.

Déterminer la probabilité que cette famille ait ¢ enfants dont j garcons.

0 --- 0 1
Exercice 2 : On considére la matrice A = 0 0 1 € M,(R), avec n > 3.
2 ... 20

a) Démontrer que son polynéme caractéristique (vu comme polynoéme de C[X]) est de la
forme x4(X) = X" 2(X — A\)(X + ).

b) Calculer de deux maniéres la trace de A2 et en déduire la valeur de A (on pourra remarquer
que A est trigonalisable sur C).

c) En déduire que A est diagonalisable sur R.

Corrigés
Exercice 1 :

1. Pour la variable aléatoire X, on prend comme systéme complet d’événements ((Y = j)) en
et on applique la formule des probabilités totales :

“+o0o 7 PP i—d

. . . Ae ol (1 — )t
PX=i)=Y PX=iY=j)=)Y .r(.ﬂ
pard = =)




car P(X =14,Y =j) =0 pour j > i. On a donc

)

P(X:z):)\e)‘z ('(Z_))‘ == Z(,)a(l—a) J.
= i = \J

On reconnait dans la somme la formule du binéme pour (a+(1—a))* = 1, donc finalement
e
7!
Pour la variable aléatoire Y, le principe est le méme en prenant le systéme complet d’évé-

nements ((X =1))en :

P(X =) =

: X suit une loi de Poisson de paramétre .

= Ne 2ad (1 — )7

+oo
P(Y=j)=) P(X=iY=j)=)
1=0

TR
= =)
puisque P(X =4,Y = j) =0 pour i < j. Par conséquent
( ) e ol f MN(1—a)=7 e ?ad Ji:.o NHRE(1 — )k
PY =j)=— — = —
4! P (i —j)! 4! — k!

avec la réindexation k = ¢ — 5. On obtient alors

e i N X M —a)f  ePadN

) _ (1—a)

PY =j) = i g I = e ,
k=0

e (\a)!
J!
convergente) : Y suit une loi de Poisson de paramétre Aa.

dou |[P(Y =j) = (au passage on a bien vérifié que la série concernée est

. Pour i < j, I'énoncé indique que P(X = ¢,Y = j) = 0. Or d’aprés les calculs de la
question précédente, les probabilités P(X = i) et P(Y = j) sont non nulles, donc dans
cecas P(X =14,Y = j) # P(X =4)P(Y = j) : les variables X et Y ne sont donc pas
indépendantes.

. La variable aléatoire Z prend a priori ses valeurs dans Z. Par la formule des probabilités
totales avec le systéme complet d’événements ((Y = j));en, on peut écrire

I NFe=2ad (1 — q)i+n—i

+o00 too
P(Z=n)=Y P(Z=nY=j)=Y P(X=jtnY =j) =Y —
= ot = S+

On voit notamment que pour n < 0, j+n < j donc la probabilité est nulle : Z prend donc
ses valeurs dans N. On poursuit le calcul :

(0%
i

P(Z =n)

_ Ae M1 —a)” i’f Aoy _AteM(1-a)"
— 5=

n! n!

=0

<

e—A(l—a) ()\(1 _ a))n

soit | P(Z =n) = '
n!

, donc on conclut que Z suit une loi de Poisson de

paramétre A(1 — a).



4.

On applique la définition d’une probabilité conditionnelle :

P(Z=nY=3j) PX=j+nY =3 M 2ad(l-a)tnijl

PomY =i =—p5 5 = P(Y =) T G +n—plere(da)y

e—A(l—a)(}\(l _ a))”
n!

j) = P(Z = n). La loi conditionnelle de Z sachant ¥ = j est la méme que la loi de Z,

autrement dit les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes.

. On observe donc que P(;_,)(Y =

soit en simplifiant P( Z=n) Y =j)=

. Notons X le nombre d’enfants de la famille et Y le nombre de garcons. Si X est fixé a 1,

le nombre de gargons représente le nombre de "succés" dans ¢ expériences de Bernoulli de

1
paramétre 3 donc on a pour la loi conditionnelle une loi binomiale B (i, 2) :

- ()3 ()~ ()

avec une probabilité nulle si j > 7. On en déduit :

. .. 1
donc on retrouve la loi conjointe donnée dans I’énoncé avec A = 2,2 et a = 3

Exercice 2 :

2)

Il est clair que la matrice A est de rang 2, donc 0 est une valeur propre de A avec un
espace propre associé qui est de dimension n — 2. Par conséquent X" 2 est un diviseur
de xa(X). Mais par ailleurs ce polyndéme caractéristique est scindé dans C[X] et s’écrit
donc xA(X) = X" 2(X — A\1)(X — \2). La trace de A est la somme des racines de x4
comptées avec leur multiplicité, donc A1 + A9 = 0, d’otut la forme voulue pour le polynéme
caractéristique.

Comme A est trigonalisable, elle est semblable a une matrice 7' dont les coefficients dia-
gonaux sont 0 (n — 2 fois), A et —\. La matrice A? est donc semblable & T2, qui a
pour coefficients diagonaux 0 (n — 2 fois) et A% (deux fois). On a donc tr(A42%) = 2)2.

2 02 0
Mais par ailleurs on peut calculer la matrice A? = 2 2 () , et donc
0 -+ 0 2(n—-1)

tr(A?) =2(n — 1) +2(n — 1) = 4(n — 1). On conclut donc que A = 1/2(n — 1).

La valeur propre 0 est de multiplicité n — 2, et on a vu que c’est aussi la dimension de
I’espace propre associé. Les valeurs propres A et —\ sont de multiplicité 1, avec des espaces
propres associés de dimension 1. La matrice A est donc diagonalisable sur R.



Sujet 4

Vous avez une demi-heure de préparation pour un exercice que vous présenterez en 20
minutes. Vous serez ensuite interrogé(e) sur un second exercice plus court, sans préparation.

€ gﬁg(C) On

Exercice 1 : Soit a, b et ¢ trois nombres complexes et M (a, b, c) =

>0
o o
[SEEES oY

note J = M (0,1,0).
a) Exprimer M(a,b,c) en fonction des puissances de J.
b) Démontrer que J est diagonalisable et préciser son spectre.

¢) En déduire que M(a,b,c) est diagonalisable et préciser aussi son spectre.

Exercice 2 :

a) Enoncer le théoréme des bornes atteintes pour une fonction & plusieurs variables.
b) Représenter Uensemble 7 = {(z,y) € R?, 2 >0,y > 0et z +y < 1}.

c) Justifier que la fonction f définie sur 7 par f(x,y) = zy(1 — zy) admet un minimum et
un maximum et déterminer leurs valeurs.

Corrigés

Exercice 1 :

010 0 0 1
a) On écrit J = 0 0 1 |, puis on calcule J? = 1 0 0 |, puis J?> = I, matrice
100 010
identité. On obtient donc M(a,b,c) = al + bJ + cJ?.
b) Le polynéme caractéristique de J s’écrit
X -1 0 X-1 -1 0 1 -1 0
ywX)=| 0 X —-1]|=|X-1 X —-1|=X-1)|0 X+1 —1|=(X-1)(X24+X+1),
-1 0 X X-1 0 X 0 1 X

soit xs(X) = (X — 1)(X — j)(X — j2). Ce polynéme caractéristique est scindé & racines
simples dans C[X], ce qui entraine que J est diagonalisable dans 9M3(C).

c) 1l existe une matrice inversible P € M3(C) telle que P~1JP = diag(1,4,5%). On a
donc P71J?P = (P—1JP)2 = diag(1,52,7), et bien entendu P~'IP = I. Il s’ensuit
donc que P~'M(a,b,c)P = diag(a + b + c,a + bj + ¢j?,a + bj% + ¢j). On a donc bien
prouvé que la matrice M (a,b, c) est diagonalisable et que son spectre est Sp(M(a, b, c)) =
{a+b+c,a+bj+ci?a+bi*+cj}.

Exercice 2 :

a) Cours...



b) L’ensemble 7 est un triangle rectangle isocéle, délimité par les axes et par la droite d’équa-
tion = +y = 1. En particulier, 22 4+ y? = (z +y)? — 22y < (z + y)? < 1, donc I'ensemble
T est borné.

08
06
0.4

02

0.2 0 0.2 0.4 0.6 08 1 12

0.2

c) En plus d’étre borné, 'ensemble T est fermé. En effet, si on considére les fonctions ¢ :
(z,y) =z, g2 : (x,y) = y et g3 : (x,y) — = + y, on peut noter qu’elles sont continues de
R? dans R et que T est ’ensemble des couples (x,y) vérifiant gy (x,y) = 0, go(z,y) > 0 et
g3(x,y) < 1. Chacun de ces ensembles est fermé, donc T est un fermé comme intersection
de fermés.

La fonction f est continue sur I’ensemble fermé borné 7, donc d’aprés le théoréme des
bornes atteintes, elle admet un minimum et un maximum. Ces extrema sont soit sur la
frontiére de T, soit & 'intérieur, auquel cas ce sont des points critiques.

Commencons par étudier f sur la frontiére. On a immédiatement f(z,0) = f(0,y) = 0. Si
r+y=1,onécrity =1—-zetona f(z,y) =2(l-2)[l-2(1-2)] = —2*+223 222+ =
u(x). On dérive pour étudier les variations : u'(z) = —42® + 622 — 42 + 1. On remarque

que 5 est racine, donc on peut factoriser : u'(x) = (—2z +1)(22% — 2z + 1), et 'expression

1
du second degré n’a pas de racine réelle. La fonction u est donc croissante sur [O, 2] et

1 1 3
décroissante sur [2, 1]. Onawu(0)=u(l)=0etu <2> =16’ qui sont les extrema de w.

Par conséquent f admet comme extrema sur sa frontiére 0 et 16"

Etudions maintenant les points critiques de f sur T

%(9«", y) = y(1—zy)+zy(—y) = y(1-2zy) et gg(%y) = z(1-zy)+ay(—z) = z(1-2zy.)

Dans l'intérieur de T, x et y sont non nuls, donc on a un point critique pour les couples

1 1
(x,y) tels que zy = 2 Or si zy = 3 alors v +y = x + o donc pour z €]0, 1], si on
x
1 1 1
pose p(z) = x + 5 ona O(x)y =1- 23 donc ¢ est décroissante sur ]0, \/ﬁ]’ puis

1 1 V2
—.1 — 4+ ~= = /2. Par conséquent la
V2 } V22 a
condition z +y < 1 ne peut pas étre satisfaite, autrement dit il n’y a aucun point critique
a l'intérieur de I’ensemble 7.

croissante sur . Donc z + y vaut au minimum

On peut donc conclure que le maximum et le minimum sont atteints sur la frontiére : ils

3
valent respectivement 0, atteint pour x =0 ou y = 0, et 16’ atteint au point <2, 2).



Sujet 5

Vous avez une demi-heure de préparation pour un exercice que vous présenterez en 20
minutes. Vous serez ensuite interrogé(e) sur un second exercice plus court, sans préparation.

+oo
Exercice 1 : Soit f(x) = Ze*x‘/ﬁ.
n=0

a) Déterminer ’ensemble de définition de f qu’on notera D, et le sens de variation de f sur
D (sans utiliser la dérivation pour le moment).

b) Montrer que f est dérivable sur D.

c) Déterminer les limites de f et des équivalents de f en 0 et en +o0.

+o0
Exercice 2 : Dans l'espace E = R[X], on pose (P, Q) = Z Pn)Q(n)2™".
n=0

a) Justifier existence de (P, Q).
b) Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur E.

c¢) Déterminer le projeté orthogonal de X2 sur Ry[X].
+o0
On donne la somme Z n327" = 26.

n=1

Corrigés
Exercice 1 :

a) Si x < 0, le terme général de la série de fonctions ne tend pas vers 0, par conséquent
la série diverge grossiérement. Fixons maintenant x € R,. Par croissance comparée,

n2e” V" 5 0, ce qui prouve que la série converge. Par conséquent la fonction est
n—-+o0o

définie sur D = R*..
Toutes les fonctions & — e~*V™ sont décroissantes, donc par passage des inégalités larges
& la limite, on montre aisément que la fonction f est aussi décroissante.

b) On applique le théoréme de dérivation d’une série de fonctions :

e On a vu que la série de fonctions étudiées converge simplement sur D.

e Si on note f,(x) = e *V" alors la fonction f, est dérivable sur D et f/(z) =
—/ne~™V"_ Alors si A > 0 et z € [A, +oo, on a |f/ ()] < v/ne~AV", et le majorant
est le terme général d’une série convergente (encore par comparaison a une série de
Riemann convergente par exemple). La série de fonction Y f/, est donc normalement
convergente, donc uniformément convergente sur tout intervalle [A, +ool.

On peut donc conclure que la fonction f est dérivable sur tout intervalle [A, +ool, donc

+o0
sur D. On a alors f/(z) = — Z Ve =V,
n=0



)

En +o00, compte tenu de la convergence uniforme sur tout intervalle [A, +00[, le théoréme
de la double limite s’applique, et comme pour tout n > 0, lir+n fn(x) = 0 et qu’on a
T—r+00

fo(x) =1 pour tout x, on peut conclure que lil}rl f(x) =1, qui est aussi un équivalent.
T—>+00

Pour le comportement en 07, on compare avec une intégrale : comme la fonction ¢ e—aVi
étant décroissante sur R4, on peut écrire pour n > 1 :

n+1 n
/ e Vi gy e ™V L / e_x\/i,
n

n—1

Pour n = 0, I'inégalité de gauche demeure valable et on peut prendre 1 comme majorant.
En sommant de 1 & +o0 :

+00 +oo
/ e Vit < f(z) < / e Vit
0 0

L’intégrale se calcule avec le changement de variable u = z+v/t, qui donne dt = — du:
x
+00 ) +00 9
/ e "Vidt = 2/ ue™"du = [(—u— 1)e_“]aroo = —,
0 = Jo €z

d’ou 'équivalent en 07 : f(z) ~ —.

Exercice 2 :

a)

Pour P et Q deux polynomes, soit d le degré et « le coefficient dominant du polynéme

d+2
n
PQ. Ainsi [n?P(n)Q(n)27" ~ |af o et cette quantité tend vers 0 par croissance com-
1
parée. Donc |P(n)Q(n)27"| = o (2>, qui est le terme général d’'une série de Riemann
n

convergente. La série considérée est donc absolument convergente, donc convergente et

donc (P, Q) est bien défini.

La symétrie est évidente par commutativité du produit. Pour la bilinéarité, on considére
trois polynoémes P;, P> et () et un scalaire A\, et comme toutes les séries en question
convergent :

+00 +oo +oo
(APL+ Py, Q) => (AP + P)(n)Q(n)27" = A Pi(n)Q(n)2™" + Y _ Py(n)Q(n)2™"
n=0 n=0 n=0

donc (AP + P5,Q) = MNP, Q) + (P, Q),

+00
ce qui est bien le résultat attendu. Enfin, il est clair que (P, P) = Z P%(n)27" > 0, avec
n=0

égalité si et seulement si ¥n € N, P?(n) = 0. Le polynéme P? admet donc chaque entier
naturel comme racine (donc une infinité), donc P2 = 0 et donc P = 0 : on a bien le
caractére défini positif.



) Le projeté orthogonal recherché est un polynéme de degré au plus 1, qui s’écrit donc a X +b
ité 0 — (aX +b)

oll a et b sont deux réels. On a par ailleurs I'orthogonalité du polynéme X?

avec tout polynome de Ry [X], ce qui se traduit par

(X? — (aX +),X) =0,

(X? = (aX +b),1) =

+o0o +oo
soit E:(n2 —an—5b)27" =0 et Z(n?’ —an?® —bn)2”
=0 n=0

On peut séparer les sommes qui sont toutes convergentes, et donc

+oo +oo +o0
Z n2 " —q Z n22=" —p Z n2™"
n=0

"=0.

+o0 +o0 +oo
Zn227"—a2n2*"—bz27": et
n=1 n=0 n=0 n=1
+00
Il faut donc déterminer les sommes en jeu. On a d’abord la somme géométrique Z 27" =
n=0
1 +00 +00
1 2. Par dérivation de la série géométrique Z:C" sur | —1,1[, on a Znac =
12 n=0 n=1
d’ou

(1—x)%’
2”2 —52

On écrit ensuite
oy 1R 1\"" .12

Z 2- :nZQ (n—l)(2> +Zn2 =10 2)3+2:6,
en dérivant une seconde fois sur U'intervalle | — 1, 1[ la série géométrique. Enfin I’énoncé

donne Z n327" = 26.
n=0
On obtient donc les équations 6 — 2a — 2b = 26 — 6a — 2b = 0, systéme qui a pour unique
le projeté orthogonal est donc le polynéme 5X — 2.

solution (a,b) = (5,—2) :



