PSI*

Exercices posés aux oraux 2025
aux éléves de PSI* de La-Fayette

ccINP

Planche 1. ccINP (Mélissande E.)
Exercice 1 (déja tombé en 2024)

Soit n € N*. Soit A € M,,(C) et B = ((I]" 64)

1) Montrer que A est inversible < 0 ¢ sp(A)

2) Calculer le rang de B en fonction de n et du rang de A.

3) Exprimer le polynéme caractéristique de B en fonction de celui de A.
4) Montrer que : z* € sp(A) & = € sp(B)

5) Montre que si A est inversible avec n valeurs propres distinctes, alors B est diagonalisable.

1) A inversible < det(A) # 0 < xa(0) = (—1)"det(A) # 0 < 0 ¢ sp(A)

2) Si on note (€1,...,€n,€ni1,---,€2,) la base canonique de R?", alors les colonnes n + 1 & 2n
de B engendre un sous espace vectoriel F' C vect(eq, ..., e,) et les colonnes 1 a n de B engendre
le sous espace vectoriel G = vect(e,41,. .., €2,)

On a alors Im(B) = F & G et donc rg(B) = dim(F) + dim(G) = rg(A) +n

On a donc : [rg(B) =rg(A) +n
3) xB(X) = )_(fz Xé On effectue C), 1y «— Cpyp + XCy pour k € [1,n]

xs(X) = ')_(?‘ XQIS -4 On effectue Cy, «— C,, 1 pour k € [1,n]

xg(X)=(=1)" X2[6Ln A )_(i‘ = (=1)"(=1)"xa(X?) par blocs puisque det(—1,) = (—=1)"
On a donc : | xp(X) = xa(X?)

4) 2% € sp(A) & xa(2?) =0 & xp(r) =0< x € sp(B)
3)



5) e Si A est inversible avec n valeurs propres distinctes, on sait alors que A est diagonalisable
et qu’il existe (A1, ..., \,) € (R\{0})™ avec les \; distincts deux & deux tel que A soit semblable &
diag(Ai, ..., \n)

On a ainsi que le polynome caractéristique de A s’écrit @ x4(X) = [[ (X — M)

k=1
Comme on est dans C, on peut choisir, pour tout k € [1,n] , u, € C tel que pz = A\
Avec la relation du 3) on obtient :

n n n

XB(X) = xa(X?) = kl_[ (X% = M\) = kH (X2 —p3) = kH (X = ) (X A+ i)
Comme g est non nul (car Ay # 0) alors py # —pi et comme les A, sont distincts deux a deux

alors finalement x(X) est scindé simple done, d’aprés le cours : ’B est diagonalisable.‘

e Remarque : autre méthode, avec les mémes notations.
On a il existe une base By = (X1,...,X,) de R" tels que : Vk € [1,k] , AX) = M Xg et A\ #0

X X
Alors BY," = )= ([ PRCR) = (FROR) =
' F (Mka) (Mka pur X HE\ Xy
On a donc : BY," =y, BY;" et de méme BY,” = —uBY,"
Posons Bg = (Y;",....,Y.F Y7, ...,V ")

YTt n n

Bp est alors une famille de vecteurs propres de R?”

On pose alors : Vk € [1,n] , Y, = (“kX’f) ot Y, = — X

n

Soit (a1,...,an,b1,...,b,) € R*™ tel que : Y (arY,r +brY, ) =0

k=1
On a alors, en regardant par blocs : > (ag — b)) e X =0 et > (ar + b)) X =0
k=1 k=1
bk =0
Comme By est une base, on a Vk € [1,n] , (s = b
ap + bk =0
b =0
Comme de plus ux # 0 : Vk € [1,n] , e = Ok
ap + bk =0

On en déduit : Vk € [1,n] , ar = b, = 0 et donc Bg libre.
Comme on a le bon nombre de vecteurs alors Bg est une base de R?"

On a une base formée de vecteurs propres de B donc : | B est diagonalisable.




Exercice 2

1. Donner la définition d’une norme.

Soit E = R?% On pose V(z,y) € R?* | N(x,y) = st] |zt + y|
t€[0,1

2. Montrer que N est une norme.

3) Dessiner la boule unité associé a N.

4) Trouver « >0 le plus grand possible et >0 le plus petit possible tels que :
VX € R, aN(X) < |[X||. < BN(X)

1. Voir cours.
2. 50it X = (z,y) e E,Y =(2/,y) e Eet A eR.

e \X = (\z, \y) donc
N(AX) = sup |[Axt+ Ay| = sup |A| |zt +y| = |A| sup |2t +y| = || sup |zt +y| = [N N(X)
t€(0,1] te[0,1] t€(0,1] t€(0,1]
e N(X)=0
=Vtel0,1], zt+y=0
= r =y =0= X =0 car on a un polynéome qui a une infinité de racines.

e N(X+Y)= sup |[(z+2)t+ (y+ )]
t€(0,1]
Mais par inégalité triangulaire :
(@ +2)t + (y +y) = (et +y) + (@'t +¢)| < [at +y| + 2"t + y| < N(X) + N(Y)
En passant au sup sur t € [0,1] ona: N(X +Y) < N(X) + N(Y)

D’aprés les points précédents : ’N est une norme sur R2. ‘

3.) @ On chercher a dessiner : B = {(x,y) € R* | N(z,y) <1}

e On remarque que : t — xt + y est une fonction affine, qui est donc strictement monotone
entre y et x + vy
On en déduit N(x,y) = Maz(|y|, |z + y|)

Remarque : on aurait pu utiliser cette expression pour montrer que N était une norme.

<1 -1 <y<1
e On a alors : (z,y) € B< Iyl =< & =¥=
lr+y| <1 —-1<z+4+y<1

On trace les droites y =1, y = —1, 2 4+y = —1l et 4+ y =1 et on en déduit le tracé de B.



4°) On a vu en 3) que : si X = (z,y) alors N(X) = Maxz(|y|, |z + y|)

o [yl < [[X]l < 2[X]l
De plus, par inégalité triangulaire : |z +y| < |z| + |y| < || X, + [| X = 21 X]|,

Donc, en prenant le max : N(X) < 2[]X||

e On a aussi, par la deuxiéme inégalité triangulaire :
2 =yl < |z + 9l = || < |o +y| + [y < N(X) + N(X) < 2N(X)
D’autre part |y| < N(X) < 2N(X)
En passant au max on a : ||.X|| < 2N(X)

e En regroupant les deux résultats ci-dessus : | SN (X) < || X]| < 2N(X)

e On va maintenant montrer que les deux constantes ci-dessus sont les meilleurs.
Soit donc @ > 0 et 5> 0 tels que : VX € R* | aN(X) < ||X]| < BN(X)

Si on prend X = (1,1) alors ||X||=1et N(X)=2donc 2a <1 <2 donc o <

Comme % convient, c¢’est bien la plus grande valeur de a possible.

N | #—=

Si on prend X = (2, —1) alors || X]|| =2et N(X)=1donca <2< donc > 2
Comme 2 convient, ¢’est bien la plus petite valeur de § possible.

On a bien optimiser les constantes ci-dessus.



Planche 2. ccINP (Jeanne P.)
Exercice 1

1

Pour n € N* et « > 0 on pose f,(x) = sh(nz)

1) Pour quelles valeurs de z > 0, la suite (f,,(x))nen+ converge-t-elle 7
+oo
On pose f(z) = 2. fa(z)
2) Déterminer le domaine de définition et le domaine de continuité de f

3) Déterminer les variations de f.

4) Montrer que Vn >2 , Vo > 1, 0 < f,(7) < —25e ™

1—e

5) Montrer que : f(z) ~ -

T—>+00 sh(z)

1) Comme > 0: fo(2) = s ~ = ~ 2™ — ()

nr __o—ne nx
€ € € n—-+o0o

La suite de fonctions (f,) converge donc simplement vers la fonction nulle sur |0, +o0o[

2) ¢ Comme f,(x) ~ 2™ >0 et que Y e ™ = (e ”)" est absolument convergente (série
géométrique de raison e~ €] — 1, 1[), alors, par régle de 'équivalent, »_ f,,(z) converge.

f est définie sur |0, +-00|

e Soit @ > 0, alors Vo > a, 0 < f,(z) < fu(a)
On en deduit donc : an||§§+oo[ = sup = fu(a)

z€la,+oo|
Comme ) f,(a) est convergente, alors, par comparaison : Y || an([;’Jroo[ est convergente et donc
> fn converge normalement sur [a, +00|
Donc ) f,, converge uniformément sur [a, +00]
Comme les f,, sont continues et que la continuité est conservée par convergence uniforme, on a
: f continue sur [a, +00|

Comme ce résultat est vraie pour tout a > alors : | f est continue sur |0, +00]

3)Si0 <z <yalors f,(z) > fn(y) et donc en sommant f(x) > f(y) et donc
f est décroissante sur |0, +o0|

4) fn(‘r)enx - en:?fzinr - 1*62_2"‘1 S 17i_4 (CaI‘ nx Z 2) et dOIlC
VYn>2,Ve>1,0< f.(x) < 17(23_46_”90




5) Pour 2 15 f(z) = gy = £la) = fia) = 52 fula)

+o00
Avec le 4) on en déduit : 0 < f(z) — Shb) <Y e
n=2

On utilise la somme des termes d’une série géométrique de raison e~ et de premier terme 2e~

1 2 or 1 2 o
0 < f(SL’) sh(z) < 178_46 l—e—2 x—;\-lJ—oo 176_46

On a alors : f(x) = O0(e™ )

© sh(z)

Comme —+— ~ 2e~% et que O(e™ %) = o(e~%) alors f(z) = 2¢ % +o0(e®) donc f(x) ~ 2% ~

sh(x)

1
sh(x)

On a bien : | f(x) ~
T—>+00

2z .

1
sh(x)

Exercice 2

Soit u en endomorphisme d’un R espace vectoriel £ de dimension finie.

Soit P un polynéme annulateur de w.
1) a) Rappeler la définition de polynome annulateur.
1) b) Est-ce que v admet un polynoéme annulateur ?

1) ¢) Rappeler la définition de racine simple d’'un polynome.

1) d) Si on écrit P =Y ap X"
k=0

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de P pour que 0 soit racine

simple de P.
On suppose de plus que 0 est valeur propre simple de wu.
2) a) Est-ce-que 0 est racine de P ?
2) b) Est-ce-que 0 est racine simple de P ?

3) Montrer que ker(u) = ker(u?)

Définition : on dit que f € L(E) est nilpotent si et seulement si 3k € N* | f¥ = 0rp

4) a) Si f est nilpotent quelles sont les valeurs propres possibles de f 7

4) b) Si f est nilpotent est-ce-que 0 est valeur propre simple de f 7

5) Si dim(E) > 2. Est-ce que u peut-étre nilpotent ?



1) a) P € R[X] est un polynome annulateur de u si et seulement si P(u) = Op(g)

1) b) On est en dimension finie, donc, par le théoréme de Hamilton-Cayley, le polynéme
caractéristique de u est un polynéme annulateur de wu.
’u admet donc un polynome annulateur. ‘

1) ¢) On a: A est racine simple de P
si et seulement si P(A\) =0 et P'(\) #0
si et seulement si P(X) = (X — \)Q(X) avec @ € R[X] tel que : Q(\) #0

1) d) Avec les notations de 1'énoncé :
0 racine simple de P < P(0) =0et P'(0) #0 < ay=0c¢et a; #0

2) a) Si P est annulateur de u alors sp(u) C Rac(P) avec Rac(P) 'ensemble des racines de P.
Mais 0 valeur propre simple de u implique 0 € sp(u), donc 0 est racine de P.

2) b) 0 n’est pas forcément racine simple.
Par exemple, si u est I’endomorphisme de R? admettant (8 (1]) comme matrice relativement a la

base canonique.
Alors 0 est valeur propre simple de u et 0 est racine double (donc non simple) de X?(X — 1) qui
est un polynome annulateur de wu.

3) @z € ker(u) = u(r) = 0p = v*(x) = 0p = x € ker(u®) on a donc (toujours vrai) :
ker(u) C ker(u?)

e Si B est une base de E, alors Mp(u) est trigonalisable dans M, (C) (avec n = dim(FE)) et

0 *x ... =«
comme 0 est valeur propre simple de u alors Mp(u) est semblable a .dQ . avec les
. *
0 0 d,
d; non nuls.
0 *x ... =«
d?
On en déduit Mp(u?) est semblable a . 2 avec les d; non nuls donc 0 est valeur
: ‘. ‘. %
0 ... 0 da

n
propre simple de u?.

0 valeur propre simple de u? = dim(ker(u?)) = 1
De méme 0 valeur propre simple de u = dim(ker(u)) =1

e On a donc : ker(u) C ker(u?) et dim(ker(u)) = dim(ker(u?)) = 1, donc | ker(u) = ker(u?)







4) a) f nilpotente donc 3k , f* =0
Donc X* est un polynome annulateur de f. Comme X* =0 < X = 0 alors sp(f) C {0}

’Si f est nilpotente, sa seule valeur propre possible est 0‘

4) b) f nilpotente = f* = 0pp) = det(f*) =0 = det(f) = 0= 0 € sp(f)

Donc 0 est valeur propre de f.

. . . . 1
Mais 0 n’est pas forcément valeur propre simple de f (exemple, si f a pour matrice (8 O))

5) On a dim(E) > 2 et 0 est valeur propre simple de w.
Si B est une base de E et que 'on note A = Mpg(u) la matrice de u relativement & B, alors : A

0 * ... %

est trigonalisable dans M,,(C) et semblable a une matrice de la forme : d> " | ou
Lo do %
0 0 d,

les d; sont des complexes non nuls puisque 0 est valeur propre simple.

Cette matrice matrice ne peut pas étre nilpotente donc | u ne peut pas étre nilpotent.

Planche 3. ccINP (Mattéo B.)

Exercice 1
Soit n un entier non nuls et u un endomorphisme de £ = C".

1) Montrer que : u diagonalisable = u? diagonalisable
2) Trouver un exemple ot la réciproque est fausse.
3) Soit A un complexe non nul. Montrer que Ker(u?>—\?Idg) = Ker(u—Adg)® Ker(u+\dg)

bijectif
4) Montrer que : {u Heet = u diagonalisable

u? diagonalisable

1) u diagonalisable

= il existe une base B de E telle que : Mp(u) = diag(A1,...,\n)
= il existe une base B de E telle que : Mp(u?) = diag(A\?,..., \?)
= u? est diagonalisable.

0 01
0 ... 00

2) Si u a une matrice de la forme : Mp(u) = | . _ .| alors u? a pour matrice la matrice
0 ... 00

nulle donc : u? est diagonalisable alors que u ne l’est pas.



3) @ x € ker(u — Ndg) = u(x) = \r = u*(z) = N2z = 1 € ker(u? — \*Idg)
Donc ker(u — A dg) C ker(u* — N*1dg)
De méme ker(u + M dg) C ker(u? — \*1dg)
et donc ker(u — Adg) + ker(u + Mdg) C ker(u? — N?Idg)

e Soit = € ker(u? — \*Idg)

Analyse : Six =a+bavec a € ker(u— Aldg) et b € ker(u+ A dg)
alors u(z) = Aa — \b

Donc Az + u(z) = 2Xa et comme X\ # 0 alors a = Artu(z)

2

Ax—u(x)

et donc b = )

Syntheése : Soit = € ker(u? — \*Idp). On pose : a = EUE ¢f p = 2]

Alors u(a) = ’\“(I)QJ:\UZ(QC) = ’\“(m);\’\Q(I) = Aa donc a € ker(u — M dg)

De méme b € ker(u+ A dg)
On a alors : Vo € ker(u?—N*1dg) , Ja € ker(u—Nldg) , 3b € ker(u+Aldg) tel que : © =a+b

On a donc ker(u? — XN*Idg) C ker(u — Mdg) + ker(u + Aldg) et comme P'autre inclusion est
directe : ker(u — M dg) + ker(u + N dg) = ker(u®> — N\*Idg)

e Comme la somme deux sous espace propre associé a des valeurs propres distinctes (A et —\)
sont en somme directe alors :

ker(u — Ndg) @ ker(u + Mdg) = ker(u? — \Idg)

4) u bijectif = det(u) # 0 = det(u®) # 0 = 0 n’est pas valeur propre de u?.
u? diagonalisable et 0 ¢ sp(u?) donne que : £ = @ ker(u®> — pldg)
pesp(u?)
Mais, pour tout u € sp(u?), comme p # 0 on peut choisir A € C tel que = A et A\ # 0
On a alors, avecle 3) : E= @ ker(u— NIdg)= @ ker(u— Ndg) ker(u+ \dg)

pesp(u?) pesp(u?)

Donc E est somme directe de sous-espaces propres de u et donc ’u est diagonalisable.‘

Exercice 2

On considére une urne contenant des boules vertes et des boules rouges.
On effectue des tirages indépendants, avec remise. La probabilité de tirer une boule verte étant de
p €0, 1.

1) Déterminer la loi de probabilité et 1’espérance de X la variable aléatoire donnant le rang du
premier tirage d’une boule verte.

2) Déterminer la loi de probabilité et Pespérance de Y la variable aléatoire donnant le rang du
tirage de la deuxiéme boule verte.

10



1) Tirer une boule verte ou non est une épreuve de Bernoulli de paramétre p.
Dans ce 1) on effectue cette épreuve, de maniére indépendante, jusqu'a I'obtention d’un premier
succes.
On reconnait donc une loi géométrique de paramétre p et on a :

X = Glp) et E(X) =L

2) @ On remarque que : Y () = [2; +oo[ (400 impossible) et que :
k—1__
whev(©), v=k= U ((N%)nvin%)

ie[l,k—1] ~ j=1
J#i

avec V; ="tirer une boule verte au i-iéme tirage"

k=1 -
Par incompatibilité on a : P(Y =k) = > P(( ﬂ V)nvin Vk>
i=1

i

[SN

Puis, par indépendance : P(Y = k) = Z; 1:[1 (V, )) (V;))P(Vy)
S PO =)= 5 (1= ) = (k= )1 = )

La loi de Y est donc donnée par :
Y(Q)=[2,+c] et VE € Y(Q), P(Y =k) = (k—1)(1 — p)k2p?

e On a alors BE(Y) = f}o kEP(YY = k) = +ij k(k —1)(1 — p)*2p?

Mais d’aprés le cours : Vo €] — 1,1]

’lx ZZL‘
1

Comme on a une série entiere, r + = est 02 sur | — 1 1[ et on peut dériver deux fois terme a
terme. On en déduit : Va] — 1, 1], 7= I)g = Z k(k —1)z*

On peut appliquer cecien 1 —p €] —1,1[etona: E(Y)=p oy = o

Y admet une espérance et E(Y) = ;2)

11



Planche 4. ccINP (Jean X.)

Exercice 1

Soit E lespace des fonctions a valeurs réelles continues sur [0, 1].

: 1 tydt siz €]0,1
On pose : v ? : ? avec Vo € [0,1] , F(z) = xbff” s elo
f(0) siz=0

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme.
2) Montrer que 0 n’est pas valeurs propres de ¢.
3) Montrer que 1 est valeur propre de .

4) Donner les autres valeurs propres et déterminer les sous espaces propres associés.

1) @ Commencons par monter que F' = ¢(f) est bien un élément de E.
€T
Comme x — [ f(t)dt est une primitive de la fonction continue f alors F' est continue sur |0, 1].
0

Il reste & voir la continuité de F en x = 0.

f continue sur [0, 1], on peut donc noter g la primitive de f sur [0, 1] s’annulant en 0.
Ona: g(x)= [ f(t)dt
0

On remarque que g est C' sur [0, 1] comme primitive d’une fonction continue.

Donc, pour z €]0,1] : F(z) = &) — s@=0® __, g10) = £(0) = F(0)

x z—0 z—0

On en déduit F' continue en 0.
Au bilan F' est continue sur [0, 1] et on a bien ¢ de E dans E.
Il reste a voir la linéarité de ¢.

e Soit f,g € E=C°J0,1]) et A € R.

(F+Ag) (D)t [ F(t)dtx [ gty
Alors, pour z €]0,1] , ¢(f + Ag)(z) = *————*—- = @o(f)(x) + Ap(g)(x)
par linéarité de 'intégrale.

8

o

De plus : o(f + Ag)(0) = (f + Ag)(0) = £(0) + Ag(0) = ¢(f)(0) + Ap(g)(0)

On a donc : ¢(f + Ag) = o(f) + Ap(g) et doncyp linéaire.

e Finalement, ¢ est linéaire de E dans E et donc ’cp est un endomorphisme de E ‘

12



2) Raisonnons par 'absurde et supposons que 0 soit valeur propre de (.

Alors 4f € E, telle que f non nulle et p(f) =0g
Alors Vx €]0,1] ff t)dt =0

Donc en dérivant (meme justifications que au 1)) : Vo €]0,1] , f(z) =0
Comme f est continue en 0 on a aussi f(0) = 0 et donc f = O ce qui contredit f non nulle.
ABSURDE

Bilan : ’0 n’est pas valeur propre de go.‘

3) Posons : h la fonction constante égale a 1 sur [0, 1].

Alors, pour z €]0,1] : ¢(h)(z) =+ f ldt = Lo =1=h(2)

De plus ¢(g)(0) = h(0) donc ¢(h) = h et comme h n’est pas nulle alors : |1 est valeur propre de ¢.

4) Comme 0 n’est pas valeur propre, considérons A € R*
Alors : o(f) = Af

& F(0) = AF(0) et Y €]0,1] , L [ f(t)dt = Af(x)
0
& f(0) = Af(0) et Vx €]0,1] ,Off = \zf(z)

Dérivons cette derniére relation : Vz €]0, 1]
@) =A(2)+Azf'(z) & M f/(z) = (1= N)f(z) < f'(z) = 521 f(z) (on a pu diviser car A # 0)

On a alors une EDL; & coefficients continus.

Comme [ dz = In(x) (sur J0,1],|z| = x car x > 0) alors, d’aprés le cours :
vz €]0,1], f(z) = Aexp(F2in(z)) = Az >

On traite alors plusieurs cas, suivant le signe de %
Cas1: A=1&12=0

Alors f est constante et on retrouve le cas du 3).
Cas 2: X €] — 00,0[U]1, +oo[& 152 <0

Alors, pour A #£0 : liH(l] f(z) = £oo et donc f n’est pas continue en 0.
T—r

Donc % ne peut pas étre valeur propre de ¢

13



Cas 3: A €)0,1[& 52 >0

Alors hn%) f(z) =0, donc en posant f(0) =0 on a bien une fonction continue en 0.
z—
De plus f(0) = Af(0) et on a bien (si A # 0) un vecteur propre de ¢

Bilau : [sp() —J0.1) et VA € sp(i) , ker(p — Ald) = Vet (> 25 )

Exercice 2
Soit f une fonction dérivable de R% dans R vérifiant : Vo € R% |, f'(z) = f(:2)

16x
1) Montrer que f vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 2 que 1’on notera (F).

2) Trouver une solution de (F) de la forme : x +— z

3) Trouver les fonctions f répondant au probléme.

1) Puisque f est dérivable et que : Vo € R* | f'(z) = f(%), alors f’ est dérivable et donc f
est deux fois dérivable sur R*.

En dérivant le relation sur R* alors : f"(z) = =5 f'(72-)
Mais en reprenant la relation initiale : f'(12;) = f(352=) = f(2)
16z

On a donc f"(z) = 725 f(2)

f est solution sur R* de (F) < 162%f"(x) +3f(z) =0

2) Pour a € Ron a:
x — x® solution de (F) sur Rt
& Vo e RT, 162%a(a — )22 + 32% =0
& VreRT, (16a(e—1)+3)z* =0
& Ve eRY, 16a(a—1)+3=0
eV eRT, 160 —16a+3=0 A=16%—4.16.3 = 4.16 = 64 = 8
& Vo e RT a:%ouazlg—;g

SVreRT, a=loua=2

*

(E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne a coefficients continues sur R*.
Done, d’aprés le cours, 'ensemble des solutions de (£) est un R espace vectoriel de dimension 2.

Comme (z +— z'/* 2 — 23/%) est une famille libre de solutions de (E) sur R* alors :

Les solutions de (E) sur R* s’écrivent :  — az'/* 4 ba®* avec (a,b) € R

14



3) Grace au 1) on cherche les solutions de (£) sur RY parmis les solutions de (E).
SivVe >0, f(z) = az/* 4 ba*/* vérifie : f'(z) = f(3) alors
ala=3/4 4 b3g 1/ = (B )/Agm1a g p( 333

Comme (z +— 2~ Y4 2+ 273/%) est libre, alors :

{}La — (&)

1
= b4<i>3/4<%>1/4

Finalement les solutions du probléme s’écrivent sur R*: |z — b( M/t 4 23/ 4)

Planche 5. ccINP (Mathis M.)
Exercice 1
Soit E = {f € C*([0,1],R) , f(0) =0}
1) Montrer que f — ||f||,, = sup |f(x)| et f—=||f'||l., = sup |f'(x)| sont bien définies.

z€[0,1] z€[0,1]

2) Montrer que : N : f || f||. + [|f'||., est une norme.
3) Montrer que : Vf € E Vx € [0,1], f(z) =€ [ (f(t)+ f'(t))dt
0

4) On pose Vf € £, N'(f) = sup [e'(f(t) + f'(1))]

te[0,1]
Montrer que N’ est une norme sur F.

5) Montrer que N et N’ sont équivalentes.

1) Comme f est C' : x> |f(x)| et @ — |f'(x)| sont deux fonctions continues sur une partie
fermée bornée de R .
Ces fonctions sont donc bornées et atteignent leurs bornes, on peut donc définir : || f||__ et || f]|

Remarque : on sait méme d’aprés le cours que : f — [|f|| est une norme sur E.

15



2) On remarque pour commencer que N prend ses valeurs dans R*.

Soit f,g € EFet A € R.
i) Par propriété de la norme infinie :

NOS) =Ml + 1AM Moo = Il + A oo = AN (/)
i) De méme N(f+9) = [[f + gllo +[|f" + ¢'llc < [[flloctlgllocH Nl 9l = N(f)+N(g)

ii) N(f) = 0= [[fllo + [[/'lloc = 0= ll/llc = ll/'llc = 0= [[fllc = 0= f = Op puisque la

norme infinie est une norme.

Bilan : ‘N est bien une norme sur E‘

) 3) On remarque que 4 (e f(t)) = e'(f(t) + f/(¢)) donc :
Df( ' (f(t) + f'(1))dt = [e" f(1)]5 = e f(x) — f(0) = e” f(x)puisque f(0) =0 car f € E

On a donc bien : |Vf € E |, Vx €[0,1], f(x) = e‘”"fet(f(t) + f'(t))dt
0

4) Déja N’ prend ses valeurs dans R™
Soit f,g € E et A € R.

i) N'(Af)
= Sé%ri]let(kf(t)JrAf’(t))l = i%pu“' €' (f () + /()] = |l Sél[lopl]let(f(t)Jrf’(t))l = [A[N'(f)

ii) Pour ¢ € [0, 1] :
e ((f +9)(&) + (f +9)(t))
= le"((f(t) + f'(t) + (g (

)
en passant au sup pour ¢ € [0,1

|
+g' (@) @) < e ((f() + f/()] + e ((g(t) + g ()] < N'(f) + N'(9)
|+ N'(f+9) <N'(f)+ N'(g)

iii) N'(f) =0
= til[épl] et (f(t)+ f'(t)| =0
= VEE [0,1], [e(f(E) + /()] =0
S Vte0.1], ¢(f(t) + F(t) =0

Avec la relation du 3) , on en déduit : Vo € [0,1], f(z) =0 et donc f = 0g

Finalement : | N/ est une norme sur E |
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5) @ On a, comme ' < e sur [0,1] :

€' (f(8) + SO < [e' fO] + e f (O] < e | Fll + e I1F ] <

En passant au sup sur [0, 1] on a N'(f) < eN(f)

e En dérivant I égalité de la question 3) :

f'(@) = g”f t)+ f1(t))dt + e (e"(f(x) + f'(x))

Par megahte de la moyenne et inégalité triangulaire :
x

[f'(@)] < e7® [N'(f) + e N'(f) < Lx aN'(f) + N'(f) < 2N'(f)

0
En passant au sup sur [0,1] = || f']|, < 2N'(f)

e Avec l'égalité de la question 3) : |f(x)| < e ® [ N'(f)dt < zN'(f) < N'(f)
0

En passant au sup sur [0,1] : |[f]| . < N'(f)

e Avec les deux derniéres inégalités : N(f) = [|f]| . + [1/]|

1 llee + el Nl

<3N'(f)

car x <1

=eN(f)

e On a donc: N'(f) <eN(f) et N(f) <3N'(f) donc tN'(f) < N(f) <3N'(f)

Donc : ’N et N’ sont équivalentes.‘

Exercice 2

1) Montrer que : A = f o ) gt est convergente.

2) Exprimer A sous forme de somme et calculer A.

+u>1 5

. _ T

On admettra que : 1 =T
n—=

1) On pose I =|0,1] et ¥Vt € I, f()— In(t)

T+t
f est continue sur |0, 1], A pose probléme seulement en 0.

Au voisinage de t =0 :

f(t) ~In(t) et t — In(t) est intégrable sur |0, 1] d’aprés le cours.

Donc, par équivalent f est intégrable sur |0, 1] et donc ’A est convergente.‘

2) On utilise le développement en série entiére du cours :

“+o0o +oo

vVt e [0,1],

a: Ve, 1], f(t) = In(t)s = In(t) 3 (—=1)m" = 3 (1) (1)

n=0 n=0
fn 10,1 — R

On pose : Vn € N : P (1) ()

17
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On a: Vvt €]0,1], |fu(t)| = —t™In(t)
Pour n =0 : t — —In(t) est intégrable sur |0, 1] d’aprés le cours.

Pourn > 1, f,(t) = 0, donc f,, est prolongeable par continuité en 0 et donc f,, est intégrable
—
sur ]0, 1]

f!fn )| di

v
= [ —t"In(t)dt on intégre par partie (justifié car les limites aux bornes du crochet existe dans R)
0

1 1
_ [_tn+1 ln(t)h]j + t"+1 1dt f
0 0

dt = ——

n+1 n+l t n+1 (n+1)2

1
Comme ) ﬁ est convergente alors Y [|f,(t)] dt est convergente.
0

les f,, sont continues par morceaux et intégrables sur |0, 1]
+oo

On a alors - E fn converge simplement vers f sur |0, 1[ qui est continue par morceaux sur |0, 1]

Zf|fn )dt| est convergente

On peut donc apphquer le théoréme d’intégration terme & terme et on a :
+00  +oo +o0 +00

[ (3 fa0)dr= 3 [ 50

n+1

400 400
= [ ft)dt = ZO (_+1)2 dt comme f, est du méme signe que (—1)
0 n=

(n

400 n
e On sait que : z#:%z,onadonc A—l—anZ Z%
n=1 n=1
On remarque que : 1+ (=1)" = 0 si n impair et 1 + (—=1)" = 2 si n pair (n = 2k). Alors :
comme la série est absolument convergente par Riemann, on peut sommer par paquets en séparant
les termes paires et les termes impaires. On obtient :

2

m — =2
F:>A_ 12

+oo +o0o +o0o
A+Z#=0+Z#$A+%2=%Z% A+Z =
n=1 k=1 k=1

N =

On adone : |A = =2
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Planche 6. ccINP (Laureana P.)

Exercice 1
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A > 0 et 4 > 0. On pose Z = X +Y

1) Montrer que Z suit une loi de Poisson.
2) Maintenant X et Y suivent une méme loi géométrique de paramétre p €]0,1[ et sont

indépendantes.
Déterminer la loide Z = X + Y.

1) On sait que la fonction génératrice de X vaut Gx(t) = e’ et que celle de Y vaut
Gy(t> = ert=1)

Comme X et Y sont indépendantes alors : Gz = Gx.y = GxGy

Comme tout les rayons de convergence valent 400, on a a :
Vt e R, Gz(t) = Gx(t)Gy(t) = Mt Derlt=1) = O+m)(t=1)

On reconnait la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de
paramétre A + pu. Comme la fonction génératrice caractérise la loi, alors :
’X + Y suit une loi de Poisson de paramétre A\ + u‘

2) D’apres le cours,en posant ¢ =1 — p, on a Vt €] — %, 5[ , Gx(t) =Gy(t) = 1f—tqt

2
Comme en 1) : Gy(t) = (lg_tqt) — P22 (1_1qt)2

+00
On sait que : Yu € | — 1,1], Zu":ﬁ
n=0

Comme on a une série entiére, la fonction est C* et on peut la dériver terme a terme sur | — 1, 1]
I'intervalle ouverte de convergence.
+o0o
On obtient : Vu € | — 1,1, 21 nu™t = (l—lu)2
11 1 = -1
Donc : Vit E] g a[ 5 m = ; n(qt)”
RE 242 2,2 1 LS SRR ST P
En multipliant par p*t* : G.(t) = p°t e = nZ::l np“t*(qt)" ' = 712::1 np*q" "
+oo
Par changement d’indice N =n + 1: G.(t) = > (N — 1)p?¢™N 2V
N=2

Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on en déduit :

Z(Q)=N\{0,1} et Vn € Z(Q) , P(Z =n) = (n — 1)p*¢" >
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Exercice 2
Soit E un K espace vectoriel de dimension finie, u € L(E) et H un hyperplan de E.

1) Montrer que si H est stable par u alors I\ € K | Im(u — M\dg) C H

2) 777

1) On suppose que H est stable par w.

Comme H est un hyperplan de F, en notant n la dimension de E on a il existe (ej,...,€e,_1) une
base de H.
On compléte alors cette famille libre en B = (eq,...,€e,_1,€,) une base de E.

Comme H est stable par u alors la matrice de u relativement a B est de la forme.

A

Onry o1 (K)

Mpg(u) = ( K) avec Ve M,_11(K)et Aec M, 1(K)et e K

Alors Mp(u — Ndg) = (A ~ A V)

0M1,n—1(K) 0

Comme la derniére ligne est nulle on a bien : I'm(u — AMdg) C Vect(ey,...,e,1) = H

Donc : [N € K, Im(u— ANldg) C H
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Planche 7. ccINP (Akram M.)

Exercice 1

On dit qu’une matrice de M, (R) est & diagonale propre si ses valeurs propres sont ses éléments
diagonaux (avec leur ordre de multiplicité).
On note E,, 'ensemble des matrices a diagonale propre de M, (R).

1) Donner des exemples de matrices a diagonales propres.

0 01
0 0 O] est-elle & diagonale propre 7
-1 00

3) Soit A une matrice antisymétrique a diagonale propre.
a) Que dire des coefficients diagonaux de A ?
b) Montrer qu’il existe un entier naturel p > 2 tel que A? =0
¢) Calculer (AT A)P.
En remarquant que AT A est symétrique, montrer que AT A = 0 puis que A = 0.

2) La matrice M =

4) Donner la dimension de A, (R) I'ensemble des matrices antisymétriques de M, (R).

5) a) Soit F' un sous-espace vectoriel de E,,. Montrer que : dim(F) < @

5) b) Quelle est la dimension maximale de F' 7

1) Les matrices diagonales ou triangulaire sont des matrices a diagonale propre.

X 0 -1
) xu(X)=]0 X 0]|=X34+X=X(X2+1)
1 0 X

Cette matrice n’est pas a diagonale propre car 0 est la seule valeur propre réelle, 0 est valeur
propre simple mais apparait trois fois sur la diagonale.

3) a) Soit A = (a;;) antisymétrique. Alors : AT = —A donc aj; = —a;;, en particulier
a;; = —a;; et donc a;; =0
Donc les termes diagonaux de A sont nuls.

3) b) Comme A est a diagonale propre et que ses termes diagonaux sont nuls, alors sp(A) = {0}
avec 0 valeur propre d’ordre n (car n termes sur la diagonale)

Comme on peut trigonaliser A dans M, (C) et on a alors A = PTP~! avec T une matrice
triangulaire n’ayant que des 0 (les valeurs propres) sur la diagonale.
Le polyndme caractéristique de A est alors X" et, par Hamilton-Cayley : A" = 0 donc :
il existe un entier naturel p > 2 tel que AP = 0‘
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3) ¢) @ Comme AT = —A alors A et AT commutent
et donc (ATA)P = AP(AT)P = 0 puisque A? =0 On a donc : | (ATA)P =0

e Comme AT A est symétrique (en effet (AT A)T = (AT)(AT)T = AT A) alors AT A est diagonalisable
car symétrique réelle.
Comme (AT A)? = 0 alors X? est un polynome annulateur de AT A.
Le spectre de AT A est donc inclus dans ensemble des racines de X? a savoir {0}
AT A est donc semblable & une matrice diagonale n’ayant que des 0 sur la diagonale et donc ATA =0

On en déduit tr(ATA) = 0 et comme (A, B) — tr(ATB) =< A, B > est un produit scalaire
sur M,(R)ona < A A>=0donc A=0

4) D’apreés le cours : |dim(A,(R)) = n(n;l)

5)a) Soit F' un sous espace vectoriel de E),

Par la formule de Grassmann : dim(F + A,(R)) = dim(F) + dim(A,(R)) — dim(F N A,(R))
Mais d’aprés la question 4) : F'N A, (R) = {0} donc dim(F + A,(R)) = dim(F) + dim(A,(R))
Mais F + A, (R) C M,(R) donc dim(F + A, (R)) < dim(M,(R)) = n?

Donc dim(F) + dim(A,(R)) < n? et comme dim(A,(R)) = =) alors :

2
dim(F) < n?—dim(A,(R)) =n? — n(nz—l) _ n(n2+1)

n(n+1)

Si F' est un sous-espace vectoriel de E,, alors : dim(F) < =5

5)b) Si on note T, 'ensemble des matrices triangulaires supérieures de M, (R) alors T;, est un

) . . 1
sous espace vectoriel de E,, de dimension %

. . . . 1
la dimension maximale d’un sous espace vectoriel de E,, est donc %

Exercice 2

+oo
Soit f la fonction définie par f(t) = 3. t"
n=0
1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Montrer que f est continue sur son ensemble de définition.

3) Donner un équivalent de f en 1.

+oo 5
On donne [ e *du = ‘/777
0
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1) f est une série entiére, calculons son rayon de convergence R.
f(1) est clairement divergente donc R <1
Si [t| < 1 alors t*° — 0. On en déduit R > [t|.

n—-+o0o

Ceci pour tout ¢t €] — 1,1[ donc R > 1.
Comme R >1et R<1,onadonc: R=1et f définie sur | — 1, 1] et non définie sur | — oo, —1|
et |1, 4+o00| car série entiére.

f(1) est divergente, f(—1) est aussi divergente donc : ‘1e domaine de définition de f est | — 1, 1[‘

2) Comme f est une série entiére alors f est C™ et donc continue sur son domaine de définition
qui est son intervalle ouvert de convergence | — 1,1]

3) e Dans un premie temps fixons ¢ €]0, 1[et considérons la fonction :
a : [0,+00f — R
T — 17" = exp(22n(t))

Comme [n(t) < 0 alors a est décroissante.

AlorsVne N | Ve e [n,n+1], an+1) < a(t) < a(n) & t0D)? <2 < ¢

n+1
En intégrant sur [n,n + 1] on a : Hnt1)? < i 7% dg < ¢
n
Comme les séries et 'intégrale mis en jeu sont convergentes, on peut sommer cette double

inégalité pour n variant de 0 & +o00 et on obtient :
+oo n+1

T 2 2 T 2
St < S [ e < S
n=0 n=0 n n=0

+o00
Avec la relation de Chasles : f(t) —1 < [ t“dx < f(t)
0

+00 +00 +oo
Mais [ t"dv = [ exp(a®In(t))de = [ exp(—( |=In(t)r)?)dx
0 0 0 ~—
<0
On effectue le changement de variable C! bijectif : u = \/—In(t)z et on a :

+00 ) +00
[ t7de = [ exp(—u?)—2
0 0

—In(t)

+oo
Avec intégrale donnée : [ % dx =
0 24/ —In(t)

En reprenant la double inégalité précédente : f(t) — 1 < ; f o < f(t)

Comme lim Vi +00 on en déduit :

t—1— 24/—In(t)

) o~ —E
f( )talf 24/ —In(t)
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Planche 8. ccINP (Nino D.)

Exercice 1

Soit £ = R. On considére le produit scalaire sur £ donné par :
V(P,Q) € E? on écrit P = > apX* et Q = > b, X* avec n > deg(P) et n > deg(Q) et certains
k=0 k=0
coefficients qui peuvent étre nul.
On pose alors : < P,Q >= Y abg
k=0
On définit f sur E par: VP € E, f(P) = aq
On définit g sur E' par : VP € E | g(P) = Y_ ax
k=0

0) Montrer que <, > définit un produit scalaire sur E.

1) Montrer que f est continue.

2) Trouver une suite (Py)ren € EN telle que : lim 98l — 4o
R oA
3) Est-ce que g est continue sur F 7
4) Est-ce que la restriction de g a R,[X] est une fonction continue de R,[X] dans R 7

5) On pose H = ker(g). Montrer que H+ = {0z}

6) Comparer H et (H*)*

0) Soit A€ Ret P,Q,R € E que l'on écrira P = Y a;, X%, Q = > iy X et R= > ¢ X* avec
k=0 k=0 k=0
un n assez grand.

On a alors :

apbp + A > arep, =< P,Q > +\A < P,R >
0 k=0

1) <P,Q+)\R>: Zak(bk+)\ck):

n
k=0 k=

11) <P,Q >= Zakbk: Zbkak =< Q,P>
k=0

k=0

i) < P,P>=3Sa?>0
k=0

W) <PP>=0=>a=0=>Vke|[0,n], ai=0=Vke[0,n], ax=0= P =0g
k=0
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<P,Q+AR>=<P,Q>+N<PR>
< P,Q>=<Q,P>

<P, P>>0

<P P>>=0=P=0g

et donc ’ <, > définit bien un produit scalaire sur E. ‘

On adonc: V(P,Q,R) € B3, VAER,

1) Pour P € E on pose : ||P|| =< P,P>= /> |ai]
\/ #=0

||.|| est donc la norme associée & <, >

On a alors : |f(P)| = |ag| <[> a} = || P
k=0

Comme f est linéaire on a pour (P, Q) € E?: |f(P) — f(Q)] < ||P — Q]|
On en déduit que f est 1-lipschitzienne et donc que : ’f est continue.‘

k
2) Sion pose P, = k(1 + X + X2+ -+ X¥) alors g(P,) = > k = k?
=1

7

k
. P . 2 .
et || Pl = ;kz = Vk3 = k%2 donc pour k > 1 : kginw% = kEToo’ﬁT = kll}gloo\/_: +00
3) On reprend les notations de la question 2) et on pose : Q; = 2% alors ||Qy|| = Hﬁ:’;” = \/LE
On a donc lim ||Qk|| =0 donc lim Qp =0g
k—4o00 k—+o0
De plus g(Qx) = k%g(Pk) =1
On a donc { *7+

kgrfoog(Qk) =1+# g(0g)

On peut donc en déduit que : ’g n’est pas continue de E dans R.

4) Comme une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimensions FINIES est

toujours continue, alors : |la restriction de g & R,[X] est continue.

5) Raisonnons par I'absurde et supposons que P soit un élément non nul de H+

Alors on peut écrite P = Y a, X* avec n > 0 et a, # 0
k=0
Posons alors : T'= X" — X" On a alors g(T) =1—1=0donc T € ker(g) = H
Comme P € H+ et T € H alors < P,T >=0
Mais < P, T >= a,, et a, # 0
Absurde. Il n’y a pas d’éléments non nul dans H+.

On a donc : | H = {0}

6) Avec le 5), on a: (H')* ={0g}* = FE # H. Donc | (H)* # H
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Exercice 2

On pose f,(x) = He;—;ﬁ et u, = jfn(x)dx
0
1) Etudier la convergence simple de la suite (f,) sur [0, 1].
2) Y-a-t-il convergence uniforme de (f,) sur [a, 1] avec a €]0,1[ 7
3) Y-a-t-il convergence uniforme sur [0,1] ?

4) Trouver la limite de la suite (u,) en +oc.

1) e Pour 2 =0: f,(x)=1=1donc lim f,(0)=1

e e
e Pour z €]0,1] , fn(x) e e e 0
foo 01 — R
Donc : ») converge simplement sur |0, 1] vers 0 siz€0,1
(fn) & P 0.1 v — {1 sia::]O |
2) Vo €a,1], 0< fiulz) < HTIQCLanOOO

On a trouvé un majorant, indépendant de = qui tend vers 0 donc :

(fn) converge uniformément vers f sur [a, 1] si a €]0, 1]

3) Les f,, étant continues sur [0, 1], si il y avait convergence uniforme sur [0, 1], alors f serait
continue sur [0,1]. Or f n’est clairement pas continue en 0, donc :

(fn) ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1]

) Ona:Veel01], 0< fu(r) < ez <1

les f,, sont continue par morceaux sur [0, 1]

(fn) converge simplement vers f sur [0, 1] avec f continue par morceaux sur [0, 1]
VYneN, Vtel|0,1], |fu(t)| <1

t — 1 est intégrable sur(0, 1]

par le théoréme de convergence dominée : f et les f,, sont intégrables sur [0,1] et :

On a douc:

1

1
1
lim /fn(t)dt: i lir+n fa(t)dt = [0dt =0
0 n—-+0o0o
N

n—-+00 0

Un

On a donc : | lim u, =0
n—-+00
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Planche 9. ccINP (Swann L.)

Exercice 1

Soit £ =R3 et u € L(E).
On note B la base canonique de E. On note A la matrice de u relativement a B.
On note u* I'endomorphisme admettant A7 comme matrice relativement a B.

1) Montrer que : V(z,y) € E? |, <u(z),y >=< z,u*(y) >

*

2) Montrer que si un sous-espace vectoriel I’ est stable par u, F'= est stable par u*.

1 -3 3
3)Soit A= [0 1 0
0 2 2

3) a) A et AT sont-elle diagonalisable ?

3) b) Trouver les sous-espaces vectoriel stable par .

X = Mpg(z) la matrice des coordonnées de = dans B

1) Notons {
Y

Alors : < u(z),y >= (AX)TY = (XTAT)Y = XT(ATY) =< z,u*(y) >

= Mp(y) la matrice des coordonnées de y dans B

On a donc bien : |V(z,y) € E? |, <u(x),y >=< z,u*(y) >

Remarque : on dit que u* est ’adjoint de wu.
2) Soit x € F+

Pour y € Fon a: u(y) € F car F est stable par u.
Avec le 1) : < y,u*(x) >=<u(y),_x  >= 0 en utilisant la définition de F'*.
~
cF cFL
Donc Yy € F, < y,u*(x) >= 0 et donc u*(z) € F*

Donc : Vo € F*+, | u*(z) € F* et on a bien : | F stable par u = F* stable par u*

3) a) e Calculons le polynéme caractéristique de A
On a: xa(X)
X -1 3 -3
= 0 X-1 0 |=(X-1) <
0 -2 X-2

X -1 0
-2 X -2

e On a donc sp(A) = {1,2} avec 1 qui est valeur propre double.

27

) = (X-DEC-D(X-2) = (X =17 -2



" (—3y+32=0
o |y| €ker(A—13) = <c0=0 Sy=2z=0
z (25 +2=0
1
Donc ker(A — I3) = vect(| 0 | ) qui est de dimension 1 alors que 1 est valeur propre double de A.
0

Donc A n’est pas diagonalisable.
e A et AT ont méme spectre.

. 0=0
y| €eker(AT — L) &< -30+2:=0 Sar=2=0
c 3r+2=0
0
Donc ker(AT — I3) = vect(| 1 |) qui est de dimension 1 alors que 1 est valeur propre double de
AT, ’

Donc AT n’est pas diagonalisable.

Bilan : | A et AT ne sont pas diagonalisable.

3) b) ¢ Commencons par chercher les droites stables de u & 1'aide des valeurs propres.
1
On a déja trouvé vect(| 0 ]) au 3)a )
0

Avec la valeur propre 2, on trouve vect(

_ O W
~—

e Pour trouver les plans stables de u, on va utiliser le 2) et les droites stables de u*.

0
Par le 3) a) vect([ 1 |) est stable par u* donc le plan d’équation y = 0 est stable par u
0

0
Avec la valeur propre 2 : vect(| 2 |) est stable par u* et donc le plan d’équation 2y + z = 0
1

est stable par w.

1 3
e Les sous-espaces stables par u sont donc : R?, {Ogs}, vect(| 0 ]), vect(| 0 |), le plan y = 0
0 1

et le plan 2y + 2 =0
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Exercice 2

Pour tout n € N\{0, 1} on pose : u,, = (1/1%”, Uy = Sin((i/lﬁ)n) et w, = In(1 4+ =2

1) Rappeler le critére spécial pour les séries alternées.

2) Montrer que : u, ~ v, ~ W,

3) Etudier > uy,, > v, et Y w,

1) Voir cours.

_on :
2) Comme u,, = oV njoo 0 et que sin(u) o~ alors v,, ~ u,
De méme In(1 + u) ~ u donne w,, ~ u, et par transitivité de 1’équivalent, on a : ]un ~ Uy, ~ wn\
u="

> u, est une série alternée

3) e |y | n—>—>+oo 0 donc, par le théoréme spécial : Y u,, est convergente.

(|ttn])nen+ est décroissante

e Par développement limité : v, = (:/1%71 — 15 + 0(=37) = U + O(37)

Comme # >0et ) # est une série de Riemann convergente (2 > 1), alors, par domination :
1
> O(=57) est convergente.

Un = tn + O(55)
On a donc : { > w, convergente et donc ) v, convergente.

>~ O(=37) convergente

e Par développement limité : w,, = (?/15) — o +o(L)
En posant a, = w, —u, on a : a, = —% + 0(%)
Ay ™~ —% < 0, et comme E% est une série de Riemann divergente, alors, par équivalent : > a,
divergente.

Wy, = Uy + Ay
On a donc : ¢ > w, convergente et donc ) w, divergente.

> a, divergente

e BILAN :|> u, et > v, sont convergentes et »  w,, est divergente.
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Planche 10. ccINP (Ryann D.)

Exercice 1
Un centre d’appel téléphonique recoit des appels pour deux produits A et B.
Les appels successifs sont supposés indépendants.
Lors d’un appel, la probabilité de recevoir un appel pour le produit A est de 20% et celle de recevoir
un appel pour le produit B de 80%.

On note X4 la variable aléatoire qui correspondant au rang du premier appel pour le produit
A et Xp le rang du premier appel pour le produit B.

On note L la longueur de la premiére série d’appels successifs du premier produit.

Exemple : AAABBAA donne X, =1, Xg=4et L =3.

1) a) Donner la loi de probabilité de X 4.

1) b) Justifier que X4 admet une espérance et une variance finie. Les définir et les calculer.
1) ¢) De méme pour Xp.

2) a) Exprimer (L = n) en fonction de (X4 =n+1) et de (Xg=n+1)

2) b) Déterminer une expression de P(L = n)

2) ¢) Montrer que : P(L =n) =0.8P(X4=n)+0.2P(Xp =n)

3) En déduire que L admet une espérance finie et la calculer.

4) a) X4 et Xp sont-elles indépendantes ?

4) b) L et X4 sont-elles indépendantes 7
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1) a) On peut dans ce a) considérer que chaque appel est une épreuve de Bernouilli de paramétre
20% = £ (succés = recevoir un appel pour A).
X 4 est alors le temps d’attente du premier succés. Comme les appels sont indépendants, alors, on
reconnait le schéma caractéristique d’une loi géométrique de parameétre %

On a donc : | X4 — G(3)

1) b) On sait alors d’aprés le cours que X4 admet une espérance et un variance donnée par :

B(Xa) =1 =5 et V(X,) = 13

(3)

1) ¢) De méme | Xp — G(%) et | B(Xp) =+ = g et V(Xp) = (1—)§2 _ %
5

4
5

_5
4

S

2)a) Si la premiére série est de longueur n, on a alors A...AB ou B...B A, donc on a :
— —
n fois A n fois B

Comme on connait les lois de Aet Bona: |P(L=n)= (3"t + ()" = £+

4 1 1 4

2)¢) Avec le b) on peut écrire : P(L =n) = 1 (5)”*15 +1 (g)"flg
—_—— ~——

P(Xa=n) P(Xp=n)

On a donc | P(L =n) =0.8P(X4 =n)+ 0.2P(Xp =n)

3) On multiplie la relation du 2)c) par n et on somme de n =1 & +00 ce qui donne :

+oo +oo +oo
Y>nP(L=n)=08> nP(Xa=n)+02)> nP(Xg=n)
n=1 n=1

& B(L) = 08E(X4) + 0.2E(X5)

Comme on connait E(X4) et E(Xp) alors : E(L) = 0.855 +0.224 = 4.25

On adonc: |E(L) =4.25 =1

4)a) (X4 =1)et (Xp = 1) sont incompatibles car le premier appel ne peut pas venir de A et de
B en méme temps, donc P((X4 =1)N(Xp=1)) =0, comme P(X4=1)#0et P(Xp=1)#0
alorsona: P((Xa=1)N(Xg=1))#P(Xa=1)P(Xg=1)

donc ’XA et Xp ne sont pas indépendantes‘

4)b) Siona L=2alorsona: AB... ou BA.. donc X4 =1ou X, = 2.
On en déduit (L=2)N (X4 =3)=0donc P(L=2)N(X4=3))=0+# P(L=2)P(X4=3) et
donc comme ci-dessus : ’XA et L ne sont pas indépendantes‘

Exercice 2 Pas de retour ...
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Planche 11. ccINP (Nicolas P.)

Exercice 1
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0.

+oo
1) Démontrer que pour tout entier naturel n € N: P(X <n) =4 [ e “a"dx
A
+oo
2) En déduire une équivalent simple quand n tend vers +oo de : w,, = [ e “z"dx
A
Soit G'x la fonction génératrice de X.
3) Calculer Gx(1) et Gx(—1).
4) En déduire la probabilité que X prenne une valeur paire.

Soit Y une variable aléatoire indépendante de X suivant une loi uniforme sur {1, 2}.

5) Calculer la probabilité que XY prenne une valeur paire.

+0o0
1) e Commengons par montrer que Vn € N, [ e *2"dx est convergente.
A
On a: z +— e~"2" continue sur [\, +-00[ et de plus e~*2" = o(e~*/2) au voisinage de +oc.
Comme z +— e~%/2 est intégrable sur [0, +-0c[, alors par négligeabilité 2 +— e ™2™ est intégrable sur
(A, 400

“+o00
On a donc : [ e “z"dx convergente.
A
+oo
e Montrons par récurrence que : Yn € N | P(X <n) = % f e a"dx
A
Initialisation :

Comme X (2) = N alors (X <0)= (X =0) donc P(X <0)=P(X =0) = e"\’g—(; =
+o00 +00

D’autre part : é [ e aVe = [ e *dx = [—e "] = e
A A

On a donc bien la formule au rang 0.
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Hérédité :

Comme lim e‘m% = 0 on peut faire 'TPP suivante :
- T—r—+00 o .
Joemrarde = [e Y — [ (me)ipde = —e My 4 iy [ et e
A A
En multipliant par - i on a :
R ndy = —e= N Antl e —zntl g
m}\fe 2"dx = —e (n+1),+(n+1.f€ " dy

Donc avec I’hypothése de récurrence et la définition de X «— P()\) :

+oo
P(X<n)=—-PX=n+1)+ ﬁl), [ e Famtdy
A

(

= fex”“dx—P(XSn)—i-P(X:n—Fl)

n+1

Mais (X <n)U(X =n+1)=(X <n+1)et (X <n)et (X =n+1) sont incompatibles,
donc P(X <n)+P(X=n+1)=P(X <n+1)

Finalement : n+1 f e 2" dr = P(X < n+1) et on a bien '’hypothése de récurrence au

rang suivant.

Conclusion : [Vn € N, P(X <n) f e *a"dx

2) Notons A4,, = (X < n), alors comme X(w) <n = X(w)<n+lona: A, C A,

(A,,) est donc une suite croissante d’événements.

+o0o
On a donc par le théoréme de continuité croissante : P( U An) = lim P(A4,)

n——+o0o
“+o0o +00
Mais |J A, = U (X <n)=Q Comme P(2) =1 alors : lirf P(X <n)=1
n=0 n=0 n—+00
“+o00o
Avec la question 1), on a : hIJP L [ e®a"dx =1 et on en déduit : |u, = [ e “az"dx ~ nl

Remarque : on peut ne pas utiliser le théoréme de continuité croissante et utiliser le DSE de exp

3) On sait d’aprés le cours que ¥Vt € R | Gx(t) = XD
Alors : |Gx(1) = 1| (comme pour toute fonction génératrice) et | Gx(—1) = e}

4) Par définition de Gx on a :
+oo +oo +o0
Gx(1)+Gx(-1)= > P(X =n)+ > (-1)"P(X =n)= > (1+(-1)")P(X =n)
n=0 n=0 n=0
. . .
ZSLNPA e Ga(1) 4 Gx(=1) = 52 2P(X = 2n)
n=0

0 si n impair

Comme 1+ (—1)" = {

+o0
Done Y. P(X = 2pn) = GxWGxCD — p(X pair)
n=0
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Avec le résultat de 3) :

P(X pair) =

2X

14+e™
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5) Comme Y (Q2) = {1, 2}, on remarque que : (XYpair) = (Y =2)U <Y =1)n (Xpair))
Comme (Y = 2) et (Y =1)n (Xpair)) sont incompatibles alors :

P(XYpair) = P(Y = 2) + P(Y —1)n (Xpair))
Comme X et Y sont indépendantes : P(XYpair) = P(Y =2)+ P(Y = 1)P(Xpair)
Comme Y — U({1,2}) alors P(Y = 1) = P(Y =2) = 3 et avec le résultat du 4) :

P(XYpair) = 5 + %HE;A = 3+e47%

1
2

Bilan : | P(XYpair) = 3¢

Exercice 2
Soit E un R espace vectoriel.
1) Rappeler la définition d’un produit scalaire et du produit scalaire canonique de Ms(R).

Par la suite £ = M5(R) et le produit scalaire utilis¢, noté <, >, est le produit scalaire canonique.

On poseF:{(a;C b—T—c) (a,b,c) € R?}

2) Donner une base de F.

3) Donner la dimension de F'* et donner une base de F*.

) 0 -1
Soit P = <_1 1 )

4) Déterminer la distance de P & F' 7

1) Voir cours
%) a—-c c . 1 0 iy 0 0 L -1 1
b b+c) 0 0 11 0 1
10 0 0 -1 1
On pose e; = (O 0),62— (1 1) et e3 = ( 0 1)

Alors : F' = Vect(eq,es, e3).
a—c ¢

Deplusael—kbeg—i—c;g:():( b bt o

):(0):a—c:c:b:b—kc:o:a:b:c:()

donc (eq, 9, €3) est libre.

(e1, e, e3) est libre et génératrice de F' donc c’est une base de F.
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3) D’aprés 2) dim(F) = 3, donc dim(F*t) = dim(My(R)) — dim(F) =4 —3 = 1.

On a: [dim(Ft+) =1

Par linéarité du produit scalaire et comme (eq, ey, €3) est une base de F :

< M,e; >=0 a=0
a b 1 0 -1
M = e d e~ < Me>=0 ©<c=—-d & M=d 11
< M,e3 >=0 b=—d

En posant A = (_01 _11) ona: |Ft=Vect(A)

4) Si on note @ le projeté orthogonal de P sur F'* alors d(P, F) = ||Q||
Comme P € F* alors Q = P donc |d(P,F) = /3

Planche 12. ccINP (Valentin P.)

Exercice 1

M,(R) — M,(R)

. ¢
Soit A € M,(R). On pose : M —s  AM

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme.

2) Déterminer, pour k € N : ¢*

3) Exemple : dans ce 3) uniquement, on prend n =2 et A = é Z )

1 0 0 1 0 0 0 0
onmas= (0513 351 s (1)

On pose B = (Ey, Es, Es, Ey)
3) a) Déterminer la matrice de ¢ relativement & B.
3) b) Calculer det(¢) et tr(¢)
4) Quel est le lien entre A inversible et ¢ inversible 7
5) Montrer que si A est une matrice de symétrie alors ¢ est une symétrie.
6) Montrer que si rg(A) >1 alors rg(¢) >n
7) Dans ce 7) on suppose que n=2. Montrer alors que : 7g(¢)=2rg(A)
8) Montrer que : sp(¢) = sp(A)
9)

a) Montrer que si A est diagonalisable alors : det(¢) = det(A)"
b) Peut-on généraliser ce résultat avec A quelconque 7
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1) Soit (M, N) € M,(R)? et A € R.
Alors : (M + AN) = A(M + AN) = AM + AN = (M) + A¢(N)
¢ est donc linéaire, comme de plus ¢ va de M, (R) dans M,(R) alors ’gb est un endomorphisme.

2) (M) = G(AM) = A(AM) = A°M
On montrerait, par récurrence que : |Vk € N | ¢F(M) = AKM

10 0 1
2 0 0 2
O(E3) = <4 0) =2E, +4F;  ¢(E,) = (o 4> = 2F, + 4E,
1 0 2 0
01 0 2
On a donc : | Mp(¢) = 20 40
0 3 0 4
3) b) @ On a det(¢) = det(Mpg(¢p))
1 0 0 0
01 0 0
On effectue C5 +— C3 — 20 et Cy +— Cy — 2Cy, on a donc det(¢) = 30 -2 0|~ 4
03 0 -2

o tr(¢p)=tr(Mp(¢))=1+1+4+4=10

On a donc : |tr(¢) = 10 et det(¢) =4

4) e Supposons A inversible.
M € ker(¢) & AM =0 A'AM =0 < M = 0 donc ker(¢) = {0} et donc ¢ est injective.
Comme ¢ est un endomorphisme alors ¢ est bijective et donc ¢ inversible.

e Réciproquement, supposons ¢ inversible.
Soit X € ker(A). On pose M = (X X ... X) et on a donc ¢(M) = (AX AX ... AX) =0, ce qui
donne M € ker(¢) = {0} donc M =0 et donc X =0
On a alors ker(A) = {0} et donc A inversible.

Bilan : ’qﬁ inversible < A inversible‘

5) Si A est une matrice de symétrie alors A* = [, et donc ¢*(M) = A*M = M donc ¢* = Id
et donc ¢ est une symeétrie.

6) Supposons que rg(A) > 1, alors A admet au moins une colonne non nulle. Soit donci € [1;n]
telle que Cj, la i-iéme colonne de A soit non nulle.
Soit j € [1;n]. On pose M, ; la matrice dont les termes sont nuls sauf le (¢, j) iéme. Alors ¢(M; ;)
est la matrice dont les colonnes sont nulles sauf la j-iéme qui vaut C;.
La famille (¢(M; 1), ..., ¢(M;,)) étant clairement libre on a rg(¢) > n

Bilan : |rg(A) > 1=rg(¢) > n
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7) Comme n = 2, on écrit A = (i Z) et comme a la question 3) on a :
a 0 b 0
0 a 0 b
MB(¢) - c O d O
0 ¢c 0 d
On a rg(6) = rg(Mp(6))
a 0 b 0
c 0 d 0
On effectue Ly «— Lz et on a: rg(¢) = rg( 0 a0 b )
0 ¢ 0 d
a b 0 0
c d 00 A 0
On effectue Cy <— C3 et on a : rg(¢) = rg( 00 a b )= (O A>
00 ¢ d

Avec cette écriture on a : |1rg(¢) = 2rg(A)

8) & Soit A € sp(¢)
Alors, il existe M € M, (R) telle que M # 0 et ¢(M) = AM
Comme M est non nulle, elle posséde (au moins) une colonne, notée C;, non nulle.
Alors ¢(M) = AM = AM = AM et sur la colonne C; on a : AC; = \C; ave C; # 0 et donc
A€ sp(A)
On a donc sp(¢) C sp(A)

e Soit A\ € sp(A)
Alors, il existe X € M, 1(R) telle que X # 0 et AX =\X
Sion pose M = (X X ... X) alors ¢(M) =AM avec M # 0 et donc A\ € sp(¢)
On a donc sp(A) C sp(¢)

e Comme on a les deux inclusions alors : | sp(¢) = sp(A)

9) a) Si A est diagonalisable alors il existe (C1, ..., C,,) une base de vecteurs propres de A avec
C; associé a la valeur propre \;
Si on note F; ; la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la j-iéme qui vaut C;
Alors Ba = (Fia1,.. .. Fin, ... Finy oo Fiy ooy Fua, o oo, Fy ) est une base de M, (R) et la matrice
de ¢ relativement a cette base vaut : diag(A 1L, ..., Nilp, ..., A1)
On déduit : det(¢) = AT... A= (A1 ... \,)" = det(A)"

9) b) On utilise le résultat A = Nhrf Apn avec les Ay diagonalisable, par continuité on a :
—+00

det(¢p) = Nl_igloo det(An)" = (Ngrfm det(An))" = det(A)"
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Exercice 2

400 5
On pose, pour n € N, u,, = [ e “dt
n
1) Montrer la convergence de I,,.
2) Déterminer la nature de > I,

3) Déterminer la nature de > nl,

1) t — e ¥ est continue sur [0, 00|
De plus au voisinage de 400 : e = o(e™") avec t — e~ qui est intégrable sur [0, 00|
Donc par négligeabilité : ¢ — et qui est intégrable sur [0, +oo et ’Vn € N, I, est convergente.

2) On effectue le changement de variable C! bijectif z =t — n dans u,, :

—+o0 —+o0 —+o0 5 5
u, = [ exp(—(x+n)*)dx = [ exp(—2* —2nz —n)dx = [ ¢ e e " da
0 0 0
< < —n2 o —2nxd < e_”2 : o —and e 2% 1100 1
Donc 0 < u, <e of e r < S— puisque { e r = [5-]g> = 35 est convergente

(cours).

On en déduit u,, = o(e™") et comme Y e ™ est une série géomeétrique absolument convergente

alors : | Y u, est convergente.

3) De méme nu,, = o(e™") et |>_ nu, est convergente.
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Mines télécom

Planche 13. Mines-Télécom (Audric N.)

Exercice 1
Soient (A, B) € M,(C) On pose B> = A
a) Montrer que si B est diagonalisable alors A est diagonalisable.
b) Si A est diagonalisable, B est elle nécessairement diagonalisable ?
c¢) Et si A est inversible, est-ce que A diagonalisable implique B diagonalisable 7

a) Si B est diagonalisable alors il existe D une matrice diagonale et P € GI,(C) telles que :
B=rpPDpP!
On a alors A = B> = PD?P~!, comme D? est diagonale alors | A est diagonalisable.‘

0 0

b) Si on prend B = (O 1) alors | A = B? = (0) est diagonalisable alors que B ne l'est pas.

c) ® On suppose que A est diagonalisable et inversible.
Alors on peut écrire sp(A) = {\. , k € [1,p]}.
Comme A est inversible 0 ¢ sp(A) et pour chaque A € sp(A) on peut choisir un py, € C, p2 = N\
(I'équation X? = X admet deux racines dans C si \ # 0)

p
Comme A est diagonalisable alors : P = [] (X — A\g) est un polynéme annulateur de A.
k=1
P

Posons Q(X) = P(X) = [[ (X?* — A1), comme pi = ) alors :

De ce fait : Q(B) = Q(A?) = P(A) = 0 et ) est un polynome annulateur scindé simple de B
donc B est diagonalisable.

e On a donc : ’A est inversible et A diagonalisable implique B diagonalisable.

Exercice 2

+o0o
a) Montrer que : S : x +— Zo % est continue sur RT et C'' sur RT\{0}
n=

b) S est-elle dérivable en 0 7
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fo : RT — R

exp(—nz)
T — T+n2

a) Posons, pour n € N :

En cas de convergence on a alors : S(z) = > fu(2)

Comme f, est décroissante sur [0, +oo|, que : f,,(0) = 7= et 1121 fulz)=0":
n—+00

alors, on peut pose || f,||., = sup |fu(x)| et on a: || f,]],

= 1+n2
zeRT

1
T ™ n2 > 0 et Z est une série de Riemann convergente, donc, par équivalent

+
Yol falloe = 22 15z est convergente et donc Y f, est normalement convergente sur R

La convergence normale impliquant la convergence uniforme on a »_ f,, converge uniformément
sur R

Les f, étant continues et la continuité étant conservé par convergence uniforme on conclut que

’S est définie et continue sur RJF‘

e Posons a > 0 .

Les f, sont C' sur R* et f)(2) = 50

Posons N(f)) = sup|f/(z)| alors, comme pour f, on a: N(f}) =
r>a

ne—na

1+n2

—na

N(fp) . n?
L 1+n?
7l2

Par comparaison exp-puissance on a :
On en déduit N(f) = o(-5)
Comme ) - est une série de Riemann absolument convergente, alors > N(f},) est convergente

et on en déduit que : Y f! est normalement convergente sur [a,+ool, et donc que Y f!converge
uniformément sur [a, +00|.

— 0 puisque a > 0

n—-4o00

Les f, sont C' sur [a,+oo[, > f, converge simplement vers S sur [a,+oo[, > f/ converge
uniformément sur [a, +oo, donc S est C* sur [a, +00]

Comme | [a, +00[=]0, +-00[ alors | S est C! sur |0, 00|
a>0

b) Soit = > 0, étudions le taux de variations de f en 0 :

400 e~ NT_q +oo
—f(0 n —nxr _
On pose : d(z) = LA = 5 205 = 5 <=0
n= n=
N 1_ € —ne nr
On a pour tout N € N: 0 < Z()Tl+n2 Zlem s < —6(x)
n
—
>0

Donc pour tout N € N: 0 < Z e ™ oz < —6(7)

Soit A > 0. Comme la série ) 7z est divergente et a termes positifs, il existe NV € N tel que

Z 1+TL2 > A + 1 car hm Z 1+ = 400

N—+o00
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N N
Comme lim 7 A==y = 37 oy alors il existe 29 > 0 tel que :
n=0

nr 14+n?

z—0t =0
N o N
Vo €]0,zo[ , | Y = e = 2L | <1
n=0 n=0
On a alors : VA >0, Jzg >0, Vo €]0,z0[ , A <(x)
On en déduit lim —d(x) = 400 donc lim 6(z) = —o0
z—0t z—0t

Donc f n’est pas dérivable en 0, par contre sa représentation graphique admet une tangente
verticale.

Planche 14. Mines-Télécom (Nathan I.)

Exercice 1
Soit p € N*. On considére p positions différentes pour un mobile.
A chaque instant k£ € N, le mobile se trouve a la position Sy € [1; p].
On admet que S est une variable aléatoire.
Entre deux instants, le mobile change forcément de position et ce, de maniére équiprobable.

P(S,=1)

P(S, =2)
On pose : VE e N | X = :

P(Sy =p)

1) Trouver A € M,(R) telle que : Vk € N, Xj 1 = AX;,
2) La matrice A est-elle diagonalisable ?
3) Préciser les valeurs propres de A.

4) Déterminer lim X,
k——+o0

1) Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (associé a la
variable aléatoire Si) (Sk = j)i<j<p, ON & :
n

Vie[1,p] , P(Sks1=1) =Y P(Sk+1 =Sk = J)P(Sk = 7)
=1

J

0 si1=7

Mais, par équiprobabilité et traduction de 'énoncé : P(Sii1 = i|S, = j) = { ) o 7&]

——  sii#]

p—1
o 1 ... 1
. .. . . . 11 0 :
En écrivant matriciellement la relation ci-dessus : X;,1 = AX avec A = — | .

. S
1 1 0
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2) Par le théoréme spectrale | A est diagonalisable dans M,(R) | car A est symétrique réelle.

3) Soit U la matrice ne contenant que des 1.
Alors rg(u) = 1 et donc, par le théoréme du rang : dim(ker(U)) =p—1
1 1
DeplusU | : | =p | : |, donc p est valeur propre de u.
1 1

U admet donc p comme valeur propre simple et 0 comme valeur propre d’ordre p — 1

Comme A = p%l(U — 1,) alors A admet p%ll comme valeur propre d’ordre p — 1 et 1 comme

valeur propre simple.

4°) On a donc A= PDP" avec D = diag(1, .=, ..., =7) et P € Oy(R) (donc P~' = PT)
Alors klim D* = diag(1,0...,0) (matrice de la projection sur vect(e; ) parallélement a vect(es, . . ., e,)
—+00
ou (eq,...,e,) est la base diagonalisant A)

Alors: lim A* = P( lim DF)PT = Pdiag(1,0,...,0)PT

k—+o0 k—+o00
1 = *
. 9, . . . L :
On sait que P peut s’écrire: P = 7 :
1 = *
1 % ... % Y
Donc lim A*=pP=211]: : : . | =1iUu
Ml >l : : : »
1 = *
L\ % *
PD
Comme X; = A*X, alors lim X, = iU X,
k—4o0 p
1

p
Comme ; P(Sy=1i)=1alors| lim X = 110

i=1 k—4o00

_ .

Exercice 2
Soit A={(z,y) eR?, -1 <z <y<ltetU={(z,y) eR?*, -1<z<y<1}

On pose : V(z,y) € A, f(z,y) = (z —y)* — 6ay
1) a) Montrer que A est un fermé borné de R?.
1) b) Montrer que U est un ouvert de R

2) Déterminer les extremums globaux de f sur A.
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1) a) Son pose p: (z,y) € R* = x4+ 1 alors {(z,y) € R* , —1 <z} =p ([0, +oc[). Comme p
est continue et que [0, +oo[ est un fermé alors A; = {(z,y) € R? , —1 < z} est un fermé.
De méme A; = {(z,y) € R? | x <y} est un fermé, Az = {(z,y) € R? | y < 1} est un ferme.
Donc A = A; N Ay N Az est une intersection finie de fermés, on sait donc d’apreés le cours que A
est un fermé.
[z <1

<1 et donc A C B, ((0,0),1).
Yl =

De plus A est clairement bornée car (z,y) € A = {

Donc | A est une partie fermée bornée de R2.

—054

-1-

1) b) Méme technique qu’au a).

2) e f est une fonction de classe C! sur le fermé borné A, donc f est bornée et atteint ses
bornes sur A, soit sur U (intérieur de A) en un point critique, soit sur le bord de A.

e Recherche des points critiques :
(x,y) point critique de f
& grad(f)(z,y) =0
3(x—y)?—6y=0
—3(x—y)*?—62=0

I
3(21)% + 62 =0

y=—x
1222 + 62 =0

x=0 x:%
= ou 1
y=0 y=3

On a (0,0) ¢ U et Q = (_71, %) € U, donc f admet un unique point critique 2 dans U.
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Remarque : (0,0) est sur le bord de A
e Etude sur le bord, soit sur le triangle CDE, avec C' = (—1,—1), D = (1,1) et £ = (—1,1)

e Sur le segment [C'D], on étudie : a:t € [—1,1] — f(t,t) = —6¢2

t —1 0 1

0

a(t) 7N

—6 —6
e Sur le segment [CE], on étudie b: ¢t € [—1,1] — f(=1,t) = (=1 —1)3+6t = —t> - 3t>+3t — 1

V(t)=-3t*—6t+3=-3(t*+2t—1)

A=8=(2V2)2donctV(t)=0at=—-1-vV2<—-lout=—-1++2¢€]—1,1]

t | =1 —1++2 1
4/2 -6 <0

b(t) A N\

—6 -2

b(—14+v2) = (V2> +6(—-1+v2)=4V/2-6<0

e Sur le segment [DE], on étudie c: ¢t € [—1,1] — f(t,1) = (t —1)> =6t =3 — 3t* = 3t — 1
At)=3t2—6t —3=3(t*—2t—1)

A =8=(2V2)?
dt)=0t=1+vV2>1lett=1-+2¢]—1,1]
t | -1 1—+2 1
42 -6 <0
c(t) / N\
—2 —6
o f(Q) =

e On déduit donc de I'étude précédente, en comparant les valeurs sur les bords et au point
critique €2 que :

le maximum de f sur A vaut 3 et est atteint au point Q = (3}, 1)

le minimum de f sur A vaut —6 et est atteint aux points (—1,—1) et (1,1)
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Planche 15. Mines-Télécom (Yoan C.)

Exercice 1

Soit x € C et n € N*. On pose la matrice de M, (C) suivante :

1+ 22 x 0 0
T 1+22 =z :
An(z)=| 0 0
: 1+ 22 T
0 0 x 1+ a2
Calculer det(A,(x))
e Posons pour n € N* | w,, = det(A,(x))
1+22 =z 0 0
r 142 x
On a alors : u,40=| 0 0
: 1+ 22 x
0 0 r 1422 (n2)

I'indice (n + 2) désignant la taille de la matrice

e On développe alors par rapport a la premiére ligne et on obtient :

1+ 22 T
T 1+ 22
Un+2 = (1 —I—ZE2) 0
0
1+ 2?2 T
T 1+ 2?2
= Upo = (1+27%) | 0
0

0
T
oo 1422
0 T
0
T
0 T

= Upio — (1 + 2H)Upyy + 2%u, =0

0 x x
: 0 1+a2

0 —x|: x

T f 0

1+ a2 (nt 1) 0 0
0 1+ a2

T

0 —2*| 0

T :

1+ 22 (1) 0

0

X

1+ 22
T

0
x

1422 =

T
14+ 22

1 4 22
x

T
1+ 22

e On remarque alors que (uy, ),en+ vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 & coefficients
constants homogene d’équation caractéristique : R* — (1 + 2?)R+ 2% =0
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On résout : A = (1 +2%)? —42? =1 — 222 + 2% = (1 — 2?)?

Casl:ax#1letax#—1
. . . 2 2 2 2
Deux racines distinctes : Ry = W =1let Ry = w = g2
On sait alors, par le cours, qu’il existe (a, ) € R? tel que : Vn € N* | u,, = a + fa?" 2

Mais u; = 1 + 2 et ug = (1 +2?)* — 2> =1 + 22 + 2*

:1 2 — x4
Donc {a+6 e & {6 2?1

a+a28=1+a%+ 2! o= =4
n
Donc : Vn € N* | u, = x2:2+_21_1 = > a*
k=0
Cas2:z=1ouz=-1

On a une racine double R = 1 et donc, par le cours, il existe (a, 3) € R? tel que :
Vn e N* | u, =a+ f(n—1)

Mais u; = 2 et uy = 3 (pour les deux valeurs de z)

a=2 a=2
Donc & et doncu, =24+n—-1=n+1
a+ =3 g=1
On remarque que si z = 1 ou x = —1, alors : sz’“:n—i—l
k=0

e On a donc le bilan : |Vn € N* | det(A,(z)) = > a%

Exercice 2
Une urne contient 2 boules blanches et une boule rouge.
On effectue des tirages avec remise. On suppose que les tirages sont indépendants et équiprobables.
Il y a deux joueurs A et B. Chaque joueur tire une boule & tour de réle et A commence.
La partie se termine quand deux boules blanches sont tirées d’affilées pour la premiére fois.
Le vainqueur est celui qui tire la deuxiéme boule blanche de la série.

Quelle est la probabilité que A gagne 7

e Notons By I'événement une boule blanche est tirée lors du & iéme tirage (indépendamment
du fait que ce soit A ou B qui tire la boule).
et Vi I'événement une deuxiéme boule blanche consécutive est tirée lors du k iéme tirage et ce,
pour la premiére fois.
On remarque que : By, est Pévénement : tirer une boule rouge au k iéme tirage.
On pose uy = P(Vj)
On notera aussi G 1’événement A gagne.
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e Par indépendance et équiprobabilité des tirages on a : P(By) = q avec ¢ = %

e Clairement u; = P(V;) = 0 car deux boules ne peuvent pas étre tirées en un seul tirage.

e On a aussi : Vo, = By N By, donc par indépendance : uy = P(V,) = P(By)P(By) =

e Pour k£ > 3, on a par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements

(BlﬂBQ,BlmFQ,E) : - - - o
u = P(Vy) = P(Vi|B1 N By) P(By N By) + P(Vi|By N Bs) P(By N By) + P(Vi|By) P(By)
—— —— ~ ~ v e N

TV
=0 Uk —2 q(1-q) Uk—1 1—q

car on a :
* P(Vk]Bl N By) = 0, en effet V;, n’est pas réalisé puisque k > 2
P(Vi|B1 N By) = P(Vi_3) = uy_ car c¢’est comme si les deux premiers tirages ne comptait pas
P(B; N By) = q(1 — q) par indépendance des deux événements.
(Vk|Bl) P(Vj_1) = ug_1, car c’est comme si le premier tirage n’avait pas compté.
P(B)=1-¢

On a donc : Vk >3, up = (1 — qup—1 + q(1 — qQ)ug—_2
o (uy)r>1 suit une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 & coefficients constants homogéne,
d’équation caractéristique : E, < R?* — (1 —q)R—q(1 —q) =0
Comme g=2alors: E, & R*—fR—2=0&r=2our==

On a alors, d’aprés le cours : Vn € N* | wu, = a(%)”_1 + b(%l)”_1

Avec les conditions initiales :

u =0 a+b= a=73
_ 4 2,1y __ 4 —_ -4
Uz =g 30 —3b=73 b=
n+1 _1\n+1
e Done 1, — (2)7 — 4(2)

+oo
e Par somme des termes d’une suite géométrique : > uy = %11 - 4%& =
n=1 3

ol

On a alors que la partie ne se termine pas est de probabilité nulle.

e Ensuite : G = (J Va,41 donc, par incompatibilité :
n=1
P(G)
+oo
= Z U2n+1
n=1

+oo
=> [(%)QnHH — 4(%1)2%1“} par somme des termes d’une suite géométrique

n=1
= () )™
- 9 9
n=1
_ 16 1 4 1 _ 16 1 _ 32-5 _ 27 _ 3
- 81 17% 81 175 T Bx 2x9 — 90 ~ 90 ~ 10

La probabilité que A gagne est de 1%
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Planche 16. Mines-Télécom (Tom B.)

Exercice 1
On pose : f(z) = In(l + x + 2?)

a) Donner le domaine de définition de f.
f est-elle continue 7 C! ? C*° sur son domaine ?

b) Déterminer le DSE, de la fonction f

a) e 1 + 2+ 2? = 0 a pour discriminant A =1 —4 = —3 < 0, donc 1 + x + 22 est de signe
constant, donc 1 + 2 + 22 > 0 pour tout z € R et donc
’le domaine de définition de f est R‘

° ’f est continue et méme C'* sur R‘ comme composée de fonctions C*.

b) Ona:Vr€R, , fiz) = it = e — 14 L

avec j = exp(3) P =jet 1+j+52=0

Alors : f/(z) = =415 — l.%

j 1-= j 17%
+o0
On utilise le DSEy : +- = >~ u” valable pour u € C tel que |u| <1
n=0
On obtient, pour x €] — 1,1[: f/(z) ==L > 2 -2 3 20
J n=0 J J n=0 J
/ oo 1" 1_77. 1 oo n too n
ou encore f'(z) = _77;0 (;;‘—n + Ef—n) = —2Re<7 nz::() j—n> = —2Re<nz:0 jffﬁ)
+00 A too
Donc f'(z) = —2Re( Y exp(—(n+ 1)%%)z") = > —2cos(—(n+ 1)3F)a"
n=0 n=0

On peut intégrer un DSE, et comme f(0) = 0 alors :

2 w 2(n+1)7my gntt
Vee|—-1,1], f(z)=In(l+z+2°) =— 2_:02608< 3 )nJrl
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Exercice 2
Soit (E, <,>) un espace préhilbertien et v € L(E) vérifiant : Ve € E |, < u(z),x >=0

1) a) Montrer que V(z,y) € E? | <u(z),y >= — < z,u(y) >
1) b) Montrer que : Ker(u) = (Im(u))*

2°) Montrer que si B une base orthonormée alors la matrice Mp(u) de u relativement a B est
antisymétrique.

1) a) Par propriété de u :
<u(r+vy),z+y>=0
=< u(z)+uly),r+y>=0
= <u(z),r >+ <u(z),y >+ <uly),r>+<uly),y>=0
——— ———

=0 =0
=< u(z),y >=— < z,u(y) >

On a donc: |V(x,y) € E? | <u(x),y >= — < z,uy) >

1) b) e Soit = € ker(u)
Soit y € I'm(u). Alors on écrit y = u(z) et on a :
<zy >=<x,u(z) >= — <u(zr),z >= — < 0g, 2z >= 0 puisque = € ker(u) = u(zr) = 0g
Ona:VyeIm(u), <z,y>=0doncz € (Im(u))*
On a donc ker(u) C (Im(u))*t
e Soit z € (Im(u))*
Alors Vy € E, < z,u(y) >= 0 donc < u(z),y >=0
En particulier, si on prend y = u(z), alors < u(z),u(z) >= 0 donc u(x) = 0g et donc = € ker(u)
On a donc (Im(u))* C ker(u)
e On a les deux inclusions pour montrer que ker(u) = (Im(u))*

2°) Soit A = Mp(u) = (a;;) la matrice de u relativement a B.

On remarque que : a;; =< u(e;),e; >, donc le 1) a) donne :

a;; =< ulej),e; >= — < u(e;),e; >= —a;,; et donc | Mp(u) est antisymétrique.
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Planche 17. Akram M.

Exercice 1
—+oc0o

SOltfl’f—) J jﬁdt
a) Déterminer le domaine de définition D de f.
b) Montrer que f est C* sur D.

c¢) Déterminer la limite en +oo de f

p F : RxI — R Jn - g\t
a) Posons : (1) o el—j; avec I = [0, +-o00[ pour avoir : f(a:)—lf (z,t)

e Pour tout € R, t — F(z,t) est continue sur I, l'intégrale f(z) pose donc probléme en +o0.

e Siz < 0alors lim F(x,t) = 400, donc F(x,t) > 1 > 0 au voisinage de t = 400, donc

t—-+o0

[ F(x,t)dt est divergente.
I

+0o0o
~ % > (), et comme f %dt est divergente, par équivalent,
1

eSiz=0: F(x,t) = F(0,t) =
f(0) est divergente.

1+t2

eSiz >0, F(z,t) = o(t%) pour t au voisinage de +00 et donc, par négligeabilité, comme t +— t%

est intégrable sur [1, +o0[, f(z) est convergente.

e BILAN : |Le domaine de f est D =|0, +o00|

b) Soit a > 0.
F est C* sur son domaine et V(z,t) e Rx I, Vk e N | %(z,t) = %e*‘”

On a V(z,t) € [a,4+o0[x ],

Ok F tk —at
Oxk <x7t)‘ < 1+t26

k . ..
Comme ¢ me ~ est continue par morceaux sur [0, +oo[ et que au voisinage de 400 :

%e“” = o(3) alors t — \/ﬁe ~ est intégrable sur [0, +o0o[ donc par comparaison :
t — 9 (x,1) est intégrable sur [0, oo

(vt e [0, 400, z+ f(x,t) est de classe C" sur [a, +00[

Vz € [a,+o0], Vk € [[O n—1], t 2L (z,t) est CPM et intégrable sur [0, +oo|
Soitn € N*. Ona: { Vx € [a,+o0o[ , (:U t) est continue par morceaux sur [0, +oo[
Y(z, 1) € [a, +oo[x [0, +oo[ , ]g OF () t)‘ i

avec t — %e‘“t intégrable sur [0, +o00|
\
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On peut donc appliquer la généralisation du théoréme de dérivation pour les intégrales a
paramétres et on en déduit que f est de classe C™ sur [a, +00|

Comme | [a, +oo[= D et que la dérivation est une notion locale alors f est de classe C™ sur

a>0
D.
Comme ce résultat est valable pour tout n € N* alors f est C™ sur D.

Bilan : ’f est O sur D‘

vt €]0,+o00[, F(x,t) — 0

r—r+00

t — 0 est continue par morceaux sur |0, +o00[

¢) On a L
V(l’,t) € [17+OO[X]07 —I—OO[ ) ’F(Zﬁ,t” S ﬁe
avec t — ﬁe‘t intégrable sur |0, +00]
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée a paramétre continue et on obtient :
+00 +00
li F(x t)dt = lim F(x,t)dt
A Pl dt=f L )

+oo
= lim f(z)= [ 0dt=0
0

T—r+00

On a donc : | lim f(z) =0

T——+00
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Exercice 2
Soit X7 et X5 deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi binomiale de paramétre

X; 1
1 . . 1
(n, 5). Soit M la matrice ( 0 X2>

a) En développant de deux maniéres le polynome (1 + X)?" montrer que : > ((”))2 = (2”)
=0
b) Calculer la probabilité de I'événement (X; = X5)

c¢) Quelle est la probabilité que M soit diagonalisable ?

2n
a) D’une part, par le binome de newton : (1+ X)* = (?)X’“
k=0

Drautre part : (1+2)7 = (1+2)"(1+2)" = (3 ()XF) (32 () X0) = 325 (7) (1) X+

Si on ne regarde que le terme de degré n : (*") = i ) = i (("))2
0

n

On a donc : | Y ((Z))Q = (2:)

k=0
b) (Xi=Xo)=UXi=kNnXy=k)
k=0
Par incompatibilité : P(X; = Xy) = > P(X;1 =kN Xy =k)

k=0
Par indépendance de X; et Xy : P(X; = Xo) = > P(X; =k)P(Xs =k)
k=0

n 2
Comme on connait les lois de Xj et X5 : P(X; = X5) = > (i ("))

2n
On utilise le a) et on a : | P(X; = Xy) = (4L)

c¢) Une matrice triangulaire a ses valeurs propres sur la diagonale donc X et X5 sont les valeurs
propres de M

Si X; # Xy, M admet deux valeurs propres distinctes donc M est diagonalisable.

Si X7 = X, alors M admet une unique valeur propre et n’est pas une matrice scalaire (# al,,),
donc M n’est pas diagonalisable.

On a donc : M diagonalisable ssi X; # X5 et donc

)

4TL

P(’M diagonalisable’) =1 — P(X; = X5) =1 —
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Planche 18. Mines-Télécom (Nino D.)

Exercice 1
Soit 3 €]0,1[ et x > 0. On pose, pour tout n € N* | u,(z) = ~5 — )P

1) Donner un équivalent de u,(x) lorsque n — +o0

+oo
2) Montrer que : S :x+— > u,(x) est bien définie sur R**

n=1
+o0o
3) Montrer que : S : x> Y u,(z) est de classe C' sur R™

n=1

4) Déterminer lim S(z)
z—0t

4) Déterminer lim S(z)

T—r—+00

1) On remarque que le z > 0 assure que n + x ne s’annule jamais.

(nJrlas)ﬁ :n/’(1+ B_Lﬂ( 6x+0 >) :n%_ﬁnlﬂi—i_o(nllﬂi)

Donc u,(z) = f=5 + o(=) et donc, comme 8 # 0 : |u,(z) ~ [

2) Comme B—%5 >0et B+1>1,0na ) A% quiest une série de Riemann, et par régle de

I'équivalent pour les séries a termes positifs, on a : | > u,(x) convergente pour x € R**

'3) Les fonctions u, sont C* sur R* et u,(z) = W
Soit a > 0.
Pour tout x > a on a : |u,(z)| < W, comme Z# est convergente (Riemann avec

41> 1), alors, > u/, converge uniformément sur |[a, +oo[

les fonctions u, sont C* sur [a, +00]
On a: ¢ > u, converge simplement vers S sur [a,+oo[ donc, par le théoréme de dérivation
> ul converge uniformément sur [a, +o0|
des séries de fonctions, S est C! sur [a, +oo|

Comme la dérivation est une notion locale et que |J [a, +oo[= R, alors :
a>0

S est de classe C* sur R%,
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+o00o

4) @ Soit > 0. Ona S(x+1)= > u,(v+1)
n=1
On va passer par les sommes partielles. Soit N € N*
N N . N N ! N NHL

En faisant tendre N vers +oo, on obtient : S(z + 1) = S(z) + 13
e Onadonc: S(z) =Sz +1) —
Comme S est continue en z = 1 alors : 1im+ S(z)=5(1)—1
z—0
N
Pour calculer S(1) on passe par les sommes partielles : 7;1 (niﬁ - W) =1- m N 1
Donc S(1) =1 et lim S(x) =0
z—0*t
On en déduit : | lim S(z) =0
z—0t+
5) Soit A > 0 .
N
Comme 3 €]0,1] alors ) -5 est divergente, donc, il existe N € N tel que : > 45 > A +1
n=1

On a: S(m)—§o<i—;)

n
N
Mais > —1- — 0 car la somme est finie.
(n+z)? T—>+00

N
DonCEIxO>O,Vx2m0,O§ZW§1
n=1

Onaalors: VA >0, Jzg, Vo > 20, S(zx) > A

Donc par définition de la limite : 1151_1 S(x) =400
T—>+00
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Exercice 2

On donne la fonction Cx (t) = =%
a) Montrer que C'y est la fonction génératrice d’une variable aléatoire X dont on donnera la loi.
b) Déterminer 'espérance et la variance de X.

c¢) Déterminer la loi de Y = X — 1, son espérance et sa variance.

d) 7777

) Cx(t) = 24 = %2
+o00

On utilise le DSEy usuel : Yu €] — 1,1, &= = > u"
n=0

On en déduit : V¢ €] — 3,3[, Cx(t) = 2 Z &

On a donc : Vt €] — 3,3, Cx(t) = Z st
n=0
+o0
ou encore : Vt €] — 3,3, Cx(t) = Y &t"
n=1

Cx est donc une série entiére, de rayon de convergence 3, de coefficients positifs, comme de
plus Cx (1) = 3%1 = 1 alors, on peut dire que C'x est la fonction génératrice de la variable aléatoire

X(Q) = N*
VHEX(Q) , P(X:n) :l:%(l_z)nfl

X définie par : {

b) Cx est dérivable deux fois a gauche en t = 1 puisque 1 est a U'intérieur de U'intervalle ouvert
de convergence, donc, d’apreés le cours, X admet une espérance et une variance donnée par :

E(X) = Cx(1) et V(X) = C%(1) + Ck (1) — (Cx(1))*

2(3— 2
Cg((t) = ((3_%—2 L = -0

C’% (1) = 2 donc E(X)

_6 s et C%(t) = (3 t); donc
g De plus C% (1) = £ = 2 donc V(X)) =

N
4
rolce
|
o
I
EN[S]

On a donc |E(X) =2 et V(X) =

3
4

On peut aussi remarquer que : | X suit une loi géométrique de paramétre p = %

c)SiY=X—-TlalorsY(Q)=NetVneN, PY=n)=P(X=n+1)=

Par lin¢arité de Pespérance et propriété quadratique : |E(Y) =1 et V(Y) =V(X) =2
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Planche 19. Mines-Télécom (Lauréana P.)

Exercice 1

On considére un espace probabilisé (2, 7, P).
Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur {—n, —(n—1),...,—-1,0,1,2,...,n—1,n}
Soit ¥ = |X|

1) Déterminer la loi conjointe de (X,Y)

2) Déterminer la loi de Y.

3) Déterminer E(X), E(Y) et cov(X,Y)

4) X et Y sont-elles indépendantes 7

1) On a X(Q) = [—n,n] et Y(2) = [0,n]
Comme X suit une loi uniforme et que card(X(Q)) =2n+1: Vk € X(Q), P(X =k) = ;-
Soit i € X () et j € Y(Q).

Si ((Xzi)ﬂ(Yzj)) £ alors j=|i| ©i=joui=—j

On a donc :

Cas1: 7 # |

Alors : P((X =N = j)) = 0 puisque : ((X =i)NY = j)> =0

Cas 2: j = |1
Alors : (X =)0 (Y =) = (X =i) done : P((X =)0 (Y =) = 55

0 sij#li

spr 517 =il

Donc Vi € [—n,n] = X (), Vj € [0,n] =Y (), P(X—z'ﬁY—j)—{
2) Soit k € Y(2)
Cas1: k>0

Alors: (Y =k) = (X =k)U (X = —k))
Par incompatibilité : (P(Y =k) =P

Cas2: k=0

Alors (Y =0) = (X =0) donc P(Y =0) = 5
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La loi de Y est donnée par : PY =0
Vke[l,n], PY =k) =

3) ¢ Comme X et —X suivent la méme loi, E(X) = E(—X) et donc | E(X) =0

¢ E(Y)=0.P(Y =0)+ > kP(Y = k) = Z = 2 ) qone EY)= alntl)

e Par définition : cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Soit Z =XY =X |X]alors E(Z)= ) k|k|P(X=k)=0

k=—n

Finalement |cov(X,Y) =0

4) P(X—lﬂY—l) = %H
P(X=1)= 2n+1, PY =1)=5"7 +1 donc P(X =1NnY =1)#PX=1)PY =1)
et donc ’X et Y ne sont pas 1ndependantes.‘

Exercice 2

(u) = a+o(1)
Soit ¢ une fonction continue sur R vérifiant : u=0 avec (o, () € R?
p(u) = L+o(1)
uU—r—+00
On considére f : z — f 2+w2du
1) Montrer que f est définie sur R**
2) Simplifier, pour x > 0 : f u2+ ———du et f rd

< K avec K indépendant de x

+
3) Montrer que : ‘ S ff ~du

4) Montrer que : f(z) = £Z +0(2)
5) Trouver un développement asymptotique en 0 du méme genre qu’au) 4.

6) 7777
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1) Pour z > 0 fixé on a u — u‘gff@ continue sur [0, 00|

Il faut voir ce qui se passe en +o00
On remarque que comme @ est continue, et vu les limites aux bornes, on a : ¢ bornée sur R*

Dong, il existe M > 0 tel que : Vo >0, |p(z)| < M

. o(u) M M
Alors : YVu > 0, |55 < i < 4z
M . ’ . U . 2
Comme v — -5 est intégrable sur [1, +oo[ alors, par comparaison, u — ufi; est intégrable sur

[1, +o0]

Comme il n’y avait pas de probléme sur [0, 1], alors u uf(jgg est intégrable sur RT et donc :
f est définie sur R**
L p 1 1 arctan(L)
1 z
2) e 0fu2+x2 bf—Q o du = [carctan(%)]g = —

1
o [ iadu=[Yn(u? + 22} = Lin(2E) = Ln(1 + %)
0

e Bilan :

1 1
Ly — arctan() ot f u2ix2 du = %ln(l + L)
0

o .

uZ+z2 x 2
3) Comme ¢ est bornée par M (notation du 1)) : ‘uﬁ(f; < uQHQ < u”é
Donc, comme les intégrales sont convergentes, par inégalités de la moyenne :
+00 +o00
2+CEQClu < [ Bdu=M
1

+oo

En posant K = M, on a donc : 2+ 2du < K avec K indépendant de x
1

400
4) @ Pour z > 0: f(x) = ) —
) 1) = T s
Effectuons dans f(z) le Changement de variable C! bijectif : ¢ = % (donc du = xdt), on a alors :

+oo
t t)
z)=1 Of A dt = xf(x) f 2 gt
M ‘
__ 7
° bf thdt—?

e Soit € > 0. Alors lim ¢(X)=/¢=3Xo>, VX > X, |p(X) /(| <¢

n—-+00

.POSOHSZ'Q:%. Alors Ve > xgona: t > e = at > xe = ot > 19 = |p(at) — (| < e

o xf(x f go(l"i;zdt
. e lo(at) —¢ ol p(xt) — ¢ p too | -
of(x) - 2| < |2 1+t2 ‘dt f ‘—1+t2 dt < [ M+ [ fopdt = (M +5)e
0 € 0 €
—_—— —_—
=M —1-032
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e Onadonc: Ve>0, dzg >0, Vo >z,

xf(r) — %’r‘ < (M4 %)e

Par définition de la limite on a donc : lirf zf(z) = %”
Tr—r+00
On en déduit : | f(x) i 2 4o()

+00
5) On reprend l'expression du 4) : zf(x) = %dt
0

(Vi €]0, 400, lim €29 — oL
z—07F

Ve >0, t— % est continue par morceaux sur |0, +oo|

Ona: (t— a# est continue par morceaux sur |0, +o00|

Vo >0, Vt €]0, +ool , f(ft? < 5
M

|t — 13 est intégrable sur |0, —|—oo[
Dongc, par le théoréme de convergence dominée & parameétres :

“+o00 ( t) “+00 ( t) “+00 1
. _ . (p x _ . (p I . . a/ﬂ-
xh_f& zf(r) = mh_féﬂ ) e dt = of xlgéﬂ e dt = of apdt =5

On en déduit : | f(z) = &+ 0(%)

z=0 2%

Planche 20. Mines-Télécom (Swann L.)

Exercice 1

2997972777797

Exercice 2

n
Pour n € N* on pose : S, = >
k=1

Sl

1) Déterminer lim S,
n—-+0o

2) Trouver un équivalent de S,

3) On pose u, = Sn(;(#l)n Etudier ) u,
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1) D’aprés le cours et Riemann ) \/LE est une série divergente a terme positifs donc: | lim S, = o0

2) Comme t — L est décroissante sur |0, +oo[ alors : Vk € N* | Vt € [k, k+1], = < L < =

Vi k+1 — vt — Vk
k+1
En intégrant entre ket k + 1 : \/klﬁ < { \/iidt < \/LE
n n+1 n
s 0 : . 1 1 L
On somme de £k =1 & k£ = n et on utilise la relation de Chasles : 1?:31 T < 1f \/Edt < 1?:31 NG
Donc S,, + \/%TI —1 <2V < S,
=S+ A5 —1<2yn+1-2<85,
1 1 2/n+1 2
=lts/mm =5 —5 =l
Compte tenu de la limite du 1) : nl_l}I}_loo M 2 =1
Donc : S, ~2v/n+1~2y/n
Bilan : | S, ~ 2y/n
R G ) L € ) L S G O 1 (=" 1))  (=D" 1 1
3) un - S”+(_1)n - S” 1+(—Sl)” o Sn (1 N Sn + O(S_”l)) o Sn B S_721 + O(S_%)
Posons a,, = (_Sln)n et b, = u, — a, de telle sorte que : u, = a, + b, avec b,, ~ —%

Par le théoréme spécial on a : > a, convergente.

Comme b,, ~ —% ~ Z—i < 0etque ), % est une série de Riemann divergente, alors, par la régle
de I'équivalent, on a : ) b, divergente.

un:a'n+bn

> a, convergente donc on a: | u, est divergente.
> by, divergente

Planche 21. Mines-Télécom (JeSaisPlusQui)

Exercice 1

zy"(z) + 2y (z) — zy(z) =0

1) Trouver les solutions développable en série entiére en 0 de : { (0) =0
y =

2) Résoudre (E) < zy’(z)+ 2y (z) —zy(z) =0 sur |0,+o00|

3) Résoudre zy”’(z)+2y'(z) —xy(x) =0 sur R
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+o00
Supposons que y(z) = Y a,x™ ait un rayon de convergence R > 0 et soit une solution de £

n=0
sur | — R; R|

Comme on peut dériver une série entiere terme a terme sur son intervalle ouvert de convergence

+o00

y'(x) = 32 naya™
n=0
+oo

y'(x) = > n(n —1)a,z"?

n=0

alors : Vx €] — R; R[

On a alors :
y solution de E sur | — R; R|
& Ve el —R;R[, zy'(z)+ 2y (z) —zy(x) =0
+o00 +o0 +00
sVrel—RR[, x> nn—1a,z"?+2> na,a" ' —x > a,2" =0
n=0 n=0

n=0

PR oo +00
sVeel-RR[, Y onn—1aa" "+ > 2na,2" ' — > a,2"t =0
n=0 n=0 n=0

& (1)

Changement d’indice : p—1 =n+1 < p = n + 2 dans la derniére somme et p = n dans les
deux premiéres.

+0oo 400 oo
(1) & Vo el = R;R[, 3 plp— Dapa?™t + 3 2paa?™ — 3 appaP™' =0
p=0 p=0 p=2

On fait commencer les sommes au méme indice :

400 +00 +oo
() Vel —R,R[, 0+0+ > plp—1)apx?t +0+2a; + > 2pa,a?™t — > a, 22771 =0
p=2 p=2 p=2

On regroupe les sommes car elles convergent

+00
(1) & Vo €] = R, R, 2a1 + Y [p(p — Day + 2pa, — ap o]z’ =0
p=2

Par unicité du DSE,, puisque R > 0

()& a;=0et Vp>2 p(p—1)a, +2pa, — ap—o =0
Sa;=0etVp>2 p(p+1)a, —ap—2=0

= > - 1
Sa=0etVp>2 a, 2o W2
Recherche : ay = =a Uy = =y = s—2—a
- 92 7 9x3%0 47 24x5Y2 T 2x3xax50
Aoy = m—t—mal = L L__a
2n 7 @n+1)x(2n) 202 T (2n+1)x(2n)  2x3x4x5 0
, agny1 =0
Montrons par récurrence sur n € N que : Vn € N | (1
2n = Gy do

Au rang 0 : On a déja montrer que a; = 0 et on a bien ay = ag
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Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n et on la montre au rang n + 1

o 1 _ 1 _
@243 = GprayEnss) %2ntl = Garsenry X 0 =0

_ I TP 1 1 1 _ 1
Q2(n+1) = Q2n+2 = G13)2nt2) 927 = @nr3)@nt2) @t )l 0 = 2at3) %0 = Eirmrnrnido

On a donc bien le résultat au rang n + 1

nt1 =0
Conclusion : Vn € N | {a2 i

_ 1
2n = Gpyn1%o

+o0o 1 9 too 2n
On a donc y(x) = ag > Gninit = Qo Z @n+1)
n=0

i too 2n+1
Or on sait que Vo € R | sh(x) = Z @nrt

On en déduit que y est de rayon de convergence +oo et que zy(z) = apsh(x)

sh(x) . 0
On a alors : y(z) = {ao o sl #

ap siz=0

Comme, on a raisonné par équivalences et que R > 0 on sait peut remonter les équivalences.
Conclusion :

Les solutions développables en séries entiéres en 0 de F, sont définies sur R et s’écrivent :

{ao Shy) siz#0

ap six=0

y(x) = avec ap € R

sh(z) 0
2) Posons yo(z) = * S? v
1 siz =10

la forme y(z) = A\(x)yo(x)

et cherchons les solutions de I’équation différentielle sous

Ce changement de fonction inconnue est licite car, dans cette question, on résout sur |0, +00]
et que x # 0 sur cette intervalle.

Alors y = Ayo = v/ = Nyo + Ayy = v = N'yo + 2N yy + Ayj)

Ve >0, zy'(z)+ 2y (x) —xy(z) =0
Ve >0, x(Nyo + 2Ny, + Ayg) + 2(Nyo + Ay) — 2 Ay = 0 on utilise yo solution
< Ve >0, :E)\”yg + 22Ny, +h2/\’y0h: 0 .
S Ve >0, aNEE) g gp el osh() 4 g\rsh() _
= Ve >0 Sh(l‘))\” + N 2zch(z)—2sh(z)42sh(x) -0
Ve >0, sh(x)\N" + 2ch(z)N =0 on pose A=N
SV >0, Az) = =20 gy 2 dz = —In(sh(z)) on a une EDL; homogéne
sh(z) sh x)

V>0, A(z) = aexp( 2In(sh(z))) avec a € R
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SVe>0, N(z)=a hg()avecaeR
) = ;Zhg + b avec (a,b) € R?
) =

a4 pE) vec (a,bb) € R?

SV >0, Mz
SVe >0, yz

Les solutions de (E) sur |0, +-o0[ s’écrivent : y(z) = a%(m) + b%(x) avec (a,b) € R?

3) On montrerai comme en 2) que les solutions de (E) sur | — 0o, 0] s’écrivent de la méme
maniére que celle sur |0, +o00|

Supposons que y soit une solution de (F) sur R (il y en a au moins une, la solution nulle).

Alors, la restriction de y a ]0, +o0| est Solutlon de (E) sur |0, 400 et donc, avec le 2), il existe
(a,b) € R? tel que : Vz >0 , y(r) = a—"= bSh

De méme, la restriction de y & | — 00, 0] est solution de (E) sur | — 0o, 0] et donc, il existe
(c,d) € R? tel que : Vo <0, y(z) = c%@+d#

Comme y est solution sur R alors y est continue en 0 et on a donc :

lim y(z) = lim y(z) =y(0) & hm a—>= Ch(‘r dSh = lim =0 4 gsh@) — )
z—0+ —0~ —0+ 0~ r *
Comme, au voisinage de 0 : ( L 16t & ( ) %, pour que les limites existe il faut a = b =10

et pour que les limites a gauche et a droite sment les mémes il faut b = d
On a donc : y = by,
Réciproquement les fonctions de cette forme sont solutions de (£) sur R.

Bilan : les solutions de (E) sur R sont celles trouvées au 1).

Exercice 2

Que dire de A € S, (R) vérifiant : A% + A* + A% + A2+ A+ I, = Oppym) ?

On a déja, comme A € S, (R), que A est diagonalisable dans M, (R).
Si A est une valeur propre de A, alors A est réelle et est racine du polynéome annulateur de A :
P=1+X+X2+X3+X*+X°

Pour X #1ona: P =25 ))(( , donc les racines réelles de P sont {—1,1} privé de {1}.

—1 est donc la seule valeur propre possible pour A, donc A est semblable & —1,, et donc H
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Centrale

Centrale : mathématiques 1

Planche 22. Centrale Math 1 Tom B.

On s’intéresse a une série entiére de la forme S(t) = > a,t”
n>0

Q1) On suppose que Y a, est convergente.
Montrer que : lim S(t) = > a, dans les cas suivants
t—1 n>0
{i)(an)neN est & termes positifs ou nuls

i) (|an|)nen est décroissantes et la série Y a, est alternée

+o0
Q2) Application . Calculer ngl m
+o00 _1yn
Q3) Calculer ), %

n=1

Q4)

fo :+ [0,1] — R
t —  a,t"
Alors ||full, = an > 0 et comme ) a, est convergente, alors : ) f, converge normalement et
donc uniformément sur [0, 1]
Comme les f, sont continues, par transfert de continuité S est continue sur [0, 1]
La continuité de S en 1 donne le résultat voulu.

Q1) @ i) Posons : Vn € N :

e ii) On pose les mémes f, que si dessus.

Alors [S(t) — g:ofn(t)

On a encore convergence uniforme (mais peut-étre pas normal) et donc S est continue sur [0, 1],
méme fin qu’en i).

< Nant™| < |ay| e 0 par le théoréme spécial.

+Oo n . . .
Q2) Posons S(t) = > m pour pouvoir appliquer Q1)i)
n=1

S est une série entiére de rayon de convergence 1 et Vt €] — 1, 1[, aprés dérivation terme a terme :

S/ o +OO t"+1
() = 2. e

+o0o “+o0
% _ o1 tnt2 1 2 -1 1 In(1—t)
S =2 im=n 1n+2t—2<—l”(1—t)—7—>——7—z— z
n= n=

A . _ In(1—t) 3¢2
Aprés calculs : S(t) = —(t — 1)? 4 % _ %
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Comme L

1
n(nt)(nt2) =~ nd
peut appliquer Q1)i) :

5 > 0, par équivalent et Riemann : > e +11) =) est convergente et on
. . Jroo
En passant a la limite }

L
n(n+1)(n+2) = 4
n=1

Q3) on pose S(t) = 53

n=1

> (= l)nt" pour pouvoir appliquer Q1)ii)
S a pour rayon de convergence 1 et Vt €] —1,1]

() = S~ = L

En intégrant et parce que S(0) =0 on a: S(t)

n=1 T+
=—In(l+1t)sur | —1,1]
+0 n
Avec QQ1)ii) on peut prolonger la formule en t = 1 et on obtient : ) (_7? = —In(2)
n=1
Planche 23. Centrale Math 1 Nino D
On note K =[0,1] x [0,1] et U =)0, 1[x]0, 1 [

On cherche a étudier : f: (x,y) — :By\/ 1—

z)(1—1y)

1) Déterminer le domaine de définition de f, noté Dy
Représenter Dy graphiquement

2) Montrer que f admet un maximum et un minimum globaux sur K

3) Déterminer les extremums locaux de f

Dy = (]

1) Pour que f soit définie il faut que (1 — z)(1 —y) > 0 donc

— 00, 1]x] — 00,1]) U ([1, +o0[x[1, +-00[)

) On remarque que K C Dy et que K est une partie fermée bornée de R?

On a donc f est continue sur une partie fermée bornée de R? donc d’aprés le cours f admet un
maximum et un minimum sur K.

) Comme f est C' on peut préciser que le minimum et le maximum de f sont atteint a
I'interieur de K (c’est & dire U) en un point critique ou sur le bord de K (0K = K\U)
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Recherche des points critiques sur U :
grad(f)(z,y) =0

T 01— — 2u(l — )l _g
yV/ (L =2)(1 —y) —ay(1—y); (=20 on utilise z # 0 et y # 0 sur U
v/ =2) (1 —y) —ay(l —2)——— =0

2y/(1—=2)(1-y)

V—2)(1-y)=2(l-y)———

(1—2)(1—y)
VIl —2)(1-y) =y —x)m
o 2 -a)l—y)=2(l-y)
21 —z)(1—y) =yl — )
21 —x)==x
- {2(1 ~y) =y

On a f(%, %) = % et on remarque que sur 0K, f est nulle.

Donc le minimum de f vaut 0 et est atteint sur le bord de K.

Le maximum de f vaut - et est atteint au point (3, 2).
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Centrale : mathématiques 2

Planche 24. Centrale Math 2 Tom B.

On pourra utiliser numpy, numpy.random

On considére un ascenseur a p étages. Au rez de chaussée, n personnes montent.
Chaque personne descend au hasard et indépendamment des autres & un étage.
On note X la variable aléatoire comptant le nombre d’arréts de ’ascenseur.

Q1) Ecrire un programme de paramétre (n, p) simulant le nombre d’arréts de 1’ascenseur.
On pourra utiliser rd.randint(a,b) renvoyant un entier aléatoire de U'intervalle [a, b]

Q2) Pour tout i € [1, p], on note X; la variable aléatoire représentant si I’ascenseur s’arréte ou
non a l’étage 1.
On a donc X; = 1 si une personne ou plus descend & 1’étage 7 et X; = 0 si aucune
ne descend.

a) Donner la loi de X;
b) Donner le lien entre X et les X;, puis calculer 'espérance de X en fonction de n et p

c¢) Calculer lim E(X)

p—+o00

d) Ecrire un programme qui, pour 3 < p < 20 effectue 1000 tirages et renvoie une approximation
de E(X).
Ceci vérifie-t-il le résultat théorique précédent ?

Q3) Pour deux ensembles finis de cardinal respectivement a et b éléments, on note S, le
nombre de surjections entre ces deux ensembles.
Sap st le nombre de surjections de [1,a] dans [1,b]

Q3) a) Exprimer la loi de X a I'aide de la famille (Sap)(ap)enz
Q3) b) Calculer S(a,b) dans le cas b>a
Q3) ¢) Calculer S(a,1), S(a,2) et S(a,a)
Q3) d) Calculer S(a+1,a)
Q3) e) On suppose a>1 et b>1. Montrer que :
S(a,b) =b(S(a—1,b) + S(a—1,b—1))
Q3) f) Ecrire une fonction Python, utilisant les résultats précédents, permettant de
calculer S(a,b)
Q3) g) Avec Python, calculer F(X) & 1’aide de Q3) a) et Q3) f)
Comparer avec le E(X) théorique.
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import numpy.random as rd
import math

def Qi(p,n):
L=[]
for i in range(n):
L.append(rd.randint(1,p+1)) # liste des arréts de chaque personne

nbARRET=0
for k in range(1,p+1):
if k in L:
nbARRET=nbARRET+1
return nbARRET

Q2) a)Notons Y}, la variable aléatoire donnant le numéro de I’étage auquel la personne k descend.
Par hypothése les Y}, sont indépendantes et suivent toutes une loi uniforme sur [1, p]

Ona(X;=0)= N (Yr#1)
k=1
Mais comme les Y sont indépendantes : P(X; =0) = [[ P(Yx # 1)

Et P(Y), #1) = pT par équiprobabilité.
Done P(X ( )

n
Finalement : | X; suit une loi de Bernoulli de paramétre 1 — (’%)

p
Q2) b) On a clairement : | X = > X;

k=1

=

p
Par linéarité de Pespérance : E(X) = > E(X))
k=1

p
Comme on connait I'espérant d’une loi de Bernoulli : E(X) = ) (1 - (p_l)">

On a donc : |E(X) = p<1 - (p_1)n>

p

Q2) ¢) E(X) :p(l—e:cp(nln(l—%)) = p(l—exp(’?"—i-o(%))) :p(l—l—i-%—l—o(%)) =n+o(1)

Donc: | lim E(X)=n

Remarque : si il y a une infinité d’étage, chaque personne descend a un étage différent ... (trop
de choix )
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Q2) d) (tester, ¢a marche)

def Q2(n):
for p in range(3,21):
e=0
for i in range(1000):
e=e+Q1(p,n)
e=e/1000
print(e,’ expérience pour p=’,p)
f=p*(1-((p-1)/p) **n)
print(f,’ théorique pour p=’,p)

Remarque : ¢a a lair d’étre bon, (testé avec d’autre valeurs ...)
Q3) a) On a bien sir X(Q2) C [1,n]. On peut méme préciser en X (Q) = [1, Min(p,n)]

Pour k € X(2) on a: (X = k) qui correspond a une surjection de [1,n] dans une partie a k
éléments de [1,p]

Nya: (Z) partie de cette forme et S, ; surjections correspondant.

Par équiprobabilité : | P(X = k) = ()5

Q3) b) Si ¢ est une surjection de [1,a] dans [1,b] alors ¢([1,a]) = [1,0] et donc a <b
Il n’y a donc pas de bijection de [1,a] dans [1,0] si b > a

Bilan : |b > a = S(a,b) =0

Q3) ¢) Ci-dessous ¢ désigne une application de [1,a] dans [[1,0]

e Si b =1 alors il n’y a qu'une image possible pour un élément de [[1, a]] donc ¢ est la fonction
constante égale a 1 sur [1,a] et donc S(a,1) =1

e Sib=2
Pour commencer, il y a : 2% applications de [1, a] dans [1,2].
Presque toutes sont surjectives, sauf celle constante égale a 1 et celle constante égale a4 2. Car une
application qui n’est pas constante prend deux valeurs, donc toutes les valeurs de [1, 2]
On ainsi : S(a,2) = 2* — 2 (on remarque que si a = 1 alors S(a,2) = 5(1,2) = 0, on retrouve le

a))

e Si b = a, alors comme card([[1, a])) = card([1,b]), une surjection est une bijection et a 1’aide
du cours, on en déduit : S(a,a) = al

S(a,1) =1
e Résumé : | ¢ S(a,2) =2 —2
S(a,a) = al
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Q3) d) Si ¢ est une surjection de [1,a + 1] dans [1, a] alors on a :
S™card(f~1({k}) =n + 1 avec card(f*({k}) > 1
k=1

donc é[card(fl({kz}) — 1] =1 avec card(f*({k}) —1 >0 et card(f'({k}) —1 €N
On a donc ko € [1,a] tel que card(f~'({ko}) — 1 =1= card(f*({ko}) = 2

Pour choisir une surjection ¢ de [1,a + 1] dans [1,a] il faut choisir :

I'élément de [1,a] qui aura 2 antécédents (a choix)

le couple d’éléments de [1,a + 1] (m,m’) qui sera envoyé sur cette élément ((*7') choix)

La restriction de ¢ a [1,a]\{m, m’'} qui est une bijection vers [1,a]\{ko} ((a —1)! possibilités).

H= H= H=

Donc : S(a+1,a) = a(*;")(a = 1)! = agith (o — 1)) = “2

On a donc | S(a+1,a) = a(“zﬂ)!

Q3 e) Soit ¢ est une surjection de [1,a] dans [1,5].
Alors, il y a b possibilités pour la valeur de ¢(a)
La restriction ¢; de ¢ a [1,a — 1] atteint donc tout les éléments de [1,b]\{¢(a)}
On a alors 2 cas :

Cas1: p(a) € p1([1l,a —1])
Alors ¢y est une surjection de [1,a — 1] vers [1,5], il y a donc S(a — 1, b) possibilités.

Cas 21 p(a) ¢ ¢1([1,a —1])
Alors ¢ est une surjection de [1,a — 1] vers [1,b]\{¢(a)}, il y a donc S(a —1,b — 1) possibilités.

On a donc : | S(a,b) =b(S(a—1,b) + S(a—1,b— 1))

Q3) 1)

def S(a,b):
if b>a:
return O
if b==1:
return 1
if b==2:
return 2%%*a-2
return b*x(S(a-1,b)+S(a-1,b-1))

Cette fonction récursive est trés simple mais trés cotiteuse en opérations ...

On peut largement I’améliorer en utilisant un dictionnaire :
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memoSS=dict ()

def SS(a,b):
if (a,b) in memoSS:
return memoSS(a,b)
if b>a:
return O
if b==1:
return 1
if b==2:
return 2%*a-2
return bx(SS(a-1,b)+SS(a-1,b-1))

Q3) g) (testé, ¢a marche)

def Q4(n,p):
e=0
for k in range(l,min(n,p)+1):
e=e+math.comb(p,k)*S(n,k) *k
print CE(X) Q1 = 2, ’px(1-((p-1)/p)**n))
print CE(X) Q3 =’,e/p**n)

Planche 25. Centrale Math 2 Nino D.

Soit A € SFT(R)
On veut montrer qu’il existe : L matrice triangulaire inférieure telle que : A = LLT

1) a) Dans les cas suivant, calculer LLT : L = (? (D, L= (_11 (1)) et L =

— =
DN NO
W w o O
=k O O
oL O O O

1) b) En admettant A inversible, quel avantage apporter I’écriture A = LL” pour résoudre un
systéme de la forme AX =Y 7

2) Soit A = (am-) S SJJF(R) .

On définit L = ({;;), triangulaire inférieure, par :
€L1::,/aLlet\ﬁ<Eﬂ2,nﬂ, li1 = Zj ce qui permet de connaitre la premiére colonne

Quand on connait les j — 1 premiére colonne de L (avec j € [2,n]), on détermine

j—1

j*l o ) ) aiyj—kzlﬁj’k&-’k

Qa5 — Z gj,k et Vi € [[] + 17TL]] , &7]' = —Z”
k=1 o

la j iéme par : (;; =
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2) a) Implémenter L en fonction de A & I'aide d’une fonction Python.

2) b) Tester avec les matrices du 1°).

Asii=j
2) ¢) Tester avec A telle que les a;; = ¢ 0si |1 — j| > 1
1si|i—j|=1

3) Soit L triangulaire inférieure et inversible, on pose : A = LLTcomme précédemment.
3)a) Quel est le lien entre det(A) et det(L) ?
3)b) Montrer que les valeurs propres de A sont positives ou nulles.

3)c) On note u ’endomorphisme associé & A dans (R™, <,>) euclidien classique, montre
que : < u(x),z>>0

4) Soit A€ SiT(R)

4)a) Montrer que, en posant V(X,Y) e (R")? , (X|Y)= XTAY alors on définit un
produit scalaire sur R".

On note B = (ey,...,e,) la base canonique de R™ et B’ = (fi,...,f.) la base orthonormée
pour (.|.) obtenue en appliquant 1l’algorithme de Schmidt & B.

4)b)) Quelle est la forme de P la matrice de passage de B 4 B’ 7
4)c) Calculer PTAP
3)d) Montrer qu’il existe L triangulaire inférieure telle que A = LLT

3)i) Démontrer que si on impose que les coefficients diagonaux de L soit positifs
alors L est unique.
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1)a

import numpy as np

Li=np.array([[2,0],[1,111)
Al=np.dot(L1,np.transpose(Ll))
print (L1)

print (A1)

L2=np.array([[1,0],[-1,111)
A2=np.dot (L2,np.transpose(L2))
print (L2)

print (A2)

L3=np.zeros((5,5))
for i in range(5):
for j in range(5):
if i>=j:
L3[il[jl=j+1
A3=np.dot (L3,np.transpose(L3))

print(L3)
print (A3)
11 1 1 1
15 5 5 5
ona;Al:(;l g),AQ:(_ll _21),etA3: | 5 14 14 14
1 5 14 30 30
1 5 14 30 55

1)b) Pour résoudre AX =Y & LLTX =Y & L(L"X)=Y
On résout d’abord LZ =Y puis LTX =Y.

Il vaut mieux résoudre deux systémes triangulaires, qu’un seul qui ne I'est pas !!!
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def

def

def

tes

2)a)

cholesky(A):
n=A.shape[0]
L=np.zeros((n,n))
L[0][0]=np.sqrt(A[0][0])
for i in range(l,n):
L[i]J [0]=A[i] [0]/L[0] [0]
for j in range(l,n):
s=0
for k in range(j):
s=s+L[j] [k]**2
L[j1[j]l=np.sqrt(A[j1[j]-s)
for i in range(j+1,n):
s=0
for k in range(j):
s=s+L[i] [k1*L[j] [k]
LLi1[j1=CA[3][il-s) /L[] []

return L

2) ¢)

NewMat (n) :
A=np.zeros((n,n))
for i in range(n):
for j in range(n):
if i==j:
Alil[j1=4
elif abs(i-j)==1:
Alil[j]=1
return A

test2c(n):

A=NewMat (n)

L=cholesky(A)
Abis=np.dot(L,np.transpose(L))
print (°A=>,A)

print (°L=",L)

print (’Avérif=’,4)

t2¢(5)
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3)a) Si A= LLT alors : |det(A) = (det(L))?

3)b) Soit A € sp(A). On adonc IX € R" | X #0et AX =X
Alors : LLTX = )\X
= XTLL"X = AX"X = ||LX|]? = M| X||> = A > 0 car || X]|| > 0 et ||LX]| >0

On a donc : ‘sp(A) C [0,+oo[‘

3)c) <u(z), X >= (AX)"X = XTLTIX = ||[LX|* >0
4)a) Soit (X,Y,Z) € (R")? et A € R Alors :
) (XY +202) = XTAY +7\2) = XTAY + \XTAZ = (X|Y) + MX|2)

i) (X]Y)=XT A Y =XTATY = (AX)TY = YT(AX) = (Y|X)
_AT
iii) On note <, > le produit scalaire canonique de R™.
A € SH(R) donc A est diagonalisable dans une (base orthonormée pour <,>) : (ay,...,a,) telle
que : Aap = A\pai avec A\, > 0

On écrit alors : X = > xpay
k=1

Alors : (X|X) = (> mkak)TA( > apay) = (3 xkak)T( > zpdar) = (X :L‘kak)T( > weAear))
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Mais comme (ay, ..., a,) est orthonormée pour <, > alors : (X|X) = > A2}
k=1

Donc (X]X) >0 car Ay >0

iv) (X, X)=0
= Me 22 =0=Vke[l,n], M\ 22=0=Vke[l,n], 2, =0= X = O
=1 Y
>

(.|.) est donc un produit scalaire sur R™

4)b) Par construction : ‘P est triangulaire supérieure.‘

4)c) Notons (C1, ..., C,) les colonnes de P et B = (b; ;) = PTAP
0 siitj

AIOI'S bi,j = (CZ‘CJ) = 1 gii :j

I

Puisque, les colonnes de P forment une base orthonormeée pour (.|.)

Bilan : |PTAP =1,
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4)d) A partir de 4)c) : A = (P~Y)TP~!. Donc en posant L = (P~))T ona: A = LLT,
comme de plus P est triangulaire supérieure, alors P~! est triangulaire supérieure et donc L est
triangulaire inférieure.

On a donc : |1l existe L triangulaire inférieure telle que : A = LLT

4) e) Supposons que A = LL" avec Ltriangulaire inférieure avec ses termes diagonaux positifs.

Si on pose A = (a;;) et L = (¢;;)
Alors : aq = (3, et comme (11 > 0 alors : {17 = /a11

a;1
l11

En regardant la premiére colonne : Vi € [2,n] : a;1 = {;1¢11, donc {;; =
Il n’y a donc qu’une premiére colonne possible pour L.

Si on suppose que ’on connait de maniére unique les j premiére colonne de L avec j € [1,n—1].

-1 / =1
Alors @ a;; =05, + kz 03, done € = [a;; — kz (3. puisque £;; > 0
—1 =1

Jj—1 Jj—1
Ensuite, pour i € [j+ 1,n] , a;j =€;il;i; + > Cixliy done 4; ; = i (am - > €j7k€i7k>
k=1 k=1
Comme on veut L triangulaire inférieure les autres termes de la colonne valent 0.

Les colonnes de L sont donc uniques.

On a montrer que si les coefficients diagonaux sont positifs, alors L est unique et on justifie
'algorithme utilisé au 2).
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Mines-Ponts

Planche 26. Mines-Ponts (Théo) C.

Exercice 1
Soit p € N*. On considére p urnes numérotées de 1 a p.
L’urne ¢ contient ¢ boules blanches et p — ¢ boules noires.

On choisit au hasard et de maniére équiprobable une urne 7 et on tire, avec remise et de maniére
équiprobable, n boules dans ’'urne <.

On note A; 'événement : "le tirage s’effectue dans 'urne ¢"
On note N,, le nombre de boules blanches obtenues.

1) Déterminer Py, (N, = k)
2) Déterminer P(N, =k)

3) Déterminer E(N,,) sous forme simplifier.

1
4) Montrer que : lim P(N, =k) = (}) [ 2*(1 — 2)""*dz Calculer cette limite.

p——+00

1) (Nn)

A, B(n, ) et donc PA(Nn — k) _ (n) (%)k(p_i)nfk

i
p

2) Formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événement (A;);cpip], on a :

P(N, = k) = Y P(N, = k|A) P(A})

Comme P(A;) = % par équiprobabilité alors :

PO =8 =33 () (5"

1

D=

2

P
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On a donc : | B(N,) = “etb)

4)Ona: P(N,=k)=

(1 G) (7)“

SIS -
M*ﬁ h

—

En posant f: 2 € [0,1] — (} )Zxk 1 — )" % alors on a : P(Nn:k):%ﬁf(%)
Comme f est continue, alors, par les sommes de Riemann : pginw P(N, =k)=(}) Oflxk(l — )"k
e Posons : I}, = fﬂc — x)"*dz, alors par IPP :
Ly = [25(1—2)" flf;’jj (n— k)a"*1)dz donc Ly, = 2251, 51 et done L py1 = 211,
0

f n —(1—z)"*t1yg 1
L= [(1—2)"de = [0} = 4
0

_ 1 _ 1 _ 2 _ 2 _ 3 3.2.1
Iny = 51Ino = 55rmy 1”72' - FIM = DD ¢ 3 = il = oy et
Par récurrence ... I, = k(grl’;,)

n _n)  kl(n=K)! _ 1

(k)]nk — Bn—k)! (n+t1)! — ntl

: LY — (P [ k(] — kg — L
Donc pEIEOOP(Nn—k)—(k)Ofx(l x)" Fdx




Exercice 2
Soit (E, <,>) un espace euclidien et u € S(E) non nul.

f+ F — R

On pose : [ — ||:I;H2 — < u(x),z >2

1) Montrer que : f n’est pas minorée.

2) Montrer que : f majorée < toutes les valeurs propres de f sont de méme signe et non nulle.
3) Déterminer le maximum de f dans le cas ou sp(u) CJ0,+o0f

4) Dans cette question on suppose de nouveau que : sp(u) C]0,4o00[, on pose :

=inf(sp(u)) et F = ker(u— Adg)

Montrer que la restriction de f & F' est majorée et déterminer son maximum.

1) Par le théoréme spectral u est diagonalisable, il existe donc une base orthonormée
B = (e1,...,e,) telle que : Mp(u) = diag(\, ..., \,) avec sp(u) = {/\k , k€ [[1 n]}

Si on note les coordonnées de x € E dans cette base alors : f(x) = Z z7 — ( Z /\kxk)
k=1
Comme u n’est pas nul alors : kg € [1,n] , A\g, # 0

Alors dans la direction ey, en prenant x = tey, avec t € R on a :
f(I) = f<t6ko) =1~ (/\kotQ)Z ™~ _)‘z tt — —oo
t—+o00 0

t—+00

Donc : ’f n’est pas minorée.‘

2) e Supposons que toutes les valeurs propres de f soit positives et non nulle.
(le cas ou toute les valeurs propres sont négatives se traite de la méme maniére ou en remarquant
que le f associé & —u est le méme a cause du carré)

O A= inf A
n pose kelﬁn]] k

Par hypothése A > 0

Alors, avec les notations du 1) : Z 22> A 22 = \|z|]?

et done (Y Ma2)® > A2|[z][* = —( z M) < =22 [
k=1

Done f(x) < [Jz]|* = N [Jal|" = [Ja]|* (1 = N ||«*)

81



# Si|z]| > 5 alors f(x) <0

# Sur le fermé borné B(0, %), f est une fonction continue, donc, par le théoréme des bornes
atteintes : IK € R, Vo € B(0,3), f(z) < K

# En posant M = Max(L,0) alors : Vo € E f(x) < M et donc f est majorée.
e Si u admet une valeur propre nulle.

Soit y un vecteur propre associé.
Alors f(ty) = 2 ||y|]? — oo
t—-+o0

Donc f n’est pas bornée.

e Si u n"admet pas de valeur propre nulle et si les valeurs propres de u ne sont pas toutes du
méme signe, alors © admet une valeur propre A > 0 et une valeur propre pu < 0

Soit y un vecteur propre associé & A et z un vecteur propre associé a .

On ay L z puisque u € S(E) et A # p

Alors f(ay +bz) = ||ay + bz||* — (< aXy + buz, ay + bz >)2 = a2 ||y||> + b2 ||2]|> = (Aa® + ub?)?
En prenant b = _T‘Aa, ona: flay+bz) =a®||yl|”> + b ||2|]> — 0> a®||y||° fond +00

Donc f n’est pas majorée.

e En regroupant tout les cas on a :
’f majorée < toutes les valeurs propres de f sont de méme signe et non nulle

3) Si sp(u) C|0, +oo[ on peut noter : A = inf(sp(A4)) >0
Soit e; un vecteur propre unitaire associé a A et (er,‘...,e,) une base orthonormée tel que :
Mp(u) = diag(A\, Ay ...y An)

Comme précédemment, avec Ay =A@ f(z) = Y a7 — (Y /\kxi)Q
k=1 k=1
Mais VE € [1,n] , Ax < A >0 donc :
n n 2
fx) < };xi - (k;mi) = f(z) < [l = N [[]|*

Etudions : ¢ : t € [0,400[— t — at® (on prendra ¢t = ||z]|* et a = \? >)

O'(t) =1—2at
t |0 ~
¢'(t) + 0
i
o(t) /! N\
0 —00

De plus f(5e1) = 4 et donc :

1
4inf(sp(u))?

Si sp(u) CJ0, 00| alors le maximum de f vaut :
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4) On commence par remarqué que F- est stable par u puisque F est un sous-espace propre
de u et que u € S(F)
On peut reprendre les raisonnement précédent et on obteint :
Sisp(u) ={ A, k€ [L,p]} avec 0 < Ay < Ay < --- < A, alors : |max f(z) = Ay

rCF+

Planche 27. Mines-Ponts (Mattéo B.)

Exercice 1

Soit ¢ tel que pour tout M € M,(R) , o(M)=U"'MU avec U € GL,(R).

R™ est muni de son produit scalaire canonique.

Q1) Montrer que si les colonnes de U forment une base orthogonale de R™ et sont de méme
norme alors ¢ € O(M,(R))

Q2) Montrer la réciproque.

Q1) @ On note U = (C4,Cy, ..., C,) (C; est la i-iéme colonne de U)
Si les colonnes de U forment une base orthogonale et que toutes les colonnes ont méme norme.

l|C1]| = = [|Cy|], on a : (5C1,3C,, ...

A= 1(C,) qui est une base
U e 0,(R)

Alors en posant :
orthonormeée et donc

DY
1
A

Sion pose V = 1U alors : V € O,(R) donc V' = V7T et donc U™! = ;V7

e Alors : (M) =U"'MU = sVITMAV =VIMV

. || (M)

M)e(M)")
TMV (VI MV)T)

TM VVT YViMTy)

<f\

VTMMT
V(VTMMT )
(v YMMT)) =tr(MMT)) = ||M|]”

In

e N AAA
—~

Comme une norme est positive on a : ||p(M)|| = ||M]|

Donc ¢ conserve la norme et donc : ‘ap € O(M,(R)) ‘
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Q2) Soit U € M, (R) inversible telle que : (¢ : M — U 'MU) € O(M,(R))

e Notons : C} la k-iéme colonne de U, Lj, la k-iéme ligne et a; ; le (7, ) iéme coefficient de U.
Notons : K} la k-iéme colonne de U~!

e Si on prend M = (0,...,0,C;,0,...,0) avec toute les colonnes nulles sauf la i-iéme alors :
O ... 000 ... 0
0
UM =|: P : | seul le coefficient (i,4) est non nul.
0
0 0 00 0

0
On aenfin: p(M)=U"'MU = | L,
0

0

Par conservation de la norme : [|o(M)|| = || M]|| = ||Ci]| = || L4
e Si on prend M = (0,...,0,C1,0,...,0) avec la i-iéme colonne qui vaut C; alors :
0O ... 010 ... 0
UM = 0 avec le 1 sur la ¢ iéme colonne.
0O ... 000 ... 0
L;
0
et o(M)=U"'MU =
0
Par conservation de la norme : ||p(M)|| = ||M|| = ||C4|| = || Li]|

e On déduit des deux points précédents que toutes les colonnes et toutes les lignes de U ont la
méme normes.

On note A cette valeur commune.

84



e Sion prend M la matrice dont tout les coefficients sont nuls sauf le coefficient (4, j) qui vaut 1.

0
0
Alors : MU = | L; | matrice dont seule la i-iéme ligne est non nulle.
0
0
QO(M) = U_lMU = ((IjJKZ‘, g e ,ajkaZ-, Ce 7aj,nKi)
Par conservation de la norme : ||o(M)|| = [|M]|| = 1 = || K| || L;]]

Toutes les colonnes de U~! ont donc la méme norme et cette norme vaut %

e Posons V = %U alors toutes les colonnes et les lignes de V' ont pour norme 1.
Alors V=1 = AU! et toutes les colonnes de V~! ont pour norme 1.

e Comme en Q1) on remarque que : p(M) =U"'MU = (V- )MAV) =V MV

e On note C}, les colonnes de V et KJ, les colonnes de V! qui comme ont la déja vu sont de
norme 1.

0
0
e Si on prend M = | (C))T | (seule la i iéme ligne est non nulle.)
0
0
0 e 0
0 e 0
Alors MV = | < C1,Cl > ... < CI,C! > (seule la i iéme ligne est non nulle.)
0 o 0
0 e 0

et o(M)=V"IMV =(<C},Cl> K/ ... ,<C Cl>K)
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n
Par conservation de la norme : ||C!||* = || K/||? ( <O, Cl > >
k=1
n
Comme ||C!|| = ||K]|| =1 alors : Y. < C},C! >*=1
k=1

n

Donc: < C,Cl >+ 3 < (C,Cl >*=1
N——r k=1
=1 k#i

n
= Y < (C;,Cl>*=0 (somme de termes positifs nulle)
-1

k
k#i

= Vk e [1,n]\{i} < C},C! >=0
e On a donc démontrer que (C7,...,C)) est une base orthonormée et donc que V' € O, (R)

e Comme V € O,(R) et U = AV alors on a bien U qui vérifie les bonnes hypothéses et donc
on a démontrer la réciproque.

Exercice 2

Soit n un entier non nul.

“+o00 1 9

T

OH donne glm—g
n=

1
Q1) Déterminer la limite de I,, = [ nin(1 4+ ¢")dt
0

1
Q2) Montrer que si f est une fonction continue sur [0,1], [nin(1+ ¢")f(t)dt converge quand
0

n rend vers 400 et exprimer sa limite sous forme intégrale.

1/n

1) e On effectue dans I, le changement de variable C! bijectif u = " & ¢ = u/" et donc

1
dt = %“1/" du et on en déduit : I, = ful/”wdu
0

u

e On pose maintenant : Vn € N* | Vu €]0,1] , f,(u) = o!/n202u — eﬂvp(%ln(u))M

u u

On a alors : (f,) converge simplement vers f : u €]0, 1[— _l”(luﬂ)

Comme de plus, les fonctions sont continues par morceaux sur |0, 1]
et Vn € N* | Vu €]0, 1], |f.(t)| < f(t) avec f intégrable sur |0, 1[ (puisque f est prolongeable par
continuité en 0),
alors, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et on en déduit :
1
lim I, = [ f(u)du=J
0

n—-+00
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1)kt+1yk—1

u

e Vu €0, 1], f(u):z (1+u) _12030 1)k+1 . ZOO
k+1,,

. . (=1
On pose : g : u €]0, 1[— T

Alors les (g) sont continue par morceaux et intégrable sur ]0,1[. De plus () gx) converge

k=1
simplement vers f qui est continue par morceaux sur |0, 1]
1
De plus [ gi(u)d f DT (_1,2“1 et comme g, est de signe constant :
0

1 1
[ lgr(u)| du = % donc avec les séries de Riemann Y- [ [gx(u)| du est convergente.
0 0

On peut alors appliquer le théoréme d’intégration terme A terme et on a :
1 +o0 too 1 1)+

J = fng du-ngk )du et donc J = Z

e Mais, par sommation par paquet, puisque (#) est sommable, en séparant pairs et impairs on
+o0 1 +o0

2”“ 1)2P _ 1 1
a:J= Z JFZ(2p J__ZZ_2+Z(2p+1)2
p=1 p p=0
N——
2
%
De méme : ”—2:+OOL:+OO 1 _;_+200 1
R — (2p)* (2p+1)2
= p_l
+oo
1 _ 2 1y _ =2
Donc Z (2p+1)2 %(1 - Z) - %
Donc J = —%%2 + 7;—2 = 75 et finalement lim I, = 7{—;
n—-+o0o

1
2) On pose K, = [nin(1+t")f(t)dt
0
1
En effectuant le changement de variable C! bijectif v = t* alors : K,, = ful/”@f(ul/”)du
0

Comme f est continue sur [0,1] donc en 1, alors : Vu €]0,1] , u””@f(ul/") —

n—+00
In(1+u) f(l)

On peut alors reprendre la démarche du 1) et on obtient : | lim K, = f(1)3;
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