Chapitre 3 : Exemples d’exercices corrigés

PSI* 2026-2027

Enoncé exercice 3.1

+oo

Montrer que A= [ mdt est une intégrale convergente et calculer A.
0

Correction

t— est une fonction continue sur [0; +oo[, donc A pose probléme en +oo

2
t24+4t+3

On va chercher une écriture plus simple de la fonction & intégrer.
o 2 _ 2 2

On écrit pris = DI =3+ t+1 avec (a,b) € R

2

_ b
t+3)(t+1) — Hil T3

o 2 _ a(t+1)+b(¢t+3)
t+3)(t+1) —  (t+1D(E+3)
2= 3b =-1
SOt ) 4b(t+3) e T L)
O=a-+b b=1
Omadoncﬁ:t;—?,—i-u%1
Soit X > O
f t2+4t+3 f t+3 + t+1 = [~In(t +3) +In(1 + t)] ln(éi—ﬁ) +In(3) Xﬁoo In(3)
+00
On en déduit que : | A est convergente et que A= [ t2+4t+3dt In(3)
0




Enoncé exercice 3.2

1
ny/In(n)

Déterminer la nature de )

Correction
On va utiliser le théoréme de comparaison série-intégrale.
On pose Vo > 1, f(x) = lln(r)
1
f est dérivable et f'(z) = ——=——[/In(x) + 3 5 \/l [ In(x) + 3 lln(x)]

On a donc f/'(z) <0 pour z > 1 et donc f est décroissante sur [2; +o0l.

+oo
Par le théoréme de comparaison série intégrale > f(n) et [ f(t)dt sont de méme nature.
2

Soit X > 2. On a:

P's
f(t)dt:fo i 2¢/In =2/In(X) — 2,/In
+oo
On en déduit que [ f(t)dt est divergente.
2

X—H—oo

Par le résultat obtenu par comparaison série-intégrale on a donc | 11 o) divergente
n nn




Enoncé exercice 3.3

“+o00

Déterminer la nature de B = [ 1+%icp(t)dt

Correction

t— #Zp(t) est continue sur [0; +oo[, B pose donc probléme en +oo

. t2 —t
On a HT‘TP(U +";O e >0
Or, on sait d’aprés le cours que t — e~ est intégrable sur [0, +oo[, donc, par la régle de 1'équivalent
on a que t +—> #Zp(t) est intégrable sur [0, 400], et donc, par absolue convergence :
+oo

2
B= of mdt est convergente

Enoncé exercice 3.4

0 sint(t432)
Déterminer la nature de C = [ Smtigdt
1

Correction
t— %ﬁﬁ) est continue sur [1;4+o0[, C' pose donc probléme en +oo
Ona: %ﬁﬁ)lgéetdonc ‘””t(fijw) :O(t%)

Or, on sait d’aprés le cours (Riemann) que t — t% est intégrable sur [1, 400 donc, par domination on

: 2
a que t — % est intégrable sur [1, +oo].
+oo )
On en déduit donc, par absolue convergence que : |C' = f %dt est convergente
1




Enoncé exercice 3.5

+oo
Déterminer la nature de D = [ cos(t?)dt
0

Correction

t +— cos(t?) est continue sur [0; +oo[, D est donc impropre en +o0
t + t2 est une bijection de classe C! de [1, +oco[ dans [1, +ool.

- +oo
Effectuons dans D = [ cos(t?)dt le changement de variable C! bijectif u = t2, alors t = \/u = dt = ﬁdu
1

- +oo
On en déduit D est de méme nature que [ cos() g,

PV
Soit X > 1.
"= cos(u = sin(u
On effectue une intégration par partie avec les fonctions C* sur [1; +o0] : {f 1 () et f, 71( )
9= 3/ 9 = war

H T costw) n(w X, 17 cos(u) n(X) _ sin(l) | 17 cos(u)
. . . cos(u _ rsin(u cos(u _ sin sin cos(u
Onobtlent.D—if 2\/ﬂdu_{2\/ﬂ]1 +11fu3/2du— X 2 +Z{u3/2du
in(X) ; 7 costa)
3 2 . Stn A cos\u
Comme sin est bornée, on a : Wsq X_>—+>00 0 et donc D est de méme nature que 1f 3z du
Mais Vu > 1, 022572‘) < ugl/Z et t —t31/2 est intégrable (Riemann) sur [1, +oo[, donc comparaison on

“+o0o
a:trs cZi(/Z) intégrable sur [1, +oco[, donc, par absolue convergence [ cZi(/Z) du est convergente.

1

- +0oo
On en déduit D convergente et donc | D = [ cos(t?)dt convergente.
0




Enoncé exercice 3.6

+o0
Montrer que G = [ exp(—t?)dt est convergente.
0

Correction

t = exp(—t?) est continue sur [0, +o0o[. G ne pose donc probléme qu’en +oco

On a au voisinage de 400, par comparaison exponentielle-puissance : exp(—t?) = o(t%)
2

puisque tiiinoo % = t£+mm t2exp(—t?) =0
Mais ¢ — %2 est intégrable sur [1,4+oo[ par Riemann, donc par négligeabilité t + exp(—t2) est intégrable
sur [1, +o0[
Comme il n’y a pas de probléme sur [0,1], t + exp(—t?) est intégrable sur [0, +oo[ et par absolue conver-
+oo

gence |G = [ exp(—t*)dt est convergente.
0




Enoncé exercice 3.7

+o00
Montrer que D = [ Sm( s gt est convergente.

0
Correction
R +o0
On pose : J0, 4ol — sn(t) ainsi on doit étudier D = [ (t)dt
t — 7 0

¢ est continue sur |0, +oo[, D pose donc probléme aux bornes 0 et +o0.

e En 0

Au voisinage det=0": o(t) = S”;(t) ~ % = 1 donc ¢ est prolongeable par continuité en ¢t = 0.

f (t)dt est donc convergente, comme intégrale d’une fonction continue sur un segment.

e En 400
Soit A > 1. Alors par intégration par partie
A 1 A
i sin t) dt = f sin(t) — dt = [—cos(t) f —cos(t) —- dt &() +cos(1) — [ CO:Q(t) dt
1 v T\/ v 1
v v v/
Pour t > A, on a : ’cotsg(t)’ < t% De plus, par Riemann t t% est intégrable sur [1, +oo[, donc, par

Los(t)

comparaison,t — est intégrable sur [1, +o00].

+oo
Donc [ Cos( s 3¢ est convergente.
1

Avec 'égalité obtenue par intégration par partie on obtient, puisque %(A) Py 0 (cos bornée) :
—+00
A 400 '
[et)dt — cos(l)— [ COS( sl gt ¢ R

Dy = [ p(t)dt est donc convergente.

oo
e Comme D = D + D5 et que D; et Dy sont convergentes alors : | D = f Sm(t) dt est convergente.
0




