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02 - Complexité - Vérification des algorithmes

1 Complexité en temps et complexité en mémoire

Pour traiter un même problème, il existe souvent plusieurs algorithmes. Si le nombre d’opérations à effectuer est peu
important et que les données d’entrée de l’algorithme sont de faibles tailles, le choix de la solution importe peu.

En revanche, lorsque le nombre d’opérations et la taille des données d’entrée deviennent importants, deux paramètres
deviennent déterminants : le temps d’exécution (qu’on appelle aussi coût de l’algorithme) et l’occupation mémoire.

Définition 1
Complexité en temps : La complexité en temps donne le nombre d’opérations effectuées lors de l’exécution d’un
programme.
Complexité en mémoire (ou en espace) : La complexité en mémoire est une estimation de la mémoire utilisée lors de
l’exécution d’un programme.

2 Complexité en mémoire

Les calculs de complexité en mémoire ne sont pas un objectif principal du programme en CPGE, mais il est demandé aux
étudiants d’avoir des notions de l’espace mémoire nécessaire pour stocker certains types de données.

Exercice 1 (Extrait CCINP PSI 2026) : .
Le sujet abordait différents algorithmes utilisés dans diverses branches de l’astrophysique..'
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3 Complexité en temps

3.1 Principe de calcul de la complexité

Remarquons qu’en général, le temps d’exécution d’un algorithme va varier en fonction d’un paramètre que l’on appelle la
taille du problème. (Par exemple une fonction qui calcule la factorielle d’un entier n aura une complexité qui dépend de n)

Pour une donnée d’entrée de taille n, la complexité de l’algorithme est notée C(n). C’est le nombre d’opérations
élémentaires intervenant dans l’algorithme.

Par convention, une affectation, une multiplication, une addition, une comparaison, correspondent chacune à une opération
élémentaire.

Evaluer la complexité d’un algorithme est difficile, car :
• les différentes opérations élémentaires ne demandent pas exactement le même temps de calcul
• le temps d’exécution va dépendre de la puissance de la machine utilisée et du langage pour coder.

Ce qui nous intéresse n’est pas le temps précis d’exécution d’un programme, mais l’ordre de grandeur de ce
temps en fonction de la taille des données. On cherchera donc à donner des ordres de grandeur de ces complexités.

Pour cela on utilise la notation de Landau ”O”.

Exercice 2 : Considérons la fonction factorielle implémentée de la façon suivante :
1 def factorielle (n):
2 res=1
3 for i in range(1,n+1):
4 res=res∗i
5 return res

Question : déterminer la complexité de cet algorithme en fonction de n.

.

Remarque : Mathématiquement il ne serait pas faux de dire que l’algorithme précédent a une complexité C(n) = O(n2)

(en effet C(n)
n2 est bien borné puisqu’il tend vers 0), mais cela manquerait de précision pour l’utilisation que l’on veut en

faire en informatique.
Ainsi lorsque l’on parlera de complexité en O(n) en informatique, on sous-entend ”O(n) et pas mieux”. On
rencontre parfois la notation Θ(n) qui contient cette précision.

De manière générale, on dira qu’un algorithme a une complexité en O(f(n)) si son coût est, à partir d’un certain
rang, inférieur au produit de f(n) par une constante.

�Certaines instructions d’apparence simple sont loin de l’être. Par exemple :
• la calcul de la longueur d’une liste est une opération élémentaire (l’interpréteur la connait a priori ou la déduit des

adresses du premier et du dernier élément).
• les instructions comme sum(liste) , ou if x in liste ne sont pas élémentaires car elles impliquent un parcours

de liste et donc leur temps d’exécution dépend de len(liste).
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3.2 Les différentes classes de complexité

Voici les principales classes de complexité que nous rencontrerons, pour indication les temps d’exécution sont donnés pour
un ordinateur réalisant 1 milliard d’opérations à la seconde :

3.3 Le cas des fonctions récursives

Si n est la taille du problème, et si C(n) est la complexité correspondante, le mieux est d’établir une relation de récurrence
sur la suite (C(n) et d’en déduire l’expression générale de C(n) en fonction de n , ou au moins une relation de la forme
C(n) = O(f(n)) au voisinage de +∞.

Exercice 3 : Ecrire une fonction récursive permettant de calculer n! si n est un entier naturel, et déterminer la
complexité de cette fonction.

3.4 Complexité dans le meilleur et dans le pire des cas

Exercice 4 : Compléter le script suivant permettant de tester si un entier naturel est premier (le résultat retourné
est un booléen)

1 def estpremier (n):
2 if n==1:
3 return False
4 for i in range (..............) :
5 if n%i==....:
6 return ....
7 return ....

Soit p un nombre premier supérieur ou égal à 3. Quel est la complexité de cet algorithme si n est égal à p ? Quel est
la complexité de cet algorithme si n = p − 1 ?

On constate sur cet exemple que pour des données de tailles similaires (ici p et p−1 ), les coûts peuvent être très différents.
Ici, le cas où n est premier est ≪le pire des cas ≫ dans le sens où il s’agit du cas où il y aura le plus d’itérations possibles.
Par opposition le cas où n est pair sera qualifié de ≪ meilleur des cas≫.

A retenir :�
�

�



Quand on parle de la complexité d’un algorithme sans préciser laquelle,
on fait en général référence à la complexité temporelle dans le pire des cas.
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4 Compléments sur les fonctions

4.1 Spécification d’une fonction

Une spécification est destinée aux utilisateurs et permet de les informer de la tâche effectuée par la fonction, de préciser
les contraintes imposées par les paramètres et ce qui peut être attendu des résultats.
Elle est résumée dans la docstring, écrite au début du corps de la fonction entre des triples guillemets.
Elle est facultative.

Exemple 1 : .
1 def factorielle (n):
2 ’’’ ”””Calcule la factorielle d’un entier naturel .
3 L’argument n doit ê tre un entier naturel .
4 Le ré sultat renvoyé est le produit de tous les entiers de 1 à n ( renvoie 1 pour n = 0). ’’’
5 res=1
6 for i in range(1,n+1):
7 res=res∗i
8 return res

4.2 Signature d’une fonction

La signature d’une fonction est destinée aux développeurs et permet de savoir comment l’utiliser.
Elle regroupe le nom de la fonction, la liste et le type de ses paramètres, ainsi que le type du résultat retourné.
Elle indique la façon exacte dont la fonction doit être appelée sans s’occuper de son implémentation interne.
Elle est facultative.

Exemple 2 : .
1 def factorielle (n: int ) −> int:
2 res=1
3 for i in range(1,n+1):
4 res=res∗i
5 return res

5 Vérification d’un algorithme

5.1 Terminaison d’un algorithme

Si notre programme ne comporte pas de boucles, on est assuré qu’il s’exécutera en un temps fini. Il en va de même si le
programme ne comporte que des boucles for.
Le problème est lorsqu’il y a une boucle while, il peut arriver sur un programme mal écrit qu’une boucle while ne se
termine jamais. Pour prouver qu’une boucle while se termine on utilise un variant de boucle :

Définition 2
Un variant de boucle est une quantité (c’est souvent le simple contenu d’une variable) qui vérifie :

(i) c’est un entier positif tout au long de la boucle.
(ii) il décroit strictement à chaque itération.

On est ainsi assuré de sortir de la boucle, car comme il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante d’entiers
naturels, il ne peut y avoir qu’un nombre fini d’itérations.
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Exercice 5 : Compléter le script suivant permettant d’effectuer la division euclidienne de a par b, en n’utilisant que
des additions ou soustractions :

1 def div euclidienne (a: int , b: int ) −> tuple[int , int ]:
2 ’’’ a et b sont des entiers positifs , b est non nul.
3 Retourne le quotient et le reste de la division de a par b ’’’
4 q=0
5 r=a
6 while r>=b:
7 q=...
8 r =...
9 return q,r

Prouver la terminaison de la boucle en montrant que r est un variant de boucle.

5.2 Correction d’un algorithme

Il s’agit de prouver que notre algorithme renvoie bien le résultat attendu.

On utilise pour cela un invariant de boucle.

Un invariant de boucle est une propriété (une expression booléenne), qui est vraie avant l’entrée dans la boucle et qui reste
vraie après chaque passage dans la boucle. Plus précisément :

Définition 3
Une propriété P est un invariant si :

(i) P est vraie avant d’entrer dans la boucle
(ii) Si elle est vérifiée avant une itération, elle est vérifiée après celle-ci
(iii) Enfin cette propriété, composée avec le fait que la condition de continuation du while devienne fausse ou que la

boucle for se termine, doit permettre de vérifier que le programme retourne bien le résultat attendu.

Exercice 6 : On reprend la fonction permettant d’effectuer la division euclidienne de a par b.
Montrer que la propriété P : ”a = bq+r et r ≥ 0” est un invariant de boucle, et prouver la correction de cet algorithme.

6 Exercices

Exercice 7 : 1. Que fait la fonction ci-dessous ? On attend une réponse donnée sous forme d’une phrase claire.
1 def mystere(L1: list [ int ]) −> list [ tuple [ int , int ]]:
2 n = len(L1)
3 L2 = [ ]
4 for i in range(n):
5 for j in range(n):
6 L2.append((L1[i ], L1[ j ]) )
7
8 return L2

2. Déterminer la complexité de cette fonction.

Exercice 8 : Voici le script de la fonction de tri à bulles, qui permet de trier en place une liste d’entiers, par ordre
croissant.
On rappelle que le principe de ce tri consiste, par parcours successifs, à faire remonter les plus grands éléments de la
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liste à la fin de cette liste. (au premier parcours, par échange successifs, le plus grand élément se retrouvera à la fin de
la liste)

1 def tri bulles (L):
2 n=len(L)
3 for j in range(n):
4 for i in range(n−j−1):
5 if L[ i ]>L[i+1]:
6 L[ i ], L[ i+1]=L[i+1],L[i] #échange de deux éléments
7 return L

Donner, en justifiant, la complexité en temps dans le pire des cas, en fonction de la taille n de la liste L.

Exercice 9 (Extrait CCINP PSI 2026) : .
Le sujet abordait différents algorithmes utilisés dans diverses branches de l’astrophysique..
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Exercice 10 : On souhaite écrire une fonction qui calcule le terme général de la suite définie par un =
n∑

k=0

1
k!

1. (a) Ecrire une fonction somme répondant au problème, qui utilise la fonction factorielle créée dans l’exercice
2 (page 2).

(b) Déterminer la complexité de cet algorithme en fonction de n .
2. (a) Ecrire un programme somme améliorée qui effectue le calcul de un en utilisant moins d’opérations.

(b) Déterminer la complexité de cet algorithme en fonction de n .

Exercice 11 (Extrait CCINP PSI 2021) : .
Le sujet traitait des montres connectées et de l’acquisition des données GPS'
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Exercice 12 : On considère la fonction Python suivante, censée calculer la puissance xn d’un nombre réel x pour un
entier naturel n :

1 def puissance(x, n):
2 res = 1.0
3 k = n
4 while k > 0:
5 res = res ∗ x
6 k = k − 1
7 return res

1. (a) Proposer un variant de boucle pour la fonction puissance.
(b) Démontrer la terminaison de cet algorithme à l’aide de ce variant.

2. (a) Énoncer un invariant de boucle reliant la valeur de res, x, k et n.
(b) Prouver la correction de la fonction (initialisation, conservation et terminaison).
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