PST* 2026-2027

JOURNEE "lycée fermé" : 5 octobre 2026

TD du matin

Intégrale de "Futuna"

+oo 1

N* I, = dt
On pose Vn € , bf 0

Remarque : on note (ch(t))" = ch™(t)

1°) Montrer que Vn € N* | I, est une intégrale convergente.

2°) a) Calculer I; (on pourra effectuer le changement de variable u = e).

2°) b) Montrer que : Vt € R th'(t) = Lh+(t) et en déduire la valeur de Is.

3°) Montrer que la suite (I,,)nen+ est décroissante.

4°) Montrer que la suite (I,,),en+ vérifie la relation de récurrence : Vn € N* | [,,5 =

5°) Montrer que, au voisinage de +o0o : I,,41 ~ I,
On pose pour tout n € N* : u,, =nl,l,1
6°) Montrer que la suite (u,)nen+ €st constante.

7°) Déterminer un équivalent simple de I,, et en déduire lirf I,
n—-+00

I

_n_
n+1

Exercice d’algébre linéaire
Soit E' un K espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L(E)
Montrer que : dim(ker(u)) < dim(ker(u?®)) < 2dim(ker(u))

Indication : on pourra poser v = | la restriction de u a I'm(v)




TD de 'aprés-midi

+oo
Calcul de I'intégrale de Dirichlet : [ %@)dt
0

n
Pour tout réel ¢ et tout entier n > 1, on pose : S, (¢) = 5 + Y cos(kt)
k=1

n ; sin((n+1
1°) a) Pour t €]0; 27|, calculer : > e et en déduire que : S, (t) = % pour ¢ €0, 27|
k=1 2

1°) b) Montrer que A = f %dt existe et calculer sa valeur.
2

f(0)=0
fO)=57=—7 0<t<m

On définit la fonction f sur [0; 7] par : {

2°) a) Montrer que f est de classe C° sur [0; ).
2°) b) Montrer que f est de classe C' sur |0; 7] et calculer f'(¢) sur cet intervalle.
2°) ¢) Montrer que f est de classe C'! sur [0; 7).

2°) d) Montrer qu’il existe un réel M tel que : Vt € [0;7] |f'(t)] < M

3°) a) Montrer que : ff sin((n+ H)t)dt = 2n+1 ff cos((n + 3)t)dt

3°) b) Montrer que : | [ f(t)sin((n + )t)dt| < 2ZM
0
3°) ¢) Montrer que : lim ff sin((n+ 3)t)dt =0

n—-+00 0

+oo
4°) Montrer que [ =284t est convergente.
0

+oo | ™. 1
5°) a) Montrer, en le justifiant avec soin que : [ s”;ﬁdt = lirJlrn 1l wdt
0 n——+0oo 0

+oo |
5°) b) En déduire la valeur de [ 228 gy

t
0



Intégrale de "Futuna'" : correction

1°) = e
Au voisinage de +00 : ch(t) = X~ = (1+e )~ S car 1 +e 2 — 1

T——+00

T ©st continue sur [0; +oo[. L’existence de I,, ne pose probléme qu’en 400

Alors

+oo
Mais [ e "™dt est une intégrale de référence convergente puisque n > 1 (n € N¥).
0

g ~ (B~ 2re > 0

Donc, par régle de I'équivalent : ’In est une intégrale Convergente.‘

“+o0 —+o00

2)a) b= [ ggdt= [ it
0 0

On effectue dans I; le changement de variable C* bijectif u = e! et, puisque du = e’dt = udt, on obtient

+o00o +oo
I, = f ui% %“ = 1f 1+u2 —==du qui est convergente par la question 1°).
Alors 1) = 2(X£I£m arctan(X) — arctan(1)) =2(5 — 7)) =3
On a donc |} = §

2°) b) th est C= sur R et th'(t) = (37) = TOMORO — s car ch?(t) — sh2(1) =

—+o00

% et on en déduit : I, = Z)[ Ch+(t)dt = Xl_igloO th(X) —th(0) =

On a donc Vt € R th'(t) =

On a donc
+o0o +0o0

3)Pourne N*: I,,\y — I, = f chn+1(t)dt f ch"(t it
0 0

+o0 +00
Par linéarité de Dintégrale : I, — I, = [ [Cthrl dt — —=l]dt = [ L-ch(t) pdt
0 0

ch™(t) chnF1(t)

Mais V¢ € R ch(t) > 1 donc clh;‘fﬁ((% < 0 et par positivité de I'intégrale on a : I, — I,, <0

On a donc que |la suite (1,,)nen+ est décroissante.

+o00 400
4°) Pourn e N* [, = [ chn dt f ch(t) ch”il(t)dt
0

On intégre par parties, avec des mtegrales convergentes car la limite ci-dessous existe dans R :

+
u:gggbmmzﬁﬁﬂ—m—gsm»%%%rﬁ
=1,=[0-0+(n+1) f Czn%(tidt car sh%(t) = ch?(t) —

+oo
=1, = (Tl + 1) bf I:Chi(t) - Chn-il—z(t)]dt

= I, = (n+ 1)[I,, — I,,42] par linéarité de U'intégrale
= Lhyo = ;251
On a donc |Vn e N* | [,.5 = nil I,




5°) (I)nen+ est décroissante
=VneN' | [,,,<1[,1<1I,mais [, >0

= Vn e N* | I’}—” < I’}—“ < 1 on utilise le résultat du 4°)

= VneN", -5 < I’}“ < 1 en passant a la limite, par encadrements
N
= lim =& =1
n—+o00 In

On a donc bien : | [,y ~ I,
+oo

6°) Pour n € N* : w, 1 —u, = (n+ 1)1 11 2 — nl, 1,1 on utilise le 4°)
Up+1 — Up = (TL + 1>In+1ni+lln - n]n]n+1 = n+1n]n — n[n]n+1 =0

et donc la suite | (U, ),en+ est constante.

7°) On a (un)nen- constante et uy = 11, = § d’apres le 2°).
Donc u, = § = nlpl,11 = § On utilise le 5°)

nlp =% = I? ~ £ mais I, > 0 donc ["J;Zo‘/% et on en déduit| lim I, =0

nto+oo

Exercice d’algébre linéaire : correction

e Soit x € E. Alors :
z € ker(u) = u(z) = 0 = u(u(x)) = u(0g) = u*(z) = 0 = = € ker(u?)
On a donc : ker(u) C ker(u?) et on en déduit : dim(ker(u)) < dim(ker(u?))

e On pose : v = u|m() qui est donc une application linéaire de Im(u) dans E.

e Soit z € E. Alors : z € Im(v)
< JyeIm(u), uly) ==z
omer, {V=U)
u(y) = z
& Jdrv € E, 2z =u*(z) on remonte en posant y = u(x)
& z € Im(u?

On en déduit Im(v) = Im(u?)

e D’autre part : z € ker(v) = v(z) = 0g = u(2) = 0p = 2 € ker(u)
On a donc : ker(v) C ker(u)

e De la derniére inclusion on déduit : dim(ker(v)) < dim(ker(u))
Donc : dim(ker(v)) + dim(Im(v)) < dim(ker(u)) + dim(Im(v))

Pour le membre de gauche de 'inégalité, on utilise le théoréme du rang qui donne, puisque ’ensemble
de départ de v est Im(u) : dim(ker(v)) + dim(Im(v)) = dim(Im(u))
Pour le membre de droite on utilise : I'm(v) = I'm(u?)

On a donc : dim(Im(u)) < dim(ker(u)) + dim(Im(u?))

On utilise encore le théoréme du rang pour v et u? et on a donc :
dim(E) — dim(ker(u)) < dim(ker(u)) + dim(E) — dim(ker(u?)) = dim(ker(u?)) < 2dim(ker(u))

e Bilan : On a démontré que : |dim(ker(u)) < dim(ker(u?)) < 2dim(ker(u))




Calcul de l’'intégrale de Dirichlet : correction

1°) a) Comme ¢ €]0; 27| alors € # 1 et on peut utiliser la somme des termes d’une suites géométrique
n

. . n . it(1_ (it\n
pour obtenir : Y e = S (e)k = %
k=1 k=1

Alors : Y cos(kt) = Z Re(e*t) = Re( Y e't)
k=1 k=1
nit/2( —nit/2 'm't/Q)

n it(1_ ni e —
];1 COS(k‘t) = RG(%) RG( Ztl—eeztt) = R6<€lt eit/Q(ee—it/Zieeit/Z) ) = Re

it(14+n/2—1/2) *"%Zz—e’;%?)
—1 782

ntl gy —2isin( %y ))
—2isin(L)

On utilise maintenant la formule cos(a)sin(b) = 3(sin(a + b) — sin(a — b))

n sin(2ntL ) _gin(t sin((naL
Alors : 32 cos(kt) = M = 23000 —
k=1

N =

On en déduit : | S,(t) = %?))) pour t €0, 27|

1°) b) L’intégrale A peut a priori poser probléme en 0, mais la relation du a) permet de voir que :
A= f Sp(t)dt qui est clairement une intégrale convergente puisque S, est continue sur [0; 7] comme

somrne de fonctlons contlnues

On a alors : A = f Z cos(kt)|dt = [2t+ > “”,5’“)]3 = 7 puisque sin(kt) = sin(0) = 0 pour k € N*
0

A existe done et vaut A =

oy

2°) a) sin(5) # 0 sur J0; 7] et donc f est de classe C° sur |0; 7] comme quotient de fonctions C° (avec
le dénomlnateur qui ne s’annule pas).
Pour ¢ # 0 au voisinage de 0 :

t) = 1 1 _ t—2sin(¢/2) _ t—2(%—%+o(t3)) o %-ﬁ-o(t?’)) ;7 0— 0
f( ) — 2sin(t/2) Tt 2sin(t/2) 2t(%+o(t)) = @) ~ L~ ﬂ :g — f( )

w

donc f est continue en 0. Comme f est aussi continue sur |0; 7| alors | f est de classe C° sur [0, 7]

2°) b) sin(%) # 0 sur ]0; 7] et donc f est de classe C' sur |0; 7] comme quotient de fonctions C! (avec
le dénomlnateur qui ne s’annule pas).

—Leos(t sin?(L)—t2cos(L
On a alors Vt €]0;7] , f/(t) = £ =2 (2) 4 1 _ feint(g)Feos(y)

2 sin?(%) t2 4t2sin2(%)

2°) ¢) Avec le a) il reste juste a voir que f est C' en 0.

Pour t au Voisinage de 0, compte tenu de 'expression du a) :

3 2 1 42 2 2 44 4
F(t) = 44— s +o(t)? 12 (1— - 2 +o(?)) _ 4l —t+o (t4)) 2rleipott) - 24leiport)  Ldpo(rh) .

(L 10(0)? 12(Z o) = Fol(t7) = o) g

f continue sur [0, 7]

On a donc { f dérivable sur |0,7]  donc, par le théoréme de prolongement de la dérivée, f est dériv-

hmf()—24

t—>0Jr

ableen 0 et f/(0) = 5;. On aaussi f continue en 0, et on peut donc affirmer que | f est de classe C* sur [0, 7]




2°) d) f’ est continue sur l'intervalle fermé bornée [0, 7] donc par le théoréme des bornes atteintes,
/" est bornée sur [0, 7].
Donc |il existe un réel M tel que : Vt € [0;7] , |f'(t)| < M

3°) a) Comme f est C!' on peut intégrer par partie avec

u=f et w=r
v = sin((n + 3)t) v = ,:; cos((n+ 3)t) = 5 27cos((n + 3)t)

2

Alors ff sin((n + 3)t)dt

= [F(@)Zreos((n+ D0IF — [ £/()seos((n+ )00t =0+ g2 [ F(E)eos((n + §)t)ds

Le terme en crochet est nul puisque f(0) =0 et cos((n+ 3)7) = cos(mr + 2) 0

On a donc | [ f(t)sin((n+ 3)t)dt = 525 ff’(t)cos((n + $)t)dt

O—x

b) |f'(t)cos((n+ 3)t)| < |f'(t)] < M avec le 2°)d).

™

L’inégalité de la moyenne et I’égalité du 3°)a) donne directement : bff(t)sz'n(( Dt)dt| < Q”ﬁ

2 M

3°) ¢) Comme lim 724

n—-+o0o

= 0, par encadrement, avec le 3°) b) on obtient : | lim f f(t)sin((n + 3)t)dt =0

n—-+o00 0

4°) Voir cours

5°) a) On effectue le changement de variable u = (n + 1)t (donc dt = + ) et on obtient :

l
2

™ (n+3)m (nt+3)m
. 1 2 . 2 .
f szn((71+2)t) dt = f smt(u) nc_ifl _ f sn;(u) du
0 0 nt+d 2 0
C e sin t) . e sin(t) 7, q: . sin((n—&-%)t)
omme [ dt est convergente et que lim (n+3)7 = 4ooalors: | [ *5Hdt = lim [ 2=t
0 n—+00 0 n—+00

t

T . 1
5°) b) J’wdt
0

t 2sin(%) 2sin(%)
I sin((n + 1))
t)dt + — 2~ dt
/ Jf() / 2sin (%) ]
0 , &
n—>_+)ooo A:%

D’apreés 3°) ¢) et 1°) b)

+oo |
Avec le 5°) a) On en déduit que | [ “2Ugt =1




