PST* 2024-2025
Mathématiques : Correction du BONUS du devoir & la maison n°3

IT)1)a) Pour qu’il n’y ait qu’une seule montée la seule solution est d’avoir (1,2,3,...,n — 1,n), en effet si
la liste n’est pas strictement croissante alors il y a au moins deux montées. On a donc E,(1) =1
De méme la seule liste n’ayant qu'une descente est par symétrie : (n,n—1,...,3,2,1)

On adonc: |VneN* | E, (1) =E,(n) =1

I1)1)b) La liste a = (k,k — 1,k —2,...,1,k+ 1,k +2,...,n— 1,n) admet k montées qui sont
(), (k—=1),...,(2),(L,k+2,...,n)).

On a donc une liste a pour laquelle E,,(a) = k

IT)2) Si a;41 > a; on compléte la derniére montée et on rajoute une descente, si a;11 < a; on compléte la
derniére descente et on rajoute une montée ; on a donc s;17 = s; + 1, on a une suite arithmétique de raison
1. Comme s; = 2 (une montée, une descente), alors : s; =141

On adonc: |Vae S, , M(a)+ D(a)=n+1

IN3)a) n+1—a; =n+1—a; = a; = a; donc ¥ est bien & valeurs dans S,,.
Clairement ¥ est injective donc, comme S,, est fini,

U est une bijection de S, dans Sn‘

I1)3)b) L’application ¥ transforme les montées en descentes et les descentes en montées. (ce serait pratique
en vélo )
On a donc card({a € S, , M(a) =k}) =card({a € S, , D(V(a)) =n+1—k})
Changement d’indéxation dans le deuxiéme card : b = ¥(a), on a donc :
card({a € S, , M(a) =k} =card(be S, , D(b) =n+1—k}

Au bilan on a donc : | E, (k) = E,(n+ 1 —k)

IM)4)a) Si AU B = [1;n] avec AN B = () alors B = A (le complémentaire de A dans [1;n]
Comme on veut A et B non vide, alors il faut A # () et A # [1;n].
Il s’agit donc de compter le nombre de parties de [1;n] différentes de () et de [1;n]

Le nombre de décompositions cherchée est donc :

I1)4)b) Si a = (ay,. .. ,a,) admet exactement deux montées alors :
Jkel;n], ag <ag <-+- < aget ag > gy et apy < Qpaa < -+ < ap

Pour construire une telle liste, il faut choisir deux parties A et B vérifiant la condition du a) avec en plus
la condition a; > agiq
Mais si agr1 > ag on a alors a; < ag < -+ < @ < Qg1 < App2 < -+ < a, et donc a = (1,2,...,n), il faut
donc éliminer les décompostions : [1;n] = [1;kJUk+ 1;n] (ilyenan —1)

On adonc E,(2) =(2"—-2)—(n—1)=2"—(n+1). Bilan : |E,(2) =2" — (n+ 1)




IT)5)a) Les éléments a de S, tel que p,(a) = b= (by,...,b,) vérifient :
a < {(n—{—l,bl,...,bn),(bl,n—l— 1,62,...,bn),...,(bb...,bi,n—l— l,le,...,bn),...,(bl,...,bn,n—l—l)}

IT)5)b) a est de la forme trouvée au a).
Sia=(n+1,by,...,b,) on rajoute une seule montée au début. M(a) = M(p(a)) + 1
Sia=(by,...,bp,n+ 1) n+1 vient se rajouter a la derniére montée au début. M(a) = M(¢(a))
Sia=(by,...,0;,n+1,biy1,...,b,) et sib; < by alors le n + 1 vient "casser" une montée, et il y en a donc
une de plus donc M(a) = M(p(a)) + 1
Sia=(by,...,bi,n+1,b;11,...,b,) et si b; > by alors le n+ 1 vient "compléter"” une montée, et il y en a

donc le méme nombre donc M (a) = M(p(a))

Bilan : [M(a) € {M(p(a)); M(p(a) + 1}

IT)5)c) e Dans une liste a € S,, 41, telle que b = ¢, (a) admet k + 1 montées, on peut placer I’élément n + 1
en fin de chacune des montées de b et seulement 14 pour préserver le nombre de montées.
On a donc k + 1 choix pour chacune de ces listes.
e Dans une liste a € S,.1, telle que b = ¢, (a) admet k montées, pour augmenter de une montée, il faut placer
n + 1 hors des positions qui laissent invariants le nombre de montées.
Il y a £ positions de montées & éviter d’olt n — k positions possibles.
Il faut aussi compter I'insertion de n + 1 en premiére position ce qui fait donc n — k + 1 choix possibles pour
chacune de ces listes.
e Ainsi, passant au cardinal, on conclut : |E,1(k+1)=(k+1)E,(k+1)+ (n+1—Ek)E, (k)

On vérifie facilement que la formule est valide pour k =0 et k > n

I1)5)d) On a, d’aprés ¢) (avec k =2 et n =4): E5(3) = 3E4(3) + 3E4(2)
On connait F;(2) =2* — (44 1) =16 — 5 = 11 d’aprés 4)b), il reste a calculer E4(3)
On a, d’aprés ¢) (avec k =2 et n = 3): Fy(3) = 3FE3(3) + 2E3(2)
On connait F3(2) =23 — (3+ 1) =8 —4 =4 d’aprés 4)b) et F3(3) =1 d’aprés 1)a)
Donc Ey(3) =3.14+24=11
Donc E5(3) = 3.11 + 3.11 = 66

k(L[ 2]3[4]5
1 1[0 0]0]0
2 1|1 ,0(0/0
On a donc le tableau : s 121 Tol0
4 1111110
5 [1] 716671
k
6) Montrons par récurrence sur n € N* la propriété : HR, < Vk € [1;n] , E,(k) = Y (=1)% J(ijl)j"
=1

Initialisation : pour n =1
Alors forcément k£ =1

Alors E,(k) = E,(1) = 1 d’aprés 1)a) et Z( 1)k 9(2%)]’” = > (-1~ (if;)l = (-1)°()l=1etona
bien H R,



Hérédité : On suppose HR,, vraie. Alors, avec 5)d) :

Pour k € [1;n].
Epa(k+1) = (k4+1) By (k+1)+(nt+1-k) By (k) = (k+1)[3 (1) (L) 5+ 0+ 1=R) [ (= 1DF (371) 5™

£ J
Jj=1 j=1
Dans la deuxiéme somme le terme est nul pour j = k + 1 car par convention (k_?;;lrl)) =0

On peut donc regrouper les sommes comme suit :

Bupa(b+ 1) = (D80 + D (3 = (o4 1= B ()L

On calcule le crochet :
(k+1) (00 - (Z*;)

_ (n+1)! (n+1)!
=k + Dag=eay — 0+ 1= B g
n+1 .

= f),(m b+ D+ 1=k + ) = (k+1—j)(n+1—Fk)]
= ek D+ 1) = k(e + 1) + j(k + 1) = (k + 1) (n + 1) + k(k + 1) + j(n + 1) — j]
= e [i(n+2)]

(k+1—5)!(n+1—k+j)!
o (n+1)!
Sl ] (S B o p

(n+1)!

_J(k+1 B o 3 3

On retourne dans la somme :
k k+1

+1
_ k+1—j (n+1)! E+1—j( n+2 \:n
Ena(k+1) = ];1(_1) BV TG ;(_1) o j(kﬂfj)] o
Il nous manque la formule pour k£ = 1 mais c’est un cas simple.

Conclusion : |Vn € N* |Vk € [1;n] , E.(k) =

-

(=D ()i

<
I
—

I

7) On utilise le 6) pour obtenir : Es, 1(n) (—1)nJ (ngfj)j%_l

j=1
Comme (=1)"~ = (=1)" et (") = (5, ) = (21) alows : Bona(m) = 22 (1) ()5
=
+oo
Avec le T)4)c) on obtient : | Ey,—1(n) = 2(2n —1)! [ (%(t))%dt
0




