PST* 2026-2027

Correction du devoir a la maison de Mathématiques n°3

Exercice 0

1) Au voisinage de © =0 :
f(,CL') o ln(1+sin(x)) o ln(l—i—x—%—‘ro(aﬁ)) . (:c—%)—%—&—é—i—o(x“‘)
o cos() N 17%+0(z3) 17%+0(13)

2

On a donc : f(x):x—%jtg%—o(az?’)

2) Au voisinage de +o0 pour z : f(z) =V1+z+22n(1 +¢e77)

Comme ¢ — 0 alors In(1+e™*) ~ e puisque In(1 +u) ~ u

T—+00 u=0

Vitaot+a2= @1+ + 4 40(d))?

z(l+o(l)) ~x

On a donc : | f(x) -~ xe ®

3) |un| ~ =5 > 0 et -5 est une série de Riemann convergente.

Donc par régle de I'équivalent > |u,| est convergente et par absolue convergence | > u,, est convergente

4) On a |v,| = ﬁ = Oet (Jva]) décroissante puisque : (n+ 1)+ 2(n + 1) +3 > n? + 2n + 3.

——+00
Comme la série > v, est alternée on peut appliquer le théoréme spécial et on en déduit que : > v, est

convergente.

[Un| ~ £ >0et > < est une série de Riemann divergente, donc par équivalent Y |v,| est divergente.

Bilan : | > v, est convergente mais n’est pas absolument convergente.

5) w, = ln(l + (?/1%") = (_\/1%” — % —1—0(%) Posons : a, = % et b, = w, — a,

Alors, Y a, est alternée et |a,| = \/Lﬁ donc (|a,|) est décroissante de limite nulle.
Par le théoréme spécial on a donc ) a,, convergente.

Onab,=—5 +o0(2)~ 5= <0et > < est une séric de Riemann divergente;
Donc, par régle de 1’équivalent Y b,, est divergente.

Wy, = ap, + by
On a alors : ¢ Y a, est convergente et on en déduit : | ) w, est divergente.
> by est divergente




Exercice 1

1°)Vt >0, e* > 1donc t+e* —1> 0 et donc ¢ est continue sur |0, +oo], en particulier ¢ est continue sur
0,1].
L’intégrabilité de ¢ sur ]0; 1] pose donc probléme uniquement en 0.

_ . _ e 1+0(1) 1+0(1) 1
Au voisinage de 0 : p(t) = Ter T = T2t T = 3ite) ™ 3 > 0

Ort+— % n’est pas intégrale sur |0, 1] (par Riemann), donc par équivalent ¢ n’est pas intégrable en 0.

Bilan : | ¢ n’est pas intégrable sur |0, 1]

2°) @ est continue sur [1, +oo[. L’intégrabilité de ¢ sur [1;4+00[ pose probléme uniquement en +o0.
Au voisinage de +oo : p(t) ~ e%tt ~et>0
Or t + e est une fonction de référence intégrable sur [1,+oo[, donc par équivalent ¢ est intégrable sur
1, +o0.

Bilan : | ¢ est intégrable sur [1; 400

3°) Compte tenu du 1°) : | n’est pas intégrable sur |0; +oo]

Exercice 2

1,400 — R

141>

Soit v € R fixé, posons :

Comme f est continue sur [1; +oo[, I'existence de I pose probléme uniquement en +oo.
De plus, comme f est positive, 'existence de I est équivalente a I'intégrabilité de f en 4o0.

On va distinguer plusieurs cas, utiliser t* = exp(ain(t)) et travailler au voisinage de +oo
On utilise aussi que, au voisinage de +00 : a < b= t* = o(t")

En effet : i—‘;:t“*b — 0sia—b>0<a>b
t—+o0

Tout les équivalents ci-dessous sont au voisinage de +o0.

Cas1l: a<0
Alors t* — 0O et donc 1 +t* ~ 1 et t2 4+t ~ t2.

t——+00
On a donc f(t) ~ tiz > 0. Comme t t% est intégrable en 400, alors, par équivalent f est intégrable en +oo.

Cas2: a=0
Alors f(t) = 2z ~ # > 0.
Comme au cas 1, f est intégrable en +oo.

Cas3:0<a<?2

Alors t* — +oo donc 1+ t* ~ t©.
t—+o0

De plus a < 2 et donc 2 +¢* ~ 2. On a alors : f(t) ~ 5 ~ 512 >0
Alors par équivalent avec les intégrales de Riemann en 400
f est intégrable en +oo <2 —a>1<a<1

Casd: a=2
—+o0

Alors f(t) = 1;;52 ~ 3 >0 et donc f n’est pas intégrable en +o0o car [ 2dt est divergente.
1




Casb: a>2

Alors t* — +oo donc 1+ % ~ t°.
t—+o0

De plus o > 2 et donc ¢* +¢* ~ t* On a alors : f(t) ~ & ~ 1 > 0 et donc, comme au cas 4, f n’est pas
intégrable en 400

O<a<?2

Bilan : f intégrable en 400 < [a <0oua=0o0u { .
a <

]<:>a<1

Onadonc:’]existe@a<1‘

Exercice 3

1°) ¢t — e~ est continue sur [0, +o00[, donc G ne pose probléme qu’en +oo.
Or, par comparaison exp-puissance on a et = o(t%) au voisinage de +o0.
Comme ¢ — t% est intégrable sur [1, 400, alors par négligeabilité ¢ — et
sur [0, +o00[ puisqu’il n’y a pas de probléme sur [0, 1]

est intégrable sur [1, +o00[ et donc

On a donc : ’G est Convergente‘

2°) a) Posons Vz €] — 1; 400 , a(z) =2 — In(1 + ),
alors a est C™ sur | — 1;+o0o[ et Vo €] — 1;400[ , d/(z) =1 - = &

Ttz 1+a
x -1 0 +00
a'(x) - 0 +
On a donc : et on en déduit Vo €] — 1;+00] , a(x) >0
a@) |\ o
0

On a donc |Vz €] — 1;400[ , In(1+2x) <z

2°)b) e Vn e N* | Vit € [0 \/_[ > —1 et on peut donc appliquer le 2°) a).
On obtient : In(1+ _7'; )<L = nln(l — n) < —t? = (1 — &) < eap(—t?) par croissance de exp

e Si t = \/n l'inégalité voulue s’écrit : 0 < exp(—t?) et elle est donc vraie.

e On a donc |Vn € N* | Vt € [0,4/n] , (1 — %)” < exp(—t?)

2°) ¢) On applique encore le a) avec z = % > —1. On obtient :
In(1+ %) < % = nin(1l+ ﬁ) <t*=(1+ ﬁ)" <exp(t?) = exp(—t?) < (1 + %)_"
On a donc |Vn € N* | Vt € [0,4/n] , exp(—t?) < (14 L)

3)a)t— (1+ %)’” est continue sur [0, +oo[ donc v,, pose probléme en +oo
+oo
Mais (1 + %)_” ~ (%)_ t% >0 et 1f 7= dt est une intégrale de Riemann convergente puisque 2n > 1

, | v, est bien convergente. ‘

3°) b) En intégrant entre 0 et y/n I'inégalité du 2°) b) on obtient directement : |Vn € N* | u, < I,




/A
3°) ¢) On obient ¥n € N* |

< JQ )~™dt en intégrant entre 0 et y/n l'inégalité du 2°) )
2 oo
alors:f(1+t)"dt<f1—|— )"dtetdonc’VnEN*,] <vn‘

\/ﬁ 2
4°) a) On effectue dans u, = [(1—L%

<T

Comme 0 < (1 + %)*”

[e=]

—)"dt le changement de variable C" bijectif
0
t =+/nsin(x) & x = arcsin(%) (on a bien —=

\/tﬁ [0;1]). On a: dt = \/ﬁcos(x)dz
un, = [(1— sin®(z))"(y/neos(x)dz) = [(cos*(z))"(y/ncos(x)d \/_f0052”+1 )dx = \/nwap i1
0 0
Donc [Vn € N* | u,, = /nwa, 11

+00
4°) b) On effectue dans v, = [ (142

—)~"dt le changement de variable C" bijectif
0

Ona: dt= dx

0032 (z)
+00 +oo +oo
oo = [ (1+tan?(2)) (555 de) = [ (mhm) " abmde = Vi [ cos2de = \/nws,
0 0 0

t = /ntan(x) & x = arctcm( =) .

Donc |Vn € N* | v, = /nwa,_»

) On regroupe les résultats de 3°)c) ,

) et 4°)b) et on obtient :
Mais v/nwa, 11 ~ /n

) \/_w2n+1 < [ < \/_an—Z
@D ™ Vi e % et /nwsp—o ~ \/_\/ =2 ~ViE—L T

n—-+0o00 2
Par encadrement, on en déduit [

n —
n—-+o00

Or, comme G est convergente, on a

1y

— G

n—-+o0o

+oo
G = of e P dt = \/777

On en déduit donc :

6°) @ Pour n € N |

t — t*e~" est continue sur [0, +ocf, il n 'y a probléme qu’en +oo pour H,
Mais, au voisinage de +oo : t*"e™ ’

-
e~ = o(+;), donc comme ¢ — ;; est intégrable sur [1, +oo[ alors, par néglige-
abilite, ¢t — t*"e™" est intégrable sur [1,+o00[ et finalement H, est bien convergente

e On effectue dans H,, une intégration par partie, licite car lim
t—+00
2n+1 2 oo 2n+1 2 oo 2
. _ (2t 421400 2l oyt _ 2 Mm+2 ,—t
Ona: H, =[5 5e "] J S (—2te™)dt = 52 Oft e "dt
. _ 2n+1
:VneN y Hn+1 =

t2n+1

e =0

On en déduit

H,
e Donc H, = =11 2n2—1 2n2—3 H, , = (2n71)(2n*?2>)n(2n*5)~~3xlHO
Mais Hy = G = ¥ et (2n —1)(2n — 3)(2n — 5)...3 x 1 = Eulln=ln-giCu=b). i _ o)
Donc H,, = %

2np!

Mais d’aprés le TD sur Wallis : 4n2(23) =W ~ 3 = 2‘5’%
f(?n)' nl
donc H, = 355 ~ Sm

On adonc: |H, ~ -2
" n=+oo 2yn




Probléme

a) t — Sm() est clairement C* sur R*. Tl faut étudier g en 0.

e Continuité

Au voisinage de t =0 : g(t) = S”i(t) = w =1+ o(t)

Donc Pr% g(t) =1 = g(0) et donc g est continue en 0.
%

e Dérivabilité

Au voisinage de ¢ = 0 : 20=90 _ o=l _ 1y __ (. donc g est dérivable en ¢ = 0 et ¢/(0) = 0
& t=0 ¢ t—0

e Caractére C!

/(t) _ cos(t)t—sin(t)

Pour ¢t # 0 on a, comme g est dérivable : ¢ v

Au voisinage de t =0 : ¢'(t) = (1+O(t))tt_2(t+0(t2)) = O(tt;) =o(1) — 0 =¢'(0)

Donc ¢ est continue en t = 0

e Bilan : On a démontrer que : | g est C* sur R

Remarque : pour les 5/2 (pour les 3/2 plus tard), on peut montrer que g est C* assez facilement avec les
séries entieres.

1)b)i) voir cours ou exos corrigés

+o00
1)b)ii) On effectue dans [ =2 Jt dt le changement de variable C* bijectif (car j # 0) u = jt.
g
0
+00 +o0
On obtient que [ sn(t) gt est de méme nature que f sm( du qui est convergente.
0
Comme il y a convergence on a égalité et donc (en utlhsant 'intégrale admise) :

—+o0 ...
I sm(ﬂ dt convergente et f —Smt(]t) dt =1
0 0

1)c) Au voisinage de t =0 :

On a donc, pour t au voisinage de 0 : |In(g(t)) = —% - % + o(t*)




2

1)d) % = " = 3u® = nt? On effectue donc, le changement de variable C' : u = /%t

ln(n
In(n) In(n)
v 3
[ exp(— = [ e \/7 du = f / exp(—
0 0
nrﬁm 2

In(n)
vn

On a donc : bfe:vp 2t ~ \/;

+o00
2)a) Soit n > 2. Alors t — =2 () est continue sur ]0, +oo[. Donc [ #2

s (@) g4 pose probléme en 0 et +oo.
0

Au voisinage de 0 : Sizz(t) tn 1 done t — M

est prolongeable par continuité en 0 et f mi:(t) dt est

convergente.

sin” ()

Pour t > 1 alors 0 <

Comme n > 2 alors ¢ +— ;- est mtegrable sur [1,4o00[ par Riemann, et donc, par comparaison ¢ —

intégrable sur [1, +oo[ et donc f sin”

s gt est convergente.

/= S0 gt et f sin (t) dt sont convergentes donc |pour n > 2, f s () dt est convergente.
0

2)b) Soit a > 0 et A > 0 alors :

, o . Alors :
v = = V= —

= sin’(t = 2sin(t t) = sin(2t
On fait une intégration par parties avec {u sin’(t) et w sin(t)cos(t) = sin(2t)
t

A,
f sw;(t)dt [ sin? + f szn(2t

a

Comme lim %2() — 0 et —sw; 2(a)

~ =2
A—+o0

a— 0, alors on a, comme les intégrales sont convergentes
a—

+oo +oo |
f sm dt f m§2t) dt
0 0

+oo
On utilise alors, la question 1)b)ii) et on a: | [ sin?(0) g —

0

3)a) A k fixé, h,, est C* sur [0, 27|, donc A est continue sur le segement [0, 27], donc h¥) est bornée sur
[0, 27] par le théoréme des bornes atteintes, et donc sur R par 27 périodicité

Donc: |3K >0, ¥t eR, |hP

¢ (t)‘ <K

3)b)i) Au voisinage de t = 0 : sin™(t) ~ t" donc :

ha(t) = sin™(t) = t" + o(t")




3)b)ii) Comme A" est C*°, h¥) est C™ et admet un DL en 0 a tout ordre. De plus on peut obtenir le DL
de hgf) en dérivant k fois celui de h,,.

Remarque : on ne peut pas en général dériver un DL, on a utiliser ici que h,, est C'*°

On a done (1) = iz (1" + (")) = 25 (")
(k)
On en déduit : hII(l) htn (,f) = (nf!k),

3)c) ot |—> ( ) est continue sur 0, +o0c[, prolongeable par continuité en 0 avec le 3)b)ii).

Donc ¢ — Z ( ) est intégrable sur ]0, 1]

i (t)

tn—k

e On apourt>0: < K

— tn—

Mais pour k € [0,n —2] on a : n — k > 2 donc ¢ — 5 est intégrable sur [1, 00|

et donc, par comparaison : 1, +00]

+o0 (k
e En regroupant les deux derniers résultat on a: | [ hn 8 gt est absolument convergente.

tn— k
0
o = heY {u = pr?
et

-1

’U:t—g

3)d) Soit a > 0 et A > 0. Par intégration par partie avec {
v =

|

(n=1)4 R(=2)(®) A (no2)
(=Y - [

t a

(n—2)
Comme h"" est bornée (3)a)) alors : lim h"T(t) =
A—+o00
n 2) h',(1n72) a (n—2)
Avec 3)b)ii) : (“) a X % donc lim =@ _
a a—0 a
1
u,*)O%
. +ooh h(n 2) )
Finalement [ hn O gt et f hn O gt sont de méme nature, et comme f —dt est convergente

0 0

+TOO (1)
(par 3)c)) alors : of h"T(t)dt est convergente

+00 . (n—1) 100 (n-2)
Remarque : on a démontrer de plus que : [ 'nOgr = [ rn_Bg
0 0

e Sion effectue encore une intégration par partie on a :

h(n 2) t)d [ (t)]+oo +2 f (t)d

i

0

On démontre que le crochet est nul comme ci-dessus et par convergence des intégrales :

0O (1) +00  (r—2) 0O (—3)
by (@) 30 _ b, t) 74 By, ¢

0 0

Une nouvelle intégration par partie donne

+fh<””t>d_f’* dt_2fh( dt_3><2fh( 20 gy

0

. . +o0 h<"71>(t) +oo h("fk)(t)
On a finalement, par itération : Vk € [Lin] , [ =—-—2dt = (k—1)! [ ==—=dt
0 0



- O p-1
En particulier, pour k =n: [ =——2dt = (n —1)

0

—+00

1iel . sin( 1 e h%n_l)(t)
On en déduit : | [ ( ) dt = i dt

4)a) hon(t)

(n—1)! t

0

= sin®"(t) formule D’Euler

it —it
:(el 2? Z)

formule du binéme

— (gil)zn kz_o (2kn> (eit)Zn—k(_e—it)k

1 2n
= T 2
k=0

1 2n
R TESD ,;
=0

(21?) (_ 1)k (eit)2n—2k
(2121) (_ 1)kei(2n—2k)t

On a bien :

2n .
hon(t) = 4% kf()(_l)n-’_k (21?) i(2n—2k)t

4)b) On a que : ("2 = 4(2n — 2k)e'n—2M)1

0 g

t
0

, et donc

Avec l’expression de 4)a) et la linéarité de U'intégrale :
2

hrD(t) =

n—i—k(zl?) 277,—2/{7 2n—1,i(2n—2k)t

( ) T=1(-1)met (2n—2k)* 1 =221 (n —

Comme 22" 1

hsr (1) =

— % Z(_l)n-&-k(?kn)(n k,)2n 1pi(2n— 2k)t+ = Z (_1)n+k(2’?) (n_

2n

% (_1)n+k (an) (n . k)Qn—lei(Qn—Qk)t

2n

k=n+1

2n—1

arT
d2n—1

k)Qn—l —

(6 i(2n—2k)t )

-

k) 2n—1 ei(2n—2k)t

( (2’/’L _ 2k))2n 1 1(271 2k)t

k)21 alors :

Changement d’indice j = n — k dans la premiére somme et j = k — n dans la deuxiéme :

sV (t)

n

|
B|=
<.
[
L

<_1)] (2n

<
I
—

[
Sl 8l
= 1=

Il
—

I
= =

<.
Il
—

I
M=

<.
Il
—

(1) (20) 7 sin(2i1)

n—j Jj+n

n

J=1
I9n—1 622]t7€72z]t
24

On a bien :

B () = 3 (<1 1Y (2 ) 52 sin(2jt)

J=1

e g S () (e

(=1 ()2 tesit — i( 1 (2 jon-teit

(_1)n+n+j( 2n‘)j2n—1€2ijt + % Z:I(_l)n+j+n('2n )(n . (] + n))2n—16i(2n—2(j+n))t
]:



4)c) Avec 3)d) :
teo sin( ooh§2n71)
Of (=5~ ) dt = 2n i) Of = Ot

En utiisant Pexpression de 4)b) :

+o0o +oo n

f (sm ) dt = 2n o f Z(_l)j(ﬁfn)jZn—lsin(tth)dt

0 0 j=1

Par linéarité de I'intégrale, comme les intégrales sont convergente :

e sin(t) \2n 1 = i(2n\ :2n—1 e sin(2jt)
6f (=57) dt = 2n-1)! Z1<_1)] (j+n)j bf —dt
‘]:

En utilisant la question 1)b)ii) :

s sin(t) | 2n 1 - i 2n )\ 2n—1m
f( t ) dt:(?n—l)!z(_l)j(j—&—n)j 2
0 j=1
+oo n n
On adone s | [ (M58)™dt = 5ty 3 (-1 ()5
+oo | +oo +oo
Sa) | [ () "di| < [ gt < [ Fdt = 2k
s z 1
2 2
+o00 1 +oo

Done [ (22)"qt = O(1) et comme 4 = \/iﬁ -0 alors @ | [ (220" gt = 0(\%)
2

5)b)1) Sur ]07 E] . %(szrz(t)) _ tcos(t)t;sin(t)

On pose : ¥t € [0,7] , a(t) = tcos(t) — sin(t)
a est dérivable sur [0, 7] et a/(t) = cos(t) — tsin(t) — cos(t) = —tsin(t) < 0 sur [0, 7]
Comme a(0) = 0 et que a est décroissante alors a(t) < 0 sur [0, 7]

Donc jt(s”z(t)) <0et|t— Sm(t) est décroissante sur [0, 7]

5)b)ii) On a : €, = % s 0 par comparaison [n puissance.

Donc, & partir d’un certain rang, €, < 7 et par la question 5)b)i) :

|0y g = [ gorar< [ (gle)ydt = (5 — ) (glen)”
e 3 e

((gle))) =nin((gle)) 2
Avecle 1)0) : In((g(en))") = n(~% — 5+ o(eh)) = n(~% + 0(e2)) = =2 4 o((In(n))?)

in(n)
vn
z 7 In(n () _ (In(n))?2
Mais v/n = exp(3in(n)) donc : /n [ (smt(t))ndtz (5— l\/(ﬁ))exp( 2 él ) ((In(n))?))
in(n)
v o(1) n—H:ioo



Donc v/n j (Sm(t)) dt — 0 et donc

n—-+0o00

(sin(t))ndt _ O(

t

%m\ﬂ

7)
In(n) \/ﬁ

5)c)i) Pouru >0, |[e*—1]=1—¢"
Donec, pour u au voisinage de 0% :
e =1 —2u=1—-¢e"—-2u=1—(1—-u+o(u)) —2u=—-u+o(u) ~ —u <0
Donc au il existe un voisinage de 0 sur lequel |e™® — 1| — 2u < 0, donc Ja > 0 tel que :
Vu € [0,a] , |[e7* — 1] —2u < 0 et donc [da > 0 tel que : Yu € [0,a] , e — 1] < 2u

3
I~

3
N

B

10,2] — R

t o ()4 L

5)c)ii) On pose :

Avec la question 1)c) on a, pour ¢ au voisinage de 0 : a(t) = %3 + o(t) ~ ﬁ <0
Donc a(t) < 0 au voisinage de 0

De méme a(t) + 3 = t* — Lo+ o(t*) = 3 + o(t?) ~ t* > 0 donc a(t) + > > 0 au voisinage de 0

Donc au voisinage de 0 : —t3 < a(t) <0

Donc |il existe b > 0 tel que, pour tout ¢ €]0,0] , —t> < ln(%(t)) + % <0

in(n [
Jn L

[\

5)c)iii) e l:‘/(g) — 0 donc, pour n assez grand 0 < % < b et on a donc pour t €]0,

n—-+o0o
3 sin(t) t2
- <ln( )—i(_)6 §0t2
3 sin
= —t° - = < l (=5 | % 2
= —nt3 — n6 < nln( sy < pt
Par croissance de exp :
exp(—nt3 — n%) S (WZ( ))
= exp(—nt3)exp(—n xp(

) —e
= (exp(—nt3) — 1)61’ (—n ) (2™ _ exp(—n%)f 0
= (SZ”T(t))n — exp(—n%)‘ < (1 — exp(—nt?)) exp(—n%)

———
<1

< (1 - exp(—nt?))

e sin(t)\ " v _nt?
o Of( ) dt — b[ e o dt

IA
o

IN
—
|
™
8
=
|
S
~
=
=
~

£}
z
B
=

n(n)

(220Y gy — [ et dt] <
0

On a donc : |pour n assez grand : (1—e™")dt

oy

10



et |0, l?}g)

[=>0<t§M:>O<t3<M:>O<nt3§l”3(") —5 0

Vvn = nvn VR i

Donc pour n assez grand : 10, lf/(g) [C]0, a[ et donc avec c)i)

In(n

No%

SN

Finalement :

Remarque :

“+oo

5)c)iv) [ (

0

On utilise 5)a) et 5b)ii) et ona: [ (M)ndt = j (Sm(t))ndt +o(=%)
0

ln(n)
In(n)

S
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mieux que I’énoncé ou erreur de calcul ?

SO) = () e () e [ ()

(In(n))* (In(n))* (in(n))* 1 .
Comme —— = =572 - 0 alors =57~ = O(\/—ﬁ) et donc la question c)iii) donne :
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On se souvient alors de 1)d) :
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On obtient finalement : [ (220)"qt = /37 4 o(%)
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