PSI* 2026-2027, Mathématiques DS n°2 : Correction, type 1 et type 2

EXERCICE n°1 (type 1)

Au voisinage de x = 0 :

fay = ) _

3 2 3
in(14a—2 4o@®) (2% ) -2 42 4o(a?)
1—%—}—0(:53)

On adonc: |f(x) =2 —Z + 2 4 o(z?)

EXERCICE n°2 (type 1)

1°) @ a est clairement C* sur [0,+oo] et on a: Vo >0, o/(t) =1+ 2e* >0
Donc « est strictement croissante sur [0, +00].
Comme de plus a(0) = 0 alors Vo > 0, a(t) >0

e Comme ¢(t) = % on a alors : | est définie et continue sur |0, +oo[

2°) | ¢ est intégrable sur I <= [ |¢| est convergente.
T

3°) ¢ est continue sur |0, 1], il faut étudier I'intégrabilité en 0.
fad _n. _ et - 1+0(1) _ 1+0(1) 1
Au voisinage de t =0 : ¢(t) = 55 = o] = 3o ™ 3

Ort— % n’est pas intégrable sur |0, 1] par Riemann, donc par équivalent :

‘gp n’est pas intégrable sur ]0, 1[‘

4°) ¢ est continue sur [1, +oo[. L’intégrabilité de ¢ sur [1;4+00[ pose probléme uniquement en +o0.
Au voisinage de +oo : p(t) ~ 6% ~et
Or t — e~ ! est une fonction de référence intégrable sur [1, +00[, donc par équivalent ¢ est intégrable sur
1, +o0].

Bilan : | ¢ est intégrable sur [1; 400

EXERCICE n°3 (type 1)

. A 1 1 1
Comme au voisinage de u = 0 : arctan(u) ~ u alors arctan(i7z) ~ 157 ~ 72
(—)"arctan(—) £
Donc S~ 2 = > ()

n 1
arctan( Tin? )
3

1 ) . , . (_1)
Comme ) -5 est une série de Riemann convergente (5>1), alors par équivalent : ~

1
(—1)"a7‘ctan(1+7)

est convergente et par absolue convergence : | est convergente.

n3




EXERCICE n°4 (type 1)

Posons : Vt €]0,1] , f(¢t) = In(1+t) —sin(t)

t24/sin(t)
Comme 2 # 0 et sin(t) # 0 sur ]0, 1] alors f est continue sur |0, 1]
L’intégrale ne pose probléme que en 0.

=L Lo(t2)—(t+0(t2))  —L to(t?)
t2\/sin(t) o t2\/sin(t)
;tQ
Comme sin(t) ~ t et donc /sin(t) ~ v/t on en déduit : f(t) ~ v 51 > 0
Mais ¢ tl% est intégrable sur |0, 1] par Riemann et donc par équivalent, f est intégrable sur |0, 1]

Au voisinage de t =0 : f(t) =

1 .
On en déduit que : | [ In(1+t)—sin(t) 1,

0 124/ sin(t)

EXERCICE n°5 (type 1)

1°) Soit a € R et f une fonction positive, continue par morceaux, décroissante sur [a; +00|.

+o00
Alors : | [ f(t)dt et Y f(n) sont de méme nature.

2°) On reconnait la forme % = (_71), et on en déduit que :

t— ﬁ est une primitive de ¢ — W sur [2, +o00|
A
3°) Soit A > 2, alors : !Wdt:[ﬁ]fzﬁ—mAjmﬁeR
+oo
On en déduit que : 2f Wdt est convergente.

4°) Posons : Vt > 2, f(t) = t(lnh))z
—(In(t))2—2In(t))

f est dérivable sur [2, +o0o[ et f/(t) = = Zanmyt < 0 donc f est décroissante sur [2, +00[ (et positive)

On peut donc appliquer le théoréme de comparaison série-intégrale rappelé au 1°) et on en déduit

que : | 3 wgny €St convergente.

EXERCICE n°6 (type 1)

1°) ® GG est libre si et seulement si [V()\l, o) ER™ DT Mg = 0pe = VE € [1,n], A\ = 0}
k=1

e (G est génératrice de E si et seulement si Vec(G) = E

(fi(@) = In(1+2) = > CUM ok 4 ofam)
2°) a) Au voisinage de 0 : | fo(z) = ch(x) = kzo ((;,3?902’“ + o(z*")
fs(@) = o7 = > (=1)fa* + o(a")
k=0




2°) b) Soit (a,b,c) € R?
afi +bfs+ cfs = Oz
= Vr € R, aln(l+x) + bch(x) + ¢z =0 on fait un DLen 0

= a(r — 2 +0(2?) +b(1 — 2 +o(2?) + c(1 —x + 2% +0(2?)) =0 unicité du DL

b=0

= qa—c=
4o~ § -+
b=

= 4qc=a
—lata=

On en déduit donc que :

Probléme : développement asymptotique de la série harmonique (type 1 et 2), source cciNP TPC 2007

0,1 — R
1) a) On pose r  — x+In(l—2x)

Alors a est dérivable sur [0,1[ et d/(z) =1 — = =72 <0

-z —

Donc a est décroissante sur [0; 1[. Comme a(0) = 0 on en déduit : Yz € [0,1], a(z) <0

On a donc : |\Vz € [0,1], z+In(l—2) <0

b oo [0,1] — R
1) b) On pose r — x—In(l+ m)
Alors b est dérivable sur [0, 1] et b'(z) =1 — 1+z =720

Donc b est croissante sur [0; 1[. Comme b(0) = 0 on en déduit : Va € [0,1], b(xz) >0

On adonc: |\Vze[0,1], 2 —In(l+xz)>0

2) ® Upi1 — Up = (Spa1 — ln(n +1)) = (S, —In(n)) = Spp1 — S + ln( ) —In(n+1)
Par télescopage : Upi1 — Uy = 77 +In(ly) = % + ln(”:ill) = 5 +in(l - —) = a(#l) <0
d’aprés le 1)a)

On en déduit (uy,),>2 décroissante.

® Vi1 — Uy = (Sp — In(n+1)) = (St — In(n)) = S, — Spet + In(n) — In(n + 1)
Par telescopage U1 — U == —In() =L —In(1+ 1) =b(2) > 0 d’aprés le 1)b)
On en déduit (vy,),>2 croissante.

o u, — v, = (Sn — ln(n)) — (Sn_l — ln(n)) =S, —S1= % j 0

(un)n>2 est décroissante

e On a alors : { (Un)n>2 est croissante et on peut donc conclure que :

nginoo(un B Un) =0

(Un)n>2 €t (v,)n>2 sont adjacentes




donc, par régle de I’équivalent : | > z,, est convergente.

3) ¢) On a vu en 3)a) que ,, = =+ —In(1 + 1)

+00 +00 Too oo
Donc >z, = > (% —In(1+ %)) => (% - ln(%)) => (% —In(n+1)+ ln(n)))
n=1 n=1 n=1 n=1
N N
Pour N > 2 on a donc par télescopage : > x, = > % —In(N+1)=vyp N—+> y
n=1 n=1 —T0

n
n=1

+oo
On peut donc en déduire que : [y = > (l — ln(l + %))

4) a) Au voisinage de x =0 : f(x):x—l—i-e’x:x—1+(1—x+12—2+0(a:2))=%2+0(x2)

2

On a donc : | f(z) ~ £

2

=0
4) b) Pour z > 0 : g(z) = x(1f—(i)4)
032
Mais 1 —e™* =1~ (1 -2 +o(z)) =« + o(z) ~ x au voisinage de 0, donc g(z) ~ ;2 = 3

On en déduit hH(l) g(z) = 5 et donc | g est prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = 1
T—

4)¢)Ona lim g(x)=1doncIA >0, 2 > A= |g(x)] <2

r—r-+00

g continue sur [0, Al donc par le théoréme des bornes atteintes, il existe K tel que :
vz e [0,4], [g(z)| < K

En posant K = Maz(2, K) on a bien : |Vz € [0, +00[ , |g(z)| < K donc g est bornée sur [0, +00]

5)OnaVe >0, 0<|g(x)e ™ < Ke™®
“+o0o
De plus, d’apreés le cours : [ e “dx est convergente, donc par comparaison :
0

+oo
[ lg(z)e™"|dx est convergente.
0

Par absolue convergence on a alors : ’I est convergente.

6) a) © — “——— est continue sur [1,+oo[ donc I, pose probléme en +oo

e~ T _e—nw

Onapourz>1:0<

Mais, d’aprés le cours x — e~ et x +— e "* sont intégrables sur [1, +00|

S e % 4 e

Donc, par comparaison : x — # est intégrable sur [1, 400 et on en déduit : ’In est convergente.




+oo “+oo
6) b) i) Par la méme démonstration qu’au 6) a) on a que [ “—dwet [ <

—dx sont convergentes.

1 1
Ce sont donc les limites de J(X) et K,,(X)

J(X) et K, (X) ont donc des limites quand X — +o00

6) b) ii) On effectue dans K,(X) le changement de variable C' : u = nx
X nX
On a: du=ndr et & =2 ¢t donc : K,(X)= [“—dv= [ ““du

1

n

nX
En reposant u = z, on a bien : | K,(X) = [ <dx

T

n

X

6°) b) iii) [,(X) = [ ——=""dx

1
Par linéarité de I'intégrale : I,,(X) = J(X) — K,,(X)

X nX
En utilisant le ii) : 1,(X) = [ <dz — [ “—=du

T
1

n

n nX
Par la relation de Chasles : I,(X) = [“—dz — [ “dx
X

+o0

nX
. —x . —x
Mais comme [ £—dx est convergente, alors : lim 1l —dr =0
1

X—+4o00 X

I, = fe;zdx

1

Et donc, comme I, = lim I,(X) on obtient :
X =400

n

¢ dr = [y

T T

6) ¢) Avec le 6°)b)ii) : [, =

»—A%S

n

1 [
Comme les intégrales sont sur un segment et qu’elles convergent : [, = /—dx + 1[ %dm

1
——
in(n)

On a donc : |1, = In(n) —

_ T
l—e dl'

T

»—I%z

7) a) Pour z au voisinage de 0 : o, (z) = U=2tole))—Uatio())

_ (=Dzto(x) _ 4 1 + o(1)
Donc liII(l) pi(r)=t—1€Ret ’got peut étre prolongée par continuité en 0
T—

7) b) Pour tout t € R, ¢; est clairement continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 avec
le a).

F(t) =

o,

@i(x)dx est donc convergente car c’est l'intégrale d’une fonction continue sur un segment.

Donc ’ F' est définie sur R‘

7) ¢) Posons : ¢ :u €]0,1] — eiu;Hu

Alors ¢ est continue sur ]0,1] et, pour u au voisinage de 0 : ¢(u) = % = o(1) donc ¢ est
prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 0



On a donc une ¢ qui est une fonction continue sur segment et on peut lui appliquer le théoréme des
bornes atteintes pour obtenir IM > 0, Vv € [0,1] , |p(v)| < M

Pour h € [—1,1] et z € [0,1] on pose v = hx € [0, 1] et on distingue deux cas.

Cas 1: Siv =0 alors ‘e*hx —1+ hx‘ =0 < Mh?z?

e~h® 14ha
hx

Cas 2 : Si v # 0 alors |¢(v)| < <M = |e™" — 1+ ha| < Mh*a?

— 1+hx‘ < Mh2z?

On a donc : |Vh € [-1,1] , Yz € [0,1],

7)d)Pourt€Reth€[ 1,0[U]0,1] on a :

F(t+h) F(t) 1 -z _, —T(t+h) —x —xt
- —at —
- — [etdy =

_ e —e

z— _ e‘”)dm

o o . °

I
—

- e*m> dx

_e—xh_
et (%)dm

< Mh2z? — M‘h|

: _eah_
Mais, avec le 7)c) ‘1 ¢ ——ah

= lzhl
e 1 1
On a alors, avec I'inégalité de la moyenne : (t+— e "tdx| < M |h| [ e *dx
0 0
F(t+h)—F 1
7) e) En faisant tendre h vers 0 dans le 7)d) on obtient : }llin(l) w = [e“dx
- 0

On en déduit que F est dérivable en ¢ et que F'(t) = [ e *'dx

o

e tdx

o%,_,

Ce résultat étant valable pour toutt € R ,ona: | F' est dérivable sur R et Vt € R | F'(t

7) f) Comme e™* — e~® = 0 on a directement : | F'(1) =0

1
7) g) Pour t #0: F'(t) = [ e *dx = ﬂt]é % + % = l_teit
0

t
Ona: F(t)— F(1) = [ F'(x)dz et avec expression ci-dessus, en tenant compte du fait que F(1) =0 :
1

¢
= [ "da
1

+o0
8) a) Déja fait. On a : 6[ ¢——¢"dx est convergente

8) b) Avec le 6)c), on a : I, = In(n) — [ =¢—dz = In(n) — F(n) avec le 7)g)
1

1
Si on reprend la définition de F' on obtient : | I, = In(n) — [ “—"—dx
0




+00
8) ¢) Comme par définition I, = [ “—=—dz alors avec le 8) b) :
1
1 +oo _
- [e—=de = [ " da
0 1
1 e +00
=[e—="dr+ [ ©
0

1

*"L‘ —nx

—€
x

= In(n dx

+oo
et par la relation de Chasles : |In(n) = [ “——du
0

9) a) Remarque : Ona: Vo >0, (e —e™)g(z)| < K(e™® — e ™)
Comme z — e~ — e~ " est intégrable sur [0, 400 on en déduit L, convergente (ce qui est sous entendu
et non demandé)

+o00
OnalL,—1= [(e%—e™)g(x)dr — fex z)dr = fem” (x)dx
0

Puisque |g( )] < K on a part I'inégalité de la moyenne :
1L, —I| < f Ke"dy = [-K<—]f* =L
0

n

On adonc: ||[L, —I| <&

9) b) Avec le 9) a) et comme lim £ =0 on obtient : | lim L, =1

n—+oo ™ n—-+o0o

9) ¢) Comme g(z) = —— — < alors :
oo oo x —nx —x —nx
L= e =) (e — Do = [ (5 — ey
0 0

Donc puisque les intégrales sont convergentes :
“+o0o +00

L,= [ “5=de— [ <u>dx

0 0

On utilise le 8)c) pour la deuxiéme intégrale et on obtient :
+o00

Ln: g‘ %dm—ln( )

On remarque que : “5—— Z k% puisque 1'on a la somme des termes d’une suite géométrique

de raison e”* # 1 pour x # 0

+oon—1
Donc L, = [ > e *dz —in(n)
0 k=1
—1 +o0
La somme est finie et les intégrales convergentes donc : Z [ e *dx — In(n)
k=1 0

oo —kx
Mais [ e *drx =[5> =

Donc L, i + —In(n) = S,_1 — In(n) = v, et donc

9) d) Comme lim v, =7, que lim L, =TI alors [ =~ et donc|y= [ e "g(z)dx
0

n—-+o0o n—-+o00

1
k




Probléme : Comportement asymptotique des restes d’une série
numérique convergente (type 2)

1) a) Posons : S, = > ug. Comme Y u, est convergente alors il existe A € R tel que S,, — A

k=0 n—+oo
Doncu, =S, —Sp,-1 — A—A=0
n—+00
On abien: | lim u, =0
n—+oo
+oo n—1
1) b) Posons p, = > uy alors, comme la série Y- u,, est convergente on a : p, = (> u) — (> wy)
k>n k=0 k=0
n—1 400 +o00 400
Mais comme lim ug) = ug alors lim = ug) — ug) =0
S () = Zweatos I o= ()~ (Zw)
+oo
On a donc : |la suite de terme général > wuy est convergente et sa limite est nulle.
k>n

2) a) D’aprés le cours : | Y u, est convergente si et seulement si |r| <1

2) b) D’aprés le cours : +ZOO = +Zoor’“ = =
P . : U = : = 1=
=n =n

.2 2 2 2 _ 2 1
3)a) Ona: s ~ 51 ~ o5, done o2 = % + o(55)
Donc u,, = arctan(%+o0(-5)) et comme au voisinage de 0 : arctan(u) = u+o(u) ona: u, = 5+o(5)
2
Up ~ =5 >0
Onadonc: ¢ % ™ o . .
> -3 est une série de Riemann convergente puisque 3 > 1
On peut donc appliquer la régle de ’équivalent pour les séries & termes positifs et on en déduit :
> u, est convergente.

3) b) Cherchons P et @ sous la forme : P = X?+aX +bet Q= X?>+cX +d
Alors : P(X) - Q(xX) = 2X
P(X)Q(X) = X* + X2+ 1
(a—c)X +b—d=2X
X*+(a+e) X3+ (ac+b+d) X%+ (ad + be) X +bd = X* + X2+ 1

(0 —c=2 (d =10 a—=1 )

a=1
b—d=20 c=—a c=-1
at+c=0 a—c=2 d=2b °=

= = = =b=1

ac+b+d=1 ac+b+d=1 —1+26=1 B
ad +bc=0 ad+bc=0 d—b=0 1:1
(bd =1 (bd =1 2 =1 L

Finalement : [P = X2+ X + 1 et Q = X? — X + 1 conviennent.




3) ¢) Fixons y > 0 et posons Vx >0, 0(x) = arctan(lfwyy) — (arctan(x) — arctan(y))

Alors 6 est dérivable sur [0, +o0o] et

(+zy)—y(z—y) 5
9/(33) _ (1+azy)? 1 1+y2 1 1+y? 1 1+y 1
RN 19:-‘;%)2 1+22 = (14zy)2+(z—y)? 142 1+2zy+a2y2 +a22 —2zy+y? 142 1+z2y2+a2+y2 142
_ 1442 1
= T T T

=0

On a donc 6 constante sur [0, +oo[ et comme 6(0) = 0 alors 6(x) = 0 pour tout > 0

On en déduit : [V >0, Vy >0, arctan(ﬁ;l;) = arctan(x) — arctan(y)

3) d) On remarque que : u = arctan(%)

Avec le ¢), on a donc que : ug = arctan(P(k)) — arctan(Q(k))

Mais QX +1)= (X +1)2? - (X+1)+1=X?42X+1-X-14+41=X?*+X+1=P(X)

Donc uy, = arctan(Q(k + 1)) — arctan(Q(k))

Par téléscopage on a alors, pour N > n :
N N
Yup =Y, (arctan(Q(k: +1)) — arctcm(Q(k))) = arctan(Q(N + 1)) — arctan(Q(n))
k=n

k=n

1 = ] N 1 =I
Comme Nl_l)I_I:QQQ(N +1) =400 on a Nl_lgloo arctan(Q(N +1)) = 3
De plus Q(n) =n* —n+1
N
On en déduit que : | Y u, = § — arctan(n® —n + 1)
k=n

3) e) On utilise que : I — arctan(z) = arctan(:) et on a :

N
_ 1 1 1
kz up, = arctan(z=—g) ~ =g ~ 7z > 0
=n
Comme Y % est le terme général d’une série convergente, on a par la régle de I'équivalent que :
n

+00
La série > (Y uy) est convergente.
n>0 k=n

4) Comme z > 1 on peut choisir v €]1, z]

In(n)
On a alors : =~ = 2™« puisque z — v > 0
e puisq v
Y n—-+o0o

On en déduit : h;@ = o(=)
Mais n% >0et ) n% est une série de Riemann convergente puisque v > 1

S M) egt convergente.

ne

Alors, par négligeabilité :




5) a) Soit o > a alors par intégration par partie, en dérivant n(t) :

f lngt) dt = [W[n(mg _

®—p

1 1 1 1 B 1
— x+1 T dt = = erl)a””_lln(a) - (7x+1)ax_1ln(a’) o {_wdt

~

“+oo
Comme f =dt est convergente par Riemann, et que la limite du crochet existe dans R puisque
a

tx

+00 +oo too
x —1> 0, on en déduit que [ lf#dt est convergente et que : [ n(t) gy — % + L [ Edt

a a

+o00
: 1 1 _ 1 :
Mais { Sdt = alirilm[(_1+m)tz,l]g = DT (puisque x —1 >0

(z—1)a®—1 ) ar—1

“+o00
Donc [ l’;g)dt: {n(a) + o

+00 al=% (14 (z—1)in(a
En utilisant que - —L_—4'* on en déduit : [Va >0, f ”;5}’ dr = ( ;(_1)2) ( ))

5) b) Posons V¢ > 0, p(t) = =

t(B

Alors p est dérivable sur |0, +oo[ et p/(t) = 14 + In(t) 55 = lﬁﬂ(t)

Mais t >4 =t > e = In(t) > 1 = zin(t) > 1 puisque x > 1 et donc 1 — zin(t) <0
On en déduit p'(t) < 0 sur [4,4o00[ et donc p décroissante sur [4, +00]

DoncVk>n>4ona:Vte[kk+1], plk+1) <p(t) <plk)
k41
En intégrant sur [k, k + 1] on obtient : p(k+ 1) < [ p(t)dt < p(k)
K

e Sion somme I'inégalité de droite pour p Variant de na N >n >4, on obtient :
k41 N+1

pr dt<Zp()etavecChasles. f <Zp (k)

+o0
Comme l’intégrale est convergente on en déduit, en faisant tendre N vers +o00, que : p(t)dt <r,
g g
n

e Si on somme l'inégalité de gauche pour p variant den —1 a4 N — 1 avec N > n > 5, on obtient :
N-1 N-1 k+1

p(k + )<k21fp

k=n—1

N+1
Avec changement d’indice et Chasles : 7, < [ < [ p(t)dt

Comme 'intégrale est convergente on en déduit, en faisant tendre N vers +o0, que : 7, < [ p(t)dt
n—1

e En regroupant les deux derniers résultat et avec la défintion de p(t), on a: f p(t)dt <r, < f p(t
n—

(1+@-1)in(m)) e < (1+@-1in(n-1))

5) ¢) En combinant le 5)a et le 5)b, on a : I T ST S ST

Mais n — 1 ~ n donc (n — 1)* ! ~ n® et In(n — 1) ~ In(n) donc :

(1+@-Dinm)  (He-DO-1)  @lmm) _ inw)
1 x—1 —

@—1)2ne—1 "~ T(@—1)2(n-1)"- (z—1)Zn=— (z—1)n=—1

10



Avec la double inégalité ci-dessus, on en déduit : |r, ~ (z_lq)%

6) Comma a,, et b, sont non nuls que a,, ~ b, alors lim by — 1
n—+oo 4n

Donc 3N e N, Vn > N | Z—Z < 2 (par définition de la limite)

Comme a,, > 0 on a donc pour n > N , 0 < b, < 2a,

Comme ) a, et donc ) 2a, est convergente, on a alors, par comparaison :

7) a) Par définition de la limite lim 2 =1, on a, puisque b, > 0 :

n—+4oo “n

ilexiste Ne N, n>N=, (1—-¢)b, <a, <(1+¢)b,

7) b) En sommant les inégalités du a) de n > N a 400 on obtient :

> by est convergente.

n>N=, (1-e)B, <A, <(1+e)B, =, 2—3—1‘ <e
Ce qui donne par définition de la limite que : nEToo g—z =1 et donc que : | A, W B,
8) a) Vk € N* kk+1)_%_k_—1rl

Donc, par télescopage, pour n € N* et N > n, on a: k;n m = % — NLH N_)—+>OO %

“+o00
On en déduit que : Vn € N*, kz_: m est convergente et vaut %

+o0o
En particulier, pour n =1 on a Z +1) qui est convergente.

+00 too
Bilan : | Y m est convergente et Vn € N* | Y~ m =1
n=1 k=n

8) b) Comme D +1) 2 alors, avec le 7) : z_: kig ~ kz_: —k(kl—i-l)

Et avec le calcul du a) : Z iQ %

9) Comme f est dérivable sur [0,4o00] on peut appliquer le théoréme des accroissements finis sur

[t,t+1etona: eelt,t+ 1], f(t+1)— f(t)=f(c)t+1—1t) = f(c)

Mais comme f est convexe, alors f’ est croissante et donc t < ¢ = f'(t) < f'(c)

Donc f/(t) < f(t+1) — f(t) ce qui donne : f(t) — f(t +1) < —f'(t)
Comme f est décroissante alors f(t+ 1) < f(¢) donc 0 < f(t) — f(t + 1)

Enfin: 0 < f(t) — f(t+1) < —f'(t) et comme f(t) > 0, on peut diviser par f(¢) et on obtient :

e >0, 0 < {ERE) <)

10) a) Comme f(n) > 0, > u, est une série alternée. Comme par hypothése sur f, (|u,|) =
est décroissante et de limite nulle, on peut appliquer le théoréme spécial et on a :

> u, est convergente.

11
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+oo “+o0o
10) b) @1, = > up = > (=1)*f(k) on fait le changement d’indice p = k —n
k=n k=n

o = §<—m+"f<p+n> - <—1>n§<—1>pf<p+n>

Donc |r,| = Ji)(—l)pf(p+n)

+oo

Par le théoréme spéciale on sait que la somme Y (—1)?f(p + n) est du signe de son premier terme,
n=0
+oo
ici f(n), donc positif. On peut enlever la valeur absolue ci-dessus et on a donc : |r,| = > (—=1)?f(p+n)
p=0
e Avec ce réfultat ; . .
il = el = S AP0+ ) = S (0 (p-4n+1) = 32 (~1P(Fp-+0) = Jlp+n+ 1)
p= p= p=

Posons F, = f(p+n) — f(p+n+1) alors F,, > 0 puisque f est décroissante.
Fpp1 = Fy

=(fp+1+n)—flp+1+n+1) = (flp+n)— flp+n+1))

=fp+n+1) = flp+n+2) = flp+n)+ fp+n+1)

=—f(p+n+2)— f(p+n) <0 puisque [ est décroissante
Donc (F,),>0 est décroissante.

On peut donc appliquer le théoréme spécial a la série alternée > (—1)PF,

Le premier terme vaut Fy = f(n) — f(n+ 1) > 0 car f décroissante
+oo
donc 0 < Z()(—l)p(f(p—l—n) —flp+n+1) <Fy=f(n)— f(n+1)

On a donc : 0 < |r,| — 1| < f(n) — f(n+1)

“+o00

i) el =22 (=1)"f(n+p)

e Bilan : |Vn € N | p=0
i) 0 < |rp| = |rpa] < f(n) = f(n+1)

10) ¢) 7, est le reste d’une série alternée qui vérifie le théoréme spécial. On sait donc que 7, est de
signe alterné et donc que Y r, est alternée.

On a lim r, =0 car on a le reste d’une série convergente.
n—-+o0o

De plus, avec le point ii) de la question précédente, on a (|r,|) qui est une suite décroissante.

On peut donc encore appliquer le théoréme spécial et on a : | Y r, est convergente.

10) d) up — upyr = (=1)Ff (k) = (=1 f(k + 1) = 2(=1)* f (k) = (=D)* (f (k) — f(k + 1))

On somme de & =n & +00o et on obtient (télescopage a gauche) :

p — 0 = 2:200(—1)kf(k) - §<—1>k<f<k> f(k+ 1)
= u, = 2r, — g(—l)k(f(k) — f(k+ 1))

12



Par le critére des séries alternées : jio(—l)k(f(k) — fk+1)| < f(n)— f(n+1)
e

mais f(n) — f(n+1) = %J‘(n) avec £r+n W = 0 avec le 9) et ’hypothése donnée

sur f.

Donc f(n) = f(n+1) = o(f(n)) = o(u)

Un

On donc u, = 2r, + o(up) = rn = 4 + o(u,) et on déduit : |r, ~ %

11) a) Discutons en distinguant plusieur cas selon la valeur de x, la convergence de ) (_1):+(")

Cas1:x<0
Alors ’(71)n+(”) — 400 et donc la série est grossiérement divergente.
n—-+o0o
Cas2: 2 =0
Alors ’(_1)n+(") = In(n) —+> +00 et donc la série est encore grossiérement divergente.
n—-—+0oo
Cas3:2>0
On pose Yu >0, g(u) = l’;(f)
g est dérivable sur |0, +oo[ et ¢'(u) = l_uﬂff“) T, oo puisque z > 0

400
Donc ¢'(u) < 0 & partir d’un certain rang.

Par comparaison In puissance on a lim g(n) =0
n——+0oo

Comme g(n) est décroissante a partir d’un certain rang alors on peut appliquer le théoréme spécial et
ona: y (—1)"g(n) qui est convergente.

Bilan : |} ~——-—% (L in{n) l"(" est convergente si et seulement si x > 0

1—zin(u)

(u = 1—zin(u
1) b) 9 =~ = T o0

T

A partir d'un certain rang g vérifie les mémes hypothése que f dans la question 10). Comme au
s’intéresse a des propriétés asymptotique on peut appliquer le résultat du 10) d) et on a :

(=D)*In(k) kln nln(n)
Z ~ (_1) P

12) a) Posons, pour n > 2, z, =

n+(-1)"
Alors z, = (771)71 H(l,l)n = (jw(l - (j)n +o(y)) = (771)” — oz +o(5z)

On pose y, = %

Par le théoréme spécial on a directement v, est convergente.
On pose : Y,, = z,, — yn, on a donc Ynfv;—% <0
Or > n—12 est convergente par Riemann, alors )Y, est convergente par équivalent.

Comme z, =y, + Y, avec >y, et >_ Y, convergentes alors ) _ z, est convergente.

Bilan : | > n—(l-_(i)l)" est convergente.

13



12) b) On a z, = % +Y,, donc, comme les séries convergent :
ko X
Z a= 3 ! 4+ 2 v
k=n k=n

Comme Y} ~ 7 on a, d’aprés la question 8) b) : Z Yy, ~ =t

k2
: 1 ) -y
Si on pose f(t) = 1 alors RV H—+>OOO
De plus f est décrmssante , de limite nulle et convexe.
+oo n
On peut donc appliquer le 10)d) et on a : > % ~ (_2173
k=n
. (—1)n 1 1
On en déduit kz =5 4o0(2)—240(2)= Z Zk—— =——+o(:)
n
+o0
Par I'absurde si > zj était le terme général d’une série convergente, alors, comme Z ~ est con-
kfn
vergente, on aurait : Z 2 — S0 qui serait le terme général d’une série convergente.

Mais ce terme est equlvalent a =t <0et = estdivergente !l Absurde

+00 ;
Bllan : |La série de terme général > % est divergente.
k=n
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