PST* 2026-2027

Correction du devoir a la maison de Mathématiques n°4

Exercice 1

a-+b b+c c+a

A=+ V’+c 2 +ad? On effectue C; +— C, — Cy — C5
a’ +b* B+t
—2c b4+c cHa c b+c cHa
Cy«— Cy - C
A=|-2 V*+c A+a?|l=-2|c* ¥+ A+a? On effectue { ° ° '
23 B4+ A4l A P+ B4 Cs+— C5 - ()
c b a 1 1 1
A=-2|c V¥ a®|=—2abc|c b a| (on afactorisé C| par ¢, Cy par b et Cs par a)
A v oad 2 v oa?
On reconnait alors un déterminant de Vandermonde et on a donc | A = —2abe(b — ¢)(a — ¢)(a — b)

Exercice 2

1) Pour n au voisinage de 400 (et donc 1 au voisinage de 0)

vnd +1—+/nd+2n+3

:n(1+%)% —n(l+%+%)%

=n(l+z5+0(%) —nl+3(E+3)+oi5)=52+0(2)~F
On a a aussi : sin(2) ~ L donc |a,| ~ 3% > 0

Comme Y~ -5 est une série de Riemann convergente, alors par la régle de I'équivalent Y- |u,| est convergente.

La série Y u, est alors absolument convergente et donc | Y u,, est convergente.

2) b, ~ w ﬁ)mn ~ @ +11)2n par comparaison factorielle puissance
Alors

(n+1)2" (n+1) 1
(n+2)27 1 7 2(n+2) 1o 2

bn+1
bn

1 < 1 donc par la régle de D’Alembert, | >~ b, est convergente. | (et méme absolument convergente).

3) On commence par comparer 2V" et b". On a : AL exp(In(2)y/n — nin(b))

bn
Cas1:b6<1
Alors In(b) < 0 et In(2)y/n — nin(b) -t
n—-—+0o0o
Donc Qb—nﬁ = exp(In(2)y/n — nin(d)) 7, Too et on a 2V + b" ~ 2V
n——+0o0
Cas2:0>1
Alors In(b) > 0 et In(2)y/n — nin(b) 7, T (comparaison de puissances)
n—-—+0o0
Donc 214 = exp(In(2)y/n — nin(b)) - 0 et ona2V™ 4 b ~ b"
n—-—+0o0

Revenons a ¢, en gardant ces deux cas.



Cas1:06<1
Alors ¢, ~ GQQ}F ~a” >0
Donc par la régle de I'équivalent on a : > ¢, et > a™ qui sont de méme nature.
Or > a™ convergente < 0 < a < 1 car on reconnait une série géométrique, donc, dans le cas b < 1 :

> ¢, convergente < 0 < a < 1

Cas2:b>1

a™2sqrtn
Alors ¢, ~ =212

¢n # 0 done 2 ~ an;?ﬁm Lo ~ feap((Vn+1— /n)in(2))
Mais v+ 1 —v/n = va((1+2)7 = 1) = Va(l + 5 +o(2) = 1) = 52= + o(F) ~ %=
On en déduit exp((v/n + 1 — y/n)in(2)) - L et donc =2 — ¢

n—-+0o0o

™ n—+00

La régle de D’Alembert permet alors d’obtenir :
§<l<a<b= ) c, convergente
et $ > 1 a>b= ) c, divergente
Si a = b alors ¢, = 2V™ qui ne tend pas vers 0 et la série est grossiérement divergente.
Donc dans le cas 2 : > ¢, convergente < a < b

([b<1
a<l1

Bilan : | > ¢, convergente < ¢ ou

b>1
\ a<b

in(L
1°) & +— Sm(;) est continue sur |0; +00]
A pose donc probléme en 0 et +00

Exercice 3

Vi e}o' 1], 0< | < 1
Comme f —=dx est une intégrale de Riemann convergente, alors, par la régle de comparaison fl Si?/%)dw est
absolument convergente donc convergente.

Au voisinage de +00 : &\/(g) ~ L% >0
Comme % > 1, J;foo 3 —sdx est une intégrale de Riemann convergente, alors par la régle de I’équivalent f 9”\‘/(5%) dx

est convergente.

Bilan : f st dx convergente et f f )d:z: convergente et donc | A = f i )d:z: est convergente.




2°) z — 8 st continue sur 0; +oo]

B pose donc probléme en 0 et +00

Au voisi de 0: 8 t—
u voisinage de 0 7 =/t " 0
T 81:# est donc prolongeable par continuité en 0, donc f sin(t dt est convergente.

A
. s . . . sin(t) cos cos(t) __ —cos(A) cos(
Soit A > 7 alors par intégration par parties : 7[ i dt = +f i = vt f +f 2t\f
400
< <+ et comme % > 1, [ “rdz est une intégrale de Riemann convergente, alors par la régle
t2 1 t2

cos(t)

Vi

Mais

de I'équivalent f C;:\[ dt est absolument convergente donc convergente.

SZ?’L

On en déduit que f sin dt admet une limite finie quand A — 400 et donc que f dt est convergente.

Finalement, en regroupant les deux points précédents, on peut en conclure que ’ B est convergente.

Exercice 4

1°) u # Or(g) donc I'm(u) # {O0g} donc dim(Im(u)) > 1 et donc rg(u) > 1
u? = 0p(p) = det(u?) = 0 = det(u)? = 0 = det(u) = 0 donc u ¢ GL(E)
Donc rg(u) < 3 ou encore rg(u) < 2

On a donc bien |rg(u) € {1;2}

2°) Soit y € Im(u).
Alors 3z € E, y = u(x), en composant par u : u(y) = u*(x) = 0p car u> = 01(p) et donc y € ker(u)

On a donc : Yy € Im(u) , y € Ker(u) et donc | Im(u) C Ker(u)

3°) D’aprés le théoréme du rang : dim(Ker(u)) + rg(u) = dim(F) = 3.
Mais, d’aprés 2°) : rg(u) < dim(Ker(u)), qui donne : 2rg(u) < dim(Ker(u)) + rg(u) = 3 donc rg(u) <

Comme avec le 1°) rg(u) € {1,2} alors on en déduit : |rg(u) =1

[\J [V

4°) rg(u) = 1, on peut donc considérer (e1) une base de Im(u).
Im(u) C Ker(u) et Ker(u) est de dimension 2 par le théoréme du rang, donc, on peut compléter (e;) en
(e1,e2) une base de Ker(u).
On compléte maintenant (e, es) en B’ = (eq, e, €5) une base de E.
e1 € Ker(u) donc u(e;) = 0g, de méme ey € Ker(u) donc u(es) = 0p
u(el) € Im(u) = Vect(el) donc Ja € C , u(es) = ae;. On a a # 0 car sinon v = Orp)
On pose alors e3 = 2 et on a u(e3) = u(es) =e

Comme B = (e, ey, e3) reste une base on a alors bien : | Mp(u) =

o O O
o O O
o O =




Exercice 5

1) Soit = € R3.
z € Im(u® + Idgs)
= Jy e R, x = (u+ Idgs)(y)
= dJyeR®, x=u?(y) +y on compose par u
= Jy e R? | u(z) = u3(y) + u(y) on utilise u*> = —u
=y eR’, u(x) = —u(y) + u(y)
= Jy € R® | u(x) = Ops
= x € ker(u)

Donc z € Im(u?® + Idgs) = x € ker(u) et donc | Im(u?® + Idgs) C ker(u)

u?(z) + x = Ogs
u(z) = Ogs
Donc ker(u? + Idgs N ker(u) = {Ogs} et donc la somme ker(u? + Idgs) + ker(u) est directe.

e Avec le 1) on a dim(Ker(u)) > dim(Im(u® + Idgs)) donc

dim(Ker(u)) + dim(ker(u® + Idgs)) > dim(Im(u® + Idgs)) + dim(ker(u® + Idgs)) = 3 (par le théoréme du
rang) On a donc dim(Ker(u)) + dim(ker(u® + Idgs)) > 3 et on en déduit

dim(Ker(u) + ker(u* + Idgs)) = dim(Ker(u)) + dim(ker(u® + Idgs)) = 3 puisque la somme est directe.

2) e x € ker(u? + Idgs) Nker(u) = = 1 = Ogs

Au bilan : |R? = Ker(u)) ® ker(u® + Idgs)

3)a) u> = —u donc det(u)® = det(—u). On est en dimension 3, donc det(u)® = (—1)3det(u) et donc
det(u®) = —det(u)
Ce qui donne det(u) = 0 ou det(u?) + 1 = 0, mais la derniére égalité est impossible car det(u) € R, donc
det(u) =0

3)b) Comme det(u) = 0 alors u n’est pas bijective, donc n’est pas injective donc |ker(u) # {Ogs}

4) Comme u n’est pas nul alors ker(u) # R3 et donc ker(u? + Idgs) # {Ogs}
Soit donc ey € ker(u?® + Idgs) un vecteur non nul.
D’aprés b), on peut choisir e; # Ogs tel que e; € ker(u)
On pose e3 = u(ez)

Montrons que B = (e, 3, e3) est une base de R3.
Soit (a,b,c) € R? tel que ae; + bey + cez = Os
On remarque que (u? + Idgs)(e3) = u*(e3) + ez = _u?

ud=—u

(e2) + u(e2) = —u(es) + u(ez) = Ops
donc e3 € ker(u? + Idgs)

. aeq ORS
On a donc ae; = —bey — ces, donc, avec la somme directe du 2) :
~~ —_— beg + ces = ORS
cker(u) €ker(u2+Idgy3)

Comme e; # Ogs on en déduit déja a =0

En composant par u : bey + ces = Ogs = bu(ez) + cu(esz) = Ogs mais u(es) = e3 et u(esz) = u?(ey) = —ey car

ey € ker(U? + Idg) et done bey - ces = Ogs
—cey + b63 = 0R3

On fait bL; — cLy et on obtient : (0% + ¢?)ey = Ogs, comme ey # Ogs alors b? + ¢ = 0 et comme b et ¢ sont

réels alors b=c=0

Finalement a = b = ¢ = 0 et donc B est libre. Comme card(B) = dim(R3) = 3 alors B est une base de R3



On a u(ey) = Ogs, u(ez) = e3 et u(ez) = —ey donc :

00 O
la matrice de u relativement & B s’écrit: |0 0 —1
01 0

Probléme Nilpotence

1°)a) tr(A) = —1+1+0=0, det(A) =0+0+3—-1—-2—0 =0 (Sarrus), det(A) = 0 donc rg(A) < 3,
comme les deux premiéres colonnes de A ne sont pas colinéaires alors rg(A) > 2. Finalement rg(A) = 2.

Bilan : |tr(A) =0, det(A) =0 et rg(A) =2

2 =2 2
1°)b) A2=|1 -1 1 |, A*=0 donc ’A est nilpotente.‘
-1 1 -1

2°) inf({k € N* | M* = O}) est une partie non vide de N (puisque M est nilpotente) et minorée donc :
’p est bien défini. ‘

La matrice A du 1°) a pour indice de nilpotence 3.

Na)MeN =TkeN , M=0=TkeN, (MY =0=3TkeN, (MIYr=0= M €N

Onadonc’MeJV:>MT€JV

3°) b) Puisque N semblable a M alors 3P € GL,(R) telle que N = PM P!
On sait alors que : Yk € N, N¥ = PM*FpP~1,
Si de plus M est nilpotente alors dp € N* tel que MP = O et on a alors N? = O et donc N € A

’Si N est semblable a M € 4 alors N € JV‘

42y M\\N € /' = dp,qe N* |, N°=0, M9=0
Si de plus MN = NM alors (MN)? = MPN? = O car N? = O et donc MN € AN
On a aussi, si MN = NM, par la formule du binome :
(M + N)2p+2q — 2pi2q (Z) Mk N2pt29—k

Si k > p alors M* — MPM*P = O et si k < palors 2p+2g — k > p+ 2q > q et alors N2k = O
On a donc (M + N)?***2 = O et donc M + N € N

M,N e N N MN e N
MN=NM M+ NeN

5) MN € N
= 3IpeN |, (MNP=0=3peN, NMNPM=0=IpeN, (NM)*'=0=NMe .V

Onadonc: |[MN e ¥ = NM e /|

6°) a) Par absurde. SiVax € R™, fP~!(z) = Og~ alors fP~1 = Op(p), ce qui contredit le fait que p soit
I'indice de nilpotence de f. On a donc : |Jz € R" | fP~(z) # Ogn




6°) b) Soit (ag, a1, ...,a,-1) € RP tel que : Y apf*(z) = Ogn

Raisonnons par 'absurde et supposons que (ag, aq, ...
7 9

p—1

k=0

p—1

En composant par fP"'" on a: > anfFP7(x) = Ogn

Et comme pour k > i on a f*~" =0y

k=1

qui contredit la définition de i. Absurde

On adonc (ag, ay, - ..,a,-1) = (0,0,...,0) et on a montrer que

ap ) £ (0,0,
p—1

On peut alors poser i = Min({k € [0;p — 1] , ar # 0}) et on a Y axf*(x) = Ogn
k=i

) alors il reste a; f*~!(x) = Ogpn = a; = 0 puisque fP~(z) # Orn ce

la famille (x, f(x),...,

fP~1(x)) est libre dans R”

6°) ¢) Une famille libre de E posséde au plus n éléments, donc avec la famille du b) on a :

7°) On a déja I'implication évidente M"
Réciproquement :
Comme Vk > p on a M* =

Bilan:’PourMGEona:MEJV(:)M”:O‘

8°) On utilise I'analogie avec le DL :

Soit M € ,/V On note p l'indice de mlpotence de M.
—1
Posons L = Z MP¥, alors L(I,, — M) = Z MF — Z M* = [, — MP par téléscopage. Mais comme M?P = O

k=0 k=0

—=1l+r+at+a°+.

alors L(I, — M) = I, et donc I, — M est 1nver51ble et (I, — M)™' = L.

Bilan :

Si M € A alors I,, — M est inversible et (I, —

M)~

p—1
1 _ z Mk
k=0

9°) Soit M € .4 d’indice de nilpotence n.

On utilise le 6°) avec p = n et les mémes notations. La famille B =

On a done :

=0 = M € .4 (par définition de nilpotente)
M € N = MP avec p l'indice de nilpotence de M.
MPM*=P = O, en particulier pour k =n > p (par le 6°)c)), on a M" = O

(fr (), fr%(x), ..., f(z),x) est aloprs
une famille libre de R™ de cardinal n = dim(FE), ¢’est donc une base de FE.
La matrice de f dans cette base est celle voulue et elle est semblable & M puisque qu’elles représentent le
méme endomorphisme.

Si M € .4 d’indice de nilpotence n alors M est semblable &

1 0 0
1 0
o
0 O




10°)a) On a K =

0

o1
0 O

et donc S =

1

Pour calculer det(S) on commence par faire Cy «— Cy +Co +---+ Cp, et on a :

1

1

1
0

On factorise la premiére colonne par n — 1 et on la retranche a toute les autres. On obtient :

n—1 1

n—1 0
det(S)=| + 1
n—1 1

1

1

det(S)=(n—1)|:

1

0
—1
0

0

0

Comme on a le déterminant d’une matrice triangulaire, on peut conclure :

0

0
-1

Comme n > 2 alors det(S) # 0 et donc ’S est inversible.‘

det(S) =

(=1)"'(n - 1)

10°) b) On remarque que N € A = NP = O = det(N)? =0 = det(N) = 0 = N non inversible.
Alors: K€ A et KT € /et S=K + KT ¢ 4 puisque S est inversible.
A n’est pas stable par combinaison linéaire donc ’,/V n’est pas un R espace vectoriel.

10°) ¢) Aprés calculs, on remarque que : S? =

Donc S? = (n — 1)I,, + (n — 2)S, on a bien

De plus S(S — (n —2)I,,) = (n — 1)1, = S(%_Qﬂ") = I,, donc

n—1 n-—2
n—2
n—2

S? € Vect(I,,,S)

-1

n—2

n—2

n—2 n-—1

§-1 = S=(n=2)In




BONUS : début de Centrale mathématiques 2, 2019

Q1) Si u est un endomorphisme nilpotent d’indice 1 alors, par définition : u' = 0y

’Le seul endomorphisme nilpotent d’indice 1 est 'endomorphisme nul. ‘

Q2) Par 'absurde. Si Vz € F | u”_l(x) = 0p alors wP~! = Or(p) et donc u est nilpotent d’indice au plus
p — 1 ce qui contredit la définition de p.
Onadonc: |z € F, ul~(z) # 0p

Q3) Raisonnons une nouvelle fois par ’absurde.
Si (z,u(x),...,uP~(z)) est lice alors (ag, ay, . ..,a, 1) € CP tel que

p—1
(ag,ar, ..., ap_1) # (0,0,...,0) et > apuf(x) = 0p
k=0

Comme (ag, ay,...,ap—1) # (0,0,...,0) alors on peut poser py = inf({k € [0;p — 1] , ay # 0})

On a alors : pz_:l aruf(z) = 0p.

On compose ];Tgis par uP~17P0 (on a bien p — 1 — py > 0) et on obtient :

pil aput PP (1) = O mais pour k > ppon a k+p—1—py > p et donc u* P10 (z) = 0
]ﬂ:l;oeste alors : a,,uP~'(z) = 0g et donc a,, = 0 puisque u?~!(z) # O

Mais ceci contredit la définition de py !! Absurde.

On a donc |la famille (z,u(z),...,u?~!(z)) est libre.

Comme en dimension 2 une famille libre posséde au plus 2 vecteurson a alors p—14+1<2=p <2

Or on sait que p > 2 donc forcément

Q4) Comme p=2onau?®=0 Soitye E.
yelmu)=Ir e E,ux)=y=IreFE, v*(x)=uly) = Ir € E, uly) =0g = y € ker(u) puisque
u? =0

On a donc Im(u) C ker(u)
D’autre part, u # 0 donc rg(u) > 1 et u?> = 0 = det(u?) = 0 = det(u) =0 = rg(u) < 2

Donc forcément rg(u) = 1 et alors : dim(Im(u)) =1
Par le théoréme du rang appliqué a u on a : dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = 2 et donc dim(ker(u)) =1

Puisque Im(u) C ker(u) et dim(ker(u)) = dim(Im(u)) =1 alors | Ker(u) = Im(u)

Q5) En choisissant le = des questions Q2) et Q3) on a : B = (z,u(z)) qui est une famille libre de cardinal
2 d’un espace vectoriel de dimension 2 et donc B est une base de E.

Comme u(z) = u(z) et u(u(x)) = u?(x) = O alors |la matrice de u relativement & B vaut (8 é) =J,




Q6) e Soit A € My(C) nilpotente d’indice de nilpotence p. On sait que p = 1 ou p = 2 par Q3)
Cas1: p=1: Alors d’aprés Q1) A =0 et donc tr(A) = det(A) =0

Cas 2 : p=2: Alors d’aprés Q5) A est semblable & Jy et donc tr(A) = det(A) =0

: . b : .
e Réciproquement, soit A = (Z ) une matrice de My(C) de trace et de déterminant nulle.

d
Alors tr(A) =0=a+d=0=d= —a et donc A = <Z _ba>
. 9 —det(A) 0 9 :
Aprés calculs : A° = 0 —det(A) et donc comme det(A) = 0 alors A = 0 et donc A est nilpotente.

Remarque : on verra plus tard le théoréme de Hamilton-Cayley qui affirme que si A € M(C) alors
X? —tr(A)X +det(A) est un polynome annulateur de A. Donc, ici A? = 0 et donc A est forcément nilpotente.

e Bilan :
Les matrices nilpotentes de M,(C) sont exactement les matrices de trace nulle et de déterminant nul.

QT7) u est nilpotent d’indice 2, donc u? = 0 et on montre que I'm(u) C Ker(u) comme en Q4).
En passant a la dimension on a : dim(Im(u)) < dim(ker(u))
En ajoutant dim(Im(u)) on a : 2dim(Im(u)) < dim(ker(u)) + dim(ker(u))
Par le théoréme du rang on a dim(ker(u)) + dim(ker(u)) = n donc 2dim(Im(u)) < n et donc 2r <n

On a bien : | Im(u) C Ker(u) et 2r <n

Q38) Si on suppose de plus Im(u) = Ker(u) et donc dim(Im(u)) = dim(Ker(u)) alors par le théoréme du
rang dim(ker(u)) + dim(ker(u)) = n = 2dim(Im(u)) =n = 2r =n

Soit (€], ...,e.) une base de Im(f) (qui est de dimension r)

Comme Vi € [1;7] , €} € Im(f) alors on il existe e¢; € E tel que €, = u(e;).
Considérons donc B = (e, €], ea,¢h, ..., 6., ¢.) = (e1,uleyr), ez, u(ea), ..., e, ule,))
Montrons que B est libre.

Soit (ay,...,ar,b1,...,b,) tel que > (ase; + bju(e;)) = 0g
i=1

.
On compose par u et on a, par linéarité de u et puisque u*> =0 : Y au(e;) = 0g
i=1
Mais comme (u(ey),...,u(e,)) est une base de Im(u) alors Vi € [1;7] , a; =0
T
Il reste alors ) bu(e;) = O et pour la méme raison Vi € [1;7] , b; =0

=1
Finalement la famille B est libre, comme elle est de cardinal 2r = n c’est une base de E.

On a donc |il existe des vecteurs ey, ..., e, de E tels que (eg,u(ey), ez, ules), ..., e, u(e,)) est une base de E.

Q9) On a u(e;) = u(e;) et u(u(e;)) = u?(e;) = O, donc la matrice de u dans cette base est de la forme :
diag(Jo, ..., J2)




Q10) On a toujours I'm(u) C Ker(u) puisque u? = 0 mais cette fois-ci, I'inclusion est stricte car

Im(u) # Ker(u)
On a donc 2r <n

Soit (e}, ..., e.) une base deIm(f) (qui est de dimension r) que l'on compléte en (e), ..., €., v1,...,Uy_2,)

»Er

une base de Ker(u). (on a le bon nombre de vecteur car dim(ker(u)) =n —rg(u) =n —r)
Comme Vi € [1;7] , €} € Im(f) alors on il existe e; € E tel que €, = u(e;).

Considérons B = (e, u(ey), ez, u(es), ..., e, ule,), vy, vy_ap).

n—2r

Soit (a1, ..., ar, b1, .., br c1, .o, Crgy) tel que > (ase; +bule;)) + Y. cju; =0g
i=1 j=1

.,
On compose par u et on a, par linéarité de u et puisque u®> = 0: >_ au(e;) = Op

i=1
Mais comme (u(ey),...,u(e,)) est une base de I'm(u) alors Vi € [1;7] , a; =0
T n—2r
Il reste alors Y bju(e;) + > cju; = 0p et comme (€],..., €., v1,...,v,_9,) est une base de Ker(u)
i=1 j=1

alors Vi € [L;r] , b;=0et Vi€ [l;n—2r], ¢;j =0
Finalement la famille B est libre, comme elle est de cardinal 2r +n — 2r = n c’est une base de E.

On a donc :
’il existe des vecteurs eq,...,e,.,v1,...,U, 9. de E tels que : ‘
(e1,uler), ez, u(ea), ..., e ule,), vy, ..., v, o) est une base de F.
Q11) Comme wu(v;) = Op on a comme en Q9) : la matrice de u dans cette base est de la forme :
diag(JQ, ceey JQ,O, .. ,0)
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