PSI* 2026-2027

Chapitre 8 e.v.n. : Exemples d’exercices corrigés

Enoncé, Exercice 8.1

n
Soit £ = C,[X]. Onpose VP € E, N(P)= > |P(k)]
k=0
Montrer que N est une norme sur F.

Correction

Déja N est une application de F dans R.
Soit P,QQ € E et A € C. Alors :

i) N(P) > 0 est évident.

i) NAP) = 3 [AP(K)| = 32 (A [P(R)] = Al 3 |P(k)| = [A| N(P)
k=0 k=0 k=0

iii) N(P)=0
= > |P(k)| = 0 somme de termes positifs
k=0
= Vk € [0;n], |P(k)|=0
= Vk € [0;n] , P(k) =0 on a un polynome de degré < n admettant n + 1 racines
= P=0g

iv) Par 'inégalité triangulaire dans C : Vk € [0;n] , |(P + Q)(k)| = |P(k) + Q(k)| < |P(k)| + |Q(k)|

En sommant sur k, on obtient : > |(P+ Q)(k)| < > |P(k)|+ > |Q(k)|
k=0 k=0 k=0

Et donc N(P+ Q) < N(P) + N(Q)

(P)=0

(AP) = || N(P)
(

(

v

On a alors : V(P,Q) € E? , VA e C,
P)=0= P =0p

P+Q) < N(P)+N(Q)
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On en déduit que : ’N est une norme sur F. ‘




Enoncé, Exercice 8.2

On pose E =R? et on pose VX = (z,y) € E, N(X)=|z|+ |z +y|et || X =Max(|z|,|y])
On rappelle que |[|.||,, est une norme (cours).

a) Montrer que N est une norme.
b) Dessiner la boule unité associée & la norme N.

c) (x) Trouver >0 et >0 tels que : VX € £, aN(z) <||X|| < BN(X)
avec « le plus grand possible et 5 le plus petit possible.

Correction

Soit X = (z,y) e EetY = (2/,y) € Eet A € R.
i) N(X) > 0 est évident.

i) N(AX)
= N((Az, Ay))
= [Az| + [Az + Ayl = [Az| + [A(@ + y)| = [Al|z] + [Al[(z + y)| = [A| (lz] + [(z + y)]) = [A| N(X)

i) N(X) =0
= |z| 4+ |x + y| = 0 somme de deux termes positifs
= |z|=0etjz+yl=0=z=0etx+y=0=>2=0ety=0= X =0g

iv) Par l'inégalité triangulaire dans R :
jz+ 2’| < o]+ [z et [(z +2) + (y+ ) = [(z +y) + (&' + )| <[z +y[+ 2" + ]
En ajoutant ces deux inégalités on obtient :
N(X+Y)
= le+2'[+|(z +2) + (y + 9| < el 42" [+ + y[+|2" + ¥ = |zl+e +yl [+ + | = N(X)+N(Y)

Y

(P) >0

(AX) = [AIN(X)
(X)=0= X =0p

(X +Y) < N(X)+N(Y)

Onadonc: VX, Y€ E,VAeER,
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On en déduit que : | N est une norme sur E. ‘




b) Soit X = (x,y) € E. On va découper le plan en 4 zones (délimités en rouge sur le graphique)
suivant le signe de ¢ et de x +y

Casl:xz>0etx+y>0
Alois N X)=1lez+(z+y)=1loy=1-2

Cas2: z2<0etx+y<0
Alors N X)=1e —z—(z+y)=1loy=2r—-1

Cas3:z<0etx+y>0
Alois N(X) =1 -2+ (z4+y)=1y=1

Casd:x>0etz+y<0
Alors N X)=1lez—(z+y)=1lecy=-1

On obtient alors le graphique suivant pour la sphére unité (la boule unité est a 'intérieur)




c¢) Soit X = (z,y) € E.
o |z+yl <l +yl < Xl + 11Xl = 2[1X]
On a donc : |z 4+ y| < 2| X]|
De plus |z| < || X]|,, en ajoutant & l'inégalité précédente :
@+ yl + 2] < 3[|X], & N(X) <3|IX]l & 3N(X) < IX]]

e Par la deuxiéme inégalité triangulaire : |y| — |z| < |z + y| et donc |y| < |z]| + |z + y| = N(x)
D’autre part : |z| < |z| + |z + y| = N(X)
Avec ces deux inégalités on a donc : Maz(|z|,|y|) = || X|| < N(X)

Bilan : |[VX € E 1N(X) < ||X]||oo < N(X)

Montrons que « et 3 sont les meilleurs choix possibles. Si VX € £, aN(z) < || X]|| < SN (X)
Alors en X = (0,1) on obtient : N(X) =1et || X]|[,, =1donca <1< =1< g, lechoix g =1 fait
ci-dessus est donc le meilleur.

En X = (1,1) on obtient : N(X) =3 et |[X||,, =1 donc a3 <1 < 38 = a < 3, le choix o = 1 fait
ci-dessus est donc le meilleur.

On a fait les bons choix de « et 5, comme on peut le voir sur le graphique ci-dessous :




Enoncé, Exercice 8.3 : compléments
Soit p > 1, n € N* et soit K = R ou C. On pose : E = K" et pour z = (z1,...,2,) € F on pose :
1

Ny(e) = (35 Jal? )

k=1
Montrer que N, est une norme sur E.

Correction

Notation : on posera q tel que % + % =1 (on adonc ¢ = 1%1 > 0)

e Premiére étape :
Soit (X,Y) €]0, 4002
Alors comme % + % = 1 on a par concavité du In : %ln(Xp) + %ln(Yq) < ln(%Xp + %Yq)
donc par propriété du inl : In(X) + In(Y) < ln(%Xp + %Yq)
Comme In(X) + In(Y) = In(XY), en prenant ’exponentielle on obtient : XY < %Xp + %Yq

Remarque : on peut étendre la formule pour (X,Y) € [0, +oc[?

e Deuxieme étape :
Soit X = (X1,...,Xp) et Y =(Y1,...,Y,) dans [0, +oo[”
n n
On suppose de plus que > X/ =Y Vi=1
k=1 =1
Alors, avec l'étape 1: Vi € [1,n] , X;V; < %Xf + %Yiq

n n n
;- Vo< 1 Py 1 g_1_,1_
En sommant sur i : kZ::lXZESPk;lXi —|—qu::1}§ =s+7=1

n
Donc: > X;¥; <1
k=1
e Troisieme étape :
Soit X = (X1,...,Xpn) et Y =(Y1,...,Y,) dans [0, +oo[”

et Y/ = %
()
=1 =1
Ona: ), (ﬁ) =1, de méme pour Y,
=1 (3 xr)?
=1
On peut donc appliquer la deuxiéme étape a X’ et Y/ et obtenir :

S XY < (3 X) (S ¥P)r
k=1 =1 =1

Alors en posant : X' =



e Quatriéme étape :
Soit x = (z1,...,2n) et y = (y1,...,yn) dans [0, +infty[

Alors : Vi € [1,n] , (@ +u)? = (zi + i) (zi + v)P 1 = zi(wi + )P~ + yi(wi + yi)P !

n n n
En sommant sur i : > (z; + 4i)? = 3. zi(wi + )P+ 3 yi(wi +yi)P 7t
i=1 i=1 i=1
n
En appliquant le résultat de la troisieme étape : > z(z; + y:)P~ ! < (3 2f) 7 (
=1 i=1 i=1

(xz- _|_ yi)(pfl)Q) %

M=

3=

n n

Comme (p—1)g=pona: Y x;i(z; +y)P ! < ( > xf)%( i(ajz + yi)p)

=1 i=1 =

n n 1 n
De méme : > y;(z; + )Pt < ( > yf)” ( > (i + yi)p)
=1 i=1 i=1

S

—

On a donc : i(wi—i—yi)p < (ixf)%(i(wi—i—yi)p)% —I—(ny)%(Z(xi—i—yi)p)%

=1
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Donc (

<
Il

1
ou encore Ny(z +y) < Np(x) + Np(y)
En prenant des valeurs absolues dans z et y on obtient I'inégalité triangulaire pour IV,

Pour montrer que ’on a une norme les autres points ne pose pas de problémes ...



