
PSI* 2024-2025

Pour le jeudi 19 septembre 2025

Devoir à la maison n°1 de Mathématiques

Exercice : CCP 2013 TSI - exercice 1
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Problème : Alès, Douai, Nantes 2009 Pb2
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Problème Bonus : Equations du troisième degré
Méthode de Tartaglia (ou de Cardan)

Le but de ce problème est la résolution d'équation du troisième degré à coe�cients réels.

Partie I : Résolution générale d'un cas particulier

Dans cette partie p et q sont deux nombres réels quelconques et on considère l'équation, d'inconnue
z complexe, suivante :

(1) ⇔ z3 + pz + q = 0

On posera j = exp(2iπ
3
)

1°) Préliminaires

a) Montrer que : j3 = 1, 1 + j + j2 = 0 et j2 = j

b) Montrer que si U ∈ R l'équation, d'inconnue u : u3 = U admet une unique solution réelle.
On notera 3

√
U cette solution.

c) Montrer que si U ∈ C , u0 ∈ C tels que u3
0 = U alors :

u3 = U ⇔ u ∈ {u0, ju0, ju0}

d) Montrer que si U ∈ R alors : u3 = U ⇔ u ∈ { 3
√
U, j 3

√
U, j 3

√
U}
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2°) Première étape

On cherche à écrire les solutions de (1) sous la forme u+ v
On suppose donc que z0 = u+ v est solution de (1)

a) Montrer, sans chercher à les calculer, qu'il existe deux complexes u et v tels que :

{
u+ v = z0

uv = −p
3

b) Montrer que l'on a alors : u3 et v3 qui sont solutions de l'équation d'inconnue X suivante :

(2) ⇔ X2 + qX − p3

27
= 0

c) Montrer que le discriminant de (2) est ∆ = 4p3+27q2

27

3°) Etude du cas ∆ > 0

On suppose dans ce 3°) que ∆ > 0 et on note U et V les deux solutions réelles de (2)

Montrer alors que (1) admet trois solutions, une réelle et deux conjuguées, que l'on exprimera à l'aide
de 3

√
U , 3

√
V , j et j

4°) Etude du cas ∆ < 0

On suppose dans ce 4°) que ∆ < 0.

a) Montrer que (2) admet deux solutions complexes conjuguées distinctes que l'on notera U et U

b) Montrer que (1) admet alors trois solutions réelles que l'on exprimera à l'aide de u0 une solution
particulière de u3 = U

5°) Etude du cas ∆ = 0

On suppose dans ce 5°) que ∆ = 0.

a) Montrer que (2) admet une racine double, notée U , que l'on exprimera à l'aide de q

b) Montrer que (1) admet alors deux solutions réelles que l'on exprimera à l'aide de q

6°) Bilan

Faire le bilan de cette partie I
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Partie II : Cas général

On considère l'équation suivante :

(3) ⇔ z3 + αz2 + βz + γ = 0

avec (α, β, γ) ∈ R3 et d'inconnue z.

7°) Montrer que l'on peut trouver a ∈ C tel que le changement de variable z = Z + a ramène (3) à
une équation de type (1)

Partie III : Exemples

8°) Résoudre : z3 − 12z − 65 = 0

9°) Résoudre : z3 − 12z − 16 = 0

10°) (Di�cile) Résoudre : z3 − 9z2 + 18z + 2
√
2 = 0

Partie IV : Retour sur le nombres de solutions réelles

Cette partie est indépendante, on n'utilisera pas les résultats des parties précédentes.

Soit (p, q) ∈ R2, on pose, pour tout x ∈ R : f(x) = x3 + px+ q

11°) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet au moins une solution réelle.

12°) Dresser le tableau de variation de f en distinguant plusieurs cas selon p.

13°) Déterminer, selon le signe de δ = 4p3 + 27q2, le nombre de solution de f(x) = 0
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