PSI* 2023-2024, Mathématiques DS n°1 : Correction

Question de cours, Exercices proches du cours

1°) Voir cours

2°) Au voisinage de z =0 :
f (z)
\/ —+x
14-e*
(1+z)1/2

1+(14a+ % fo(x?)

1+4 +?(7 Y 22 4o(2?)
2(1+ +22 4o(22))
=143z — 12?2 +o(@?)3(1— (2 +%) + & + o(2?))
(1—|—%x— %x2+0($2)) 2
(1—%x+%x—ﬁ—§x2+o(x2)

(

—

I
N[N DO

4
1 — 22% + o(2?))

Donc : |au voisinage de 0 : f(z) = 1 — 222 + o(2?)

3°) Le changement de variable (dérivable) u = cos(z) dans A donne :

™ -1 1
A= [ sin*(z) cos®(z) sin(x)dz = [(1 —u?)u*(—du) = [ (u® —u*)du
0 m T 1 -1

1
Par parité : A = 2f(u2 — u4)du =2[% — 1%—5](1) =2|
0

Onadonc: | A=2

Probléme 1

1°) @ Le domaine de f (qui est R) est symétrique par rapport a zéro et de plus Vo € R f(—

Donc : ’1& fonction f est paire.‘

e Comme f est paire alors I' est symétrique par rapport a 'axe z =0

T 72—g2 2%
2°) f est dérivable sur R et f'(z) = i \/fﬂzg Ite? ngi;;%ﬁ = (1(-2;;)72
Comme 2+ 2% > 0 et 1+ 2% > 0 alors f'(z) est du signe de z.
On a alors :
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3°) a) Au voisinage de +0o : 1+ 2?2 ~ z? et donc /1 + 22 ~ x car z > 0

On a donc : | f(x) ~ % = z au voisinage de +o0

3°) b) Toujours au voisinage de 400 :
fl@) =221+ 2)F =21+ 2)F =2 - 1+ o)) = -
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Donc : |au voisinage de +o0 : f(z) =z — 5= + o(2)

° z2 22 —zV1+a2 z(z—V1+22
3)e) flo) —r = i —w = \/1+i:—; == \/1+;; :
Donc pour x > 0 : f(z) — x est du signe de x — /1 + 22

Mais 22 <1+ 2?2 doncpourz > 0: 2 <V1+22=2—V1+22<0

Finalement : |Vz >0 , f(z) —2 <0

3°) d) On en déduit que f(x)—z ~ ;—; — 0 et donc que la droite d’équation cartésienne y = x est
r—r+00

asymptote a I' au voisinage de +o00 (I" se rapproche de cette droite), de plus avec le ¢) I' est en dessous
de y = .

4°) a) Pour z au voisinage de 1 on pose x = 1+ h avec h au voisinage de 0.

2 o 1
Alors : f(x) = f(1+h) = \/E:Iil—)&-h)? — i/;ihQJ}rHr(Q _ \/Aﬁ(l +2h+o(h))(1+h+o(h))=

f(x) = J5(1+2h+0(h) (1= sh+o(h)) = Y2 (1+2h— fh+o(h)) = R(1+5h+o(h)) = 2+ 32h+o(h)

Pour h au voisinage de 0 : f(1+h) = ‘/75 + %ih + o(h)

4°) b) D’apres le 4°)a) :

une équation cartésienne de la tangente & I' au point d’abscisse x =1 est y
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6°) Comme ug > 0 et que Vo >0 f(x) > 0, on a facilement que Vn € N u, >0
Pour tout n € Non a : uy41 — up = f(u,) —u, <0 d’aprés le 3°)d) puisque u,, > 0.

Donc : |la suite (u,) est décroissante.

7°) a) La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc | (u,,) est convergente.

7°) b) Notons « la limite de (u,).
En passant a la limite dans u,+1 = f(u,), on a par continuité :
Ot2
1+a?
— _ a _ 2 __ _ 2 _ 2 _ — _
@a—Ooul——m@a—Oou\/1+a =a=a=0oul+a*=a*=a=0o0ul=0=a=0

o =

On adonc:| lim u, =0
n—-+o0o

8°) Au voisinage de 400 : f(z) —x ~ 5= < 0 d’aprés le 3°) b)
+o00o
Comme [ %dx est une intégrale de Riemann divergente, alors par la régle de I’équivalent :
1
+o0
I= [ f(z)dx est divergente.
1

9°) La restriction de f a [0;+oo] est une bijection de [0; +oo[ dans [0; +oo[ puisque f est continue
sur [0; +00[ et strictement croissante sur [0; +oof
Donc Vy >0, 3lz € [0;+00] f(z) =1y
(existence par continuité et unicité par stricte croissance)

On a donc, en particulier : |Vn € N 3lz, € [0;+o0[ , f(z,) =n

Remarque : on peut aussi calculer z,,

10°) On a par le 3°)d) f(z,) — z, < 0 donc f(z,) < x,, mais f(z,) = n donc n < z, et donc, par

comparaison : | lim x, = 400
n—-+oo

11°) Comme lim z, = +oo et que f(xz) ~ z au voisinage de +oo alors f(x,) ~ z, et comme
n—-+00

f(z,) =n alors on a bien : [z, ~ n

12°) a) f(za) =n

PRGNSR,
\/ 1422

& 22 =ny/1+ 22
2
n

& xl = n,/l—l— commexn>0
<:>acn:n,/1—i—$—2

<:>xn:n(1+$iz)%
Commexnwnalorsw—w—etdon —2:%—#0(%
Alors , = n(1+ 5 +0(z)2 = n(1+ 5z +0(5z) =n+ g +0(;)

On a : |au voisinage de +00 : z, = n+ 5= + o(%)




N

12°) b) En reportant I'expression ci-dessus dans z, = n(1 + =)

. . o1 . 21 ./n4 2 . .
aurait aussi pu utiliser I'expression z,, = 4/ % qui s’obtient par calcul.

au voisinage de +00 : 2, = n+ 53~ — 525 + 0(55)

On obtient :

Probléme 2

1) Pour n > 1, en intégrant par parties :

o un

C, = [ cos(x)cos® ! (z)dz
= [sin(x)cos®™}( (? [ sin(x)(—(2n — 1)sin(x)cos* 2 (x))dx
\- ~~ 0
=0

=(2n—1) sz(l — cos?(x))cos®™2(x)dx

=(2n — 1)[0f2 cos®™%(z)dx — OfcosQ"(m)dm}
= (2n = 1(Cha = Ch)

On adonc : |Vne N* | C, = (2n—1)(Cho1 — Cy)

2) OfQ(sin(m))Q(cos(:p))%de

= OfZ(l — cos*(x))(cos(x))*"2dx

C
= Unp—-1— Cn - 2nﬁ1

. ST _ 2n—1 Cn _ Cnaa
La relation du 1) se réécrit : C, = %—=C,_; donc 525 = ~2=

[VE]

On adone : Vn € N° ., [(sin(e)*(cos(a))*do = 5 = S5t

3) On integre C), par partie en primitivant z — 1 en x +— x :

2nxsin(r)cos® 1 (x)dx

D%w\a

C,, = [rcos™ (m)]og — jx(—2nsm(x)0052”_1(x))dm

i

On refait une intégration par partie en primitivant x — 2nx en x — nx

C,= lnaﬂsin(x)cos%_l(x)]()% — fnx2(cos(x)0032”_1(x) — (2n — 1)sin?(x)cos®"(x))dx

~~
=0

vl

™

5
—n [ 2?cos®(x)dx + (2n — 1)n [ 2*(1 — cos*(x))cos®2(x))dx
0

0
— Dy +n(2n—1)(Dp_r — D)
=n(2n—1)D,,_; — 2n*D,,

Donc : |Vn € N* C, =n(2n — 1)D,,_; — 2n°D,,

on obtient un terme de plus, on



4) En divisant I'égalité du 3) par nC2 # 0 on obtient : & = 22— o= o
Mais on sait d’aprés le 2) que : 2&1 = % donc n—lg = 22":11 — 2%

: . 1 Dy D,
On a donc bien : |Vn € N* | W_Q(T_ll_c_n)

5) a) a:x — sin(x) est dérivable deux fois sur [0, 3] et a’(z) = cos(z) — 2, a”(z) = —sin(z) < 0 sur

[0, 3]

On a donc a concave sur [0, 5]. Donc la représentation graphique de A est au dessus de ses cordes et

comme x — 2z est une corde alors : |V € [0,3] , sin(z) > 2z

Remarque : on peut aussi faire une étude de fonction (en allant jusqu’a la dérivée seconde)
bl bl
5) b) Avec le a) : Vo € [0, %], 22 < = sin*(x) donc D, = fxzcos%(x)dx <z Ofsm2(:c)0032”(x)dx

<7TCn+11_7l'_
4

On utilise maintenant le 2) décalé d’un indice et on a : D, T 2D pons
1 . w2 Cp
On a donc bien : |Vn e N, D, < oo
’ 5 .1 _ oD D
6)a)Dapres4)ona.k—2_2(C:i C_;:)

n
X =2 -2

On somme de k =1 & kK = n et on a, par téléscopage :

s n Dn_
ST — 0 donc lim o 0

2n+2 n—-+00 n——+oo

6) b) Avec le 5) b) on a 0 <

Dy
Chn
n
Avec le 6)a), on a alors : lim Y &5 = %

MaiSC():fld{E:%etD()ZIZBZd{E:(
0

2D0_27r32__
Alors =i =%

On en déduit : | lim > 1%2 =z




Probléme 3

a)0<z<yett>0 donc0<z+t<y+t, et comme u— + est décroissante sur ]0, 00| alors :

1 1
0<% <zm

Tan - 2 1
Bilan : |Si (z,y) € I* tel que : x < y alors : Vt € [0,1] , y+t§$—+t

1) b) Soit (:v y) € I* tel que < y alors :
1

fly) — f(z) = f thdt f mdt f(x—it — m = [€l( I—H — m )dt par linéarité de I'intégrale.
0 0 0 0
Avec le a) : £(y) — f(@) = [ e\ (—— = —ar
v : - = -
y 0T o+t y+t

<0
Donc, par positivité de l'intégrale : 0 <z <y = f(y) > f(z)

On a donc : ’f est décroissante sur [.‘

2) a) Soit x > 2. Alors :

; Et et E T T ro—x

@) = flao)l = |[ 25 — wit| = |] ¢ e dt <f€ @@ | U
o <el<el=e
Onapourte[0,1]: < e x%t < % zl puisque x > =, donc, par croissance de I'intégrale :
1 1

) ° ro+t S z0
(@) = flzo)l < [ ela — wof 355t

0

Finalement : |V € [%, +o00[ , |f(z) — f(z0)| < M
2) b) Quand z — xy > 0, alors a partir d’un certain rang > %, donc on peut utiliser I'inégalité
du a).
Comme lim W = 0 alors par comparaison lim |f(x) — f(zo)| =0 et donc lim f(z) = f(z)
T—rx0 0 T—x0 T—TQ

On a donc bien : ’f est continue en xo‘

2) ¢) On a vu au début de ce 2) que f était continue en tout point xq de I, donc ’ f est continue sur . ‘

3) a ) Soit > 0. Pour t € [0,1] on a :

0<t<1
:>0<x<a:+t§a:+1
1 1
= :Jc_+1 < T+t S z
:>fr+1 x+tdt<f Sdt = ;J_rigf(x)éez;l
z
3) b) Du a) on déduit : < i@ <
z+1 z
——
— 1
r—+00
Donc par encadrement : Lﬁ) —+> 1 et donc : |au voisinage de 400 : f(x) ~ %
T Tr—r+00



) a) Soit ¢ €]0,1]. Alors u — e* est continue sur [0, ¢] et dérivable sur |0, ¢[, on peut donc lui appliquer
le théoréme des accroissements finis et on obtient : 3¢ €]0, ¢[ tel que : €' —e® = exp’(c)(t—0) & e'—1 = et
Comme ¢t €]0,1] alors 0 < ¢ < el = ¢ et donc |ef — 1] < et

On remarque que cette égalité est encore valable en ¢ = 0 et on a donc :

Vi e [0,1], |ef —1| <et

Remarque : M = e convient

4) b) Soit x € I. Par I'inégalité de la moyenne : |g(x)

En utilisant le a) et <

S

1
T+t

4) ¢) Au voisinage de 0T :

1
§f|et—1]‘x+rt|dt
0

1
na:|g(z)| < [2dt = M et donc ’g est bornée sur [
0

1 1 1
flz) = [dt = [=Hdt = g(z) + [ 2dt = g(z) +In(z+ 1) — In(z
() Lofm of”t g(x) ‘o[””“ g(x) +ln(z +1) — In(z)
bornée bornée —>—00
Donc : | f(z) ~ —In(z) pour x au voisinage de 0"
5) a) h est dérivable sur [0, 1] et 2/(t) = < ((111?)2& (1+t iz > 0donc| h est strictement croissante sur [0, 1]

1

5) b) u, et v, sont des approximations par des rectangles (& gauche ou a droite) de [ h(t)dt (cf cours

de sup sur les sommes de Riemann)

0

Comme h est croissante, u,, est une valeur approchée par défaut et v, une valeur approchée par exces

5) ¢) h est croissante sur [0,1] donc V¢ € [£,

En intégrant entre £ et !

on obtient :

IN

sl

h(t)dt < Lh(*t

5) d) En sommant pour k variant de 0 & n — 1 les inégalités du 5) ¢) :

1
f (t)dt < v,
0

= u, < f(1) <w, on retranche
= Unz'Un S f( )_

= [f(1)

Un+Un
2

Un+Un Un—Un
2 S 2
_ h(1)—h(0)

_ Un +Un
2 2n

Up—Un
< 73

On a donc — tndtn ) < A(1)—h(0)

2n

‘f

()—h(0) - 102 5—1
ST e

5) ¢) *

10—2
2

2n

On on peut donc prendre [n

= [50e — 100] + 1

¢ —1<nl0"% < 50e — 100 < n




