PST* 2024-2025

Mathématiques : Correction du devoir a la maison n°2

EXERCICE n°1

1°) Vt >0, e > 1 donc t +e? —1 > 0 et donc ¢ est continue sur |0, +o00o[, en particulier ¢ est continue
sur |0, 1].
L’intégrabilité de ¢ sur |0; 1] pose donc probléme uniquement en 0.

- . o et 1+0(1) _ 1+0(1) 1
Au voisinage de 0 : o(t) = 75— = AT 2to@) =1 — 3ttot) ~ 3 > 0

Ort+— % n’est pas intégrale sur |0, 1] (par Riemann), donc par équivalent ¢ n’est pas intégrable en 0.

Bilan : | ¢ n’est pas intégrable sur |0, 1]

2°)  est continue sur [1, +oo[. L’intégrabilité de ¢ sur [1;4+o00[ pose probléme uniquement en +oo.
Au voisinage de +00 : () ~ S ~ et > 0
Or t — e~ " est une fonction de référence intégrable sur [1,+o00[, donc par équivalent ¢ est intégrable sur
[1, +o0.

Bilan : | ¢ est intégrable sur [1; +o0[

3°) Compte tenu du 1°) : | n’est pas intégrable sur |0; +oo]

EXERCICE n°2

[1; 400 — R

146

Soit v € R fixé, posons :

Comme f est continue sur [1;4o00], 'existence de I pose probléme uniquement en +oc.
De plus, comme f est positive, 'existence de I est équivalente a I'intégrabilité de f en 4o0.

On va distinguer plusieurs cas, utiliser t* = exp(ain(t)) et travailler au voisinage de +oo
On utilise aussi que, au voisinage de +00 : a < b= t* = o(t)

Eneﬁ'et:i—(;:t“_b — 0sia—b>0&a>0
t— oo

Tout les équivalents ci-dessous sont au voisinage de +o0.

Casl:a<0
Alors t* — O et donc 1 +t* ~ 1 et t2 4+t ~ t2.

t——+00
On a donc f(t) ~ t% > 0. Comme t > tiz est intégrable en +o00, alors, par équivalent f est intégrable en +oo.

Cas2:a=0
Alors f(t) = 25 ~ & > 0.

1+t2
Comme au cas 1, f est intégrable en +o0.

Cas3:0<a<?2

Alors t* — 400 donc 1 + ¢ ~ t%,
t——+o0

De plus a < 2 et donc 2 +1* ~ 2. On a alors : f(t) ~ 5 ~ 512 >0
Alors par équivalent avec les intégrales de Riemann en 400
f est intégrableen +co <2 —a>1<a<1



Casd:a=2

—+o00
Alors f(t) = % ~ % > 0 et donc f n’est pas intégrable en +oo car [ 2dt est divergente.
1
CasH:a>2
Alors t* — 400 donc 1 +t% ~ ¢«
t—-+o0

De plus a > 2 et donc t2 +t* ~ t* On a alors : f(t) ~ & ~ 1 > 0 et donc, comme au cas 4, f n’est pas

t&
intégrable en 400

O<a<?2
Bilan : f intégrable en 400 & [a<00ua:()ou{ (i Sa<l
o <

Onadonc:’]existe<:><)z<1‘

Probléme 1 : ccINP ts1 2023

1
1) D’apreés les intégrales de Riemann : | [ ¢“dt est convergente si et seulement si o > —1
0

1
. a+1 1 a+1 1
Soit v > —let e >0, [t*dt = [L5]! = =37 — S H—Oia—ﬂcara%—1>0
1
On a donc : |pour a > —1, Oftadt = O%H
.. N+ . ~ tr1 ~ -1
2) Au voisinage de t = 0% : 1 +¢ ~ 1 donc | {7 o~ @

3) PN t*—1 _ exp((z—1)in(t))

= T dt ne pose probléme qu’en ¢ = 0.

1

. x71

est continue sur ]0, 1] donc [ —th
0

ta:—l

Avec équivalent de Q17), comme les fonctions sont positives, on a : T dt qui est de méme nature que
0

1
[ t*71dt, c’est-a-dire convergente si et seulement si x —1 > —1 < z > 0 (on a utilisé la question 1))
0

1

On a bien : of tf;tl dt convergente si et seulement si z > 0
; t0 ; 1 1

4) o f(1) = Ofmdt :ofl_“dt = [In(1+t)]; = In(2)

14+t

o f(2) = j‘Ldt = fl Li-lg = f1(1 —L)dt=1-f(1)=1-1In(2)

0
e On a bien : | f(1) =In(2) et f(2) =1—1In(2)

—~

n—1
5) o |V(a,b) €R?, Vn € N* | a" —b" = (a — b)( Y a" ' 7FbF)
k=0

e L’égalité précédente appliquée avec a = 1 et b = (—t) donne :
n—1
Vte[0,1], Vn e N* | 1 — (=t)"=(1+1) > (—1)ktF

k=0




6)
1
fn)= [ ﬁ";i dt
10 1

(lnlf t)"ldt

1+t

n lfl t)" 1 1+1dt
0

= (—1)"1[{%Hdt - fl(l—jtdt}

on utilise maintenant 5) et on reconnait f(1)

f(n)=(=1)""1f(1) — (=1)~! flnz—f(—l)ktkdt linéarité de 'intégrale
— (C1) <—1>"§<—1>kjtkdt
= (L1 ) + <—1>":§z<—1>%

On adonc: |Vn>2, f(n)=(—1)""1n(2) + (-1)" ni:z(_l)kL

7)

def fEntiern(n):
s,p=0,1
for k in range(n-1):
p=-p
s=s+p/ (k+1)
s=p*(s-1log(2))
return s

8) cf cours

9) Soit t €]0, 1]. On a donc In(t) <0
Donc :
—1<a<B=aln(t) > Bin(t) = exp(ain(t)) > exp(Bin(t)) = t* > t°

On a utiliser la croissance de exp.

Soit x,y €]0, +o0[ tels que : 0 < x < y.
En utlllsant Q24) avec a =x — 1 et B =y — 1 on obtient t*~! > ¢¥~! pour ¢ €0, 1]
Comme - >0, alors : £— > £

1+t 1+t — 1+t
1

. s
Par croissance de l'intégrale : 1 —=d

On a donc : O<x<y:>f() f(y)

0

On a donc : | f décroissante sur |0, +00]




10)t€)0,1]]=20<t<1=>1<14+t<2=1< 45 <1

x—1 x—1
Et comme "1 > 0: - < th <t

8=

1
En intégrant entre 0 et 1, comme ft‘”fldt = 1 on obtient : | 5~ < f(z) <

Comme 1 — +00 on déduit par encadrements de la question précédente que : | lim f(z) = +o0
T z—0t z—0t

3-

12) x

txl

1 1
13) f(z) + flz+1) = 1+tdt+f1+t — [ 1ft+t dt = ftwfldt:
0 0

On a bien : |Vz >0, f(z)+ f(x +1) =1

14) Comme f est décroissante sur |0, +oo[ (Q24) alors : Vo > 1, on a x,z — 1 et x + 1 dans le domaine de

fet:
flz+1) <
Ve>1, f

f(z) < f(x — 1) et donc en ajoutant f(z) on a :
() + flaz+1) <2f(z) < fl2) + fz - 1)

15) En combinant Q13) et 14) : 1 <2f(2) < L = 1< 2zf(2) < & — 1

Donc, par encadrement : 2xf(z) — 1

On adonc:|f(z) ~ o




Probléme 2 : BECEAS 2020 : Maths 1

1)a) t — sm() est clairement C*° sur R*. Tl faut étudier g en 0.

e Continuité

Au voisinage de t = 0 : g(t) = 22 = w =1+ o(t)

t

Donc Pr% g(t) =1 = g(0) et donc g est continue en 0.
%

e Dérivabilité

(0) _ 1+o(t)—1

. . o R (t)—
Au voisinage de t = 0 : £5=F~ =

e Caractére C!

Pour ¢ # 0 on a, comme g est dérivable : ¢'(t) =

(1+o0(t))t—

(t+o(t?)) _ o

Au voisiange de t =0 : ¢/(t) =

Donc ¢ est continue en t = 0

t2

e Bilan : On a démontrer que : |g est C* sur R

=o(1) PV 0, donc g est dérivable en t =0 et ¢'(0) =0
—

cos(t)t—sin(t)

Remarque : pour les 5/2 (pour les 3/2 plus tard), on peut montrer que g est C™ assez facilement avec les

séries entiéres.

1)b)i) voir cours

+00
1)b)ii) On effectue dans [ = Jt dt le changement de variable C! bijectif (car j # 0) u = jt.

0

+o0 +
On obtient que [ sn(h) gt est de méme nature que f sm( du qui est convergente.

0

Comme il y a convergence on a égalité et donc (en utlhsant 'intégrale admise) :

+ . .
I sm(ﬂ dt convergente et f —Smt(]t) dt =1

0 0

1)c) Au voisinage de ¢t =0 :

On a donc, pour ¢t au voisinage de 0 :

4
— ﬁ + o(th)




2

1)d) & = "%2 = 3u® = nt* On effectue donc, le changement de variable C' : u = /%t

ln(n

In(n) In(n)

vn Vel
[ exp(— = [ e \/7du—\/7 / exp(—
0 0

In(n)

On a done :

oy

exp(—%ﬁ)dt ~ 4/ g—z

+00
2)a) Soit n > 2. Alors ¢ —» 22 () est continue sur 0, +-o0c[. Donc [ *2 (t) dt pose probléme en 0 et +o0.
0

Au voisinage de 0 : %Z(t) t" 1 donc t — %,z(t) est prolongeable par continuité en 0 et f sin (t dt est

convergente.

sin” ()

Pour t > 1 alors 0 <

Comme n > 2 alors ¢ +— . est mtegrable sur [1,4o00[ par Riemann, et donc, par comparaison ¢ — M est

intégrable sur [1, +o00| et donc f s () dt est convergente.

+oo
f sin™ t) dt eet f s ®) gt sont convergentes donc | pour n > 2, f %n(t)dt est convergente.
O 0

2)b) Soit a > 0 et A > 0 alors :

. 2 .
u = sin(t u' = 2sin(t)cos(t) = sin(2t
On fait une intégration par parties avec ¢ , | ®) et o (t)eos(?) (2¢) . Alors :
v = 2 v = <
4 sin?(t) sin? szn(2t
[ =t ==+ f
a
Comme lim %2(‘4) —Qet @ = _ _, 0, alors on a, comme les intégrales sont conver-
A—+oo a a a—0

gentes :

+oo +oo |
f sm dt f szné?t) dt
0 0

+oo |
On utilise alors, la question 1)b)ii) et on a: | [ S"ZZ(U dt =%
0

3)a) A k fixé, h,, est C* sur [0, 27, donc W) est continue sur le segement 0, 27], donc h'F) est bornée sur
[0, 27] par le théoréme des bornes atteintes, et donc sur R par 27 périodicité.

Donc:|dK >0, Vt e R,

i (t)‘ <K

3)b)i) Au voisinage de t = 0 : sin"(t) ~ t" donc : | h,(t) = sin"(t) = t" + o(t")

3)b)ii) Comme A" est C>, h(¥) est O et admet un DL en 0 & tout ordre. De plus on peut obtenir le DL
de hq(f) en dérivant k fois celui de h,,.
Remarque : on ne peut pas en général dériver un DL, on a utiliser ici que h,, est C'*



(")

On a donc h%k)( t) =4 (" + o(t")) = (nﬁ!k)!

L B (®
On en déduit : 15% tn_(kt) _ (ni!k)!

3)c) ot |—> ( ) est continue sur 0, +o0c[, prolongeable par continuité en 0 avec le 3)b)ii).

Donc ¢ — 2 ( ) est 1ntegrable sur ]0, 00|

hi (1) K
t" k — tn—k

e On apourt>0:
Mais pour k € [0,n—2] on a:n—k > 2donct — 7% est intégrable sur [1,400[ et donc, par comparaison :

) _
t— I est intégrable sur [1, +oo]

OO, (k)
e En regroupant les deux derniers résultat on a |la convergence absolue de [ hfn—,(,f)dt
0

_1 -1
v = =3

. o . u = hi Y u=hi"?
3)d) Soit a > 0 et A > 0. Par intégration par partie avec et ¢
o —
t

(n— (n=2)(t) 4 m—2)
[0, [u]a + [ Oy
(n—2)
Comme A" est bornée (3)a)) alors : lim h"T(t) =0
A—+o0
(n—2)
(n-2) hn 2,
Avec 3)b)ii) : P @) — 4 x # donc lim 2@ _ g
a a a—0 a
!
;g%
+oo SR
Finalement f hn "0 gt et f hn O dt sont de méme nature, et comme f — O dt est convergente
0 0
+o0 h(
par 3)c)) alors : ”—dt est convergente
g
0

, W g Y0
Remarque : on a démontrer de plus que : bf 2 dt = { i

e Si on effectue encore une intégration par partie on a :

0O (n—2) p(n=3) 0O (n—3)
f (t)d [ n -2 (t)]a‘oo + 2 f hn =3 (t) dt
0 0

On démontre que le crochet est nul comme ci-dessus et par convergence des intégrales :

T gy f 0 gy = o f R gy
0

“+o00 (n—1) “+o00 (n—2) “+00 (n—3) o0 (n—4)

p , . s s K s

Une nouvelle intégration par partie donne : { T(t)dt = of t—Q(t)dt =2 of t—S(t)dt = 3x2 { t—4(t)dt
(n—

. . +oo h(nfl) (t) +oo h k)(t)
On a finalement, par itération : Vk € [1;n] , [ =——"dt = (k—1)! [ ==5—=dt

0 0
(n T (0)
En particulier, pour k =n : f h” w0 gy (n—=1)! [ h"t,—n(t)dt
0 0
~+o0 +00 (1)
On en déduit : 6f (2m8)" gt = nll)! of PO g




4)&) hgn(t)
= sin*"(t) formule D’Euler

t_,—it A
= (£5¢—)?" formule du bin6me

2n . .
— (211)271 Z (2:) <€zt)2n—k:(_€—zt)k
k=0
2n )
— ot 3 (1) (-1
k=0
2n )
= _4n(11)n kz_o (21:1)(_1)%@(2%21@)1‘,

2n
On a bien : | ho,(t) = 4= > (—1)"+* (21?) pi(2n—2k)t
k=0

)b) On a que : t< z(2n 2k)t ) (2n _ 2k) i(2n—2k)t , et donc ( i(2n—2k)t ) ( (Zn _ 2k))2n 1,i(2n—2k)t

dth 1

Avec l’expression de 4)a) et la linéarité de lintégrale :

2n
2n—1 n n n—1ei(2n—
hén )(t) _ +k<2k) n—2k’))2 1,i(2n—2k)t
Comme 22” ! ( ) = 1(=1)" et (2n — 2k)>t = 22071 (n — k)*1 = - (n — k)> ! alors
(2n—1) | & k (2n n—1_i(2n—2k)t
hay O (8) = 5; 2 ()" () (n — k)*rteirm2h)
k=0
Le terme pour k£ = n étant nul on a :
2n—1
(1) 2
_ 2% g_:()(_l)m—k (2:) (n _ k,)Qn—lei(Zn—Qk)t + 2% k_z:H(_l)nJrk (21?) (n _ k,)2n—1€i(2n—2k)t

Changement d’indice 7 = n — k dans la premiére somme et 7 = k — n dans la deuxiéme :

hs M (t)

— 1 (_1)n+n+] (n J)an le2ijt 4 1 < Z( )n+j+n(j2fn><n_ (j_|_n))2n—lei(2n—2(j+n))t

V)
S
<.
Il
—

(1P o Joy ) S () e

<
Il
-

I
)=

n

(_1)j(j2_:ln)j2n Le2ijt _ %];1( 1)](34_”)]271716721‘]%

|
W=

Il
—

[
M= %

(_1)]( 2n ) In—1 eZzgt_€72z]t
j+n 2

<.
Il
—

[
M=

(=17 (;57,)3% Fsin(24t)

<.
I
—

On a bien : | A" V(1) = SO (=1)7( 2 ) 2 tsin(25t)




4)c) Avec 3)d) :
+oo sin( ooh§2n71)
Of (=5~ ) dt = 2n 1 Of = Ot

En utiisant Pexpression de 4)b) :

+o0o +oo n

f (sm ) dt = 2n o f Z(_l)j(ﬁfn)jZn—lsin(tth)dt

0 0 j=1

Par linéarité de I'intégrale, comme les intégrales sont convergente :

s sin(t) \2n 1 = i( 2n\ 2n—1 e sin(2jt)
6f (=57) "dt = 2n-1D)! Z1<_1)] (j+n)j bf —dt
‘]:

En utilisant la question 1)b)ii) :

oo n n ) 2N om1m
[ (5 dt = e S (=17 ()5S
0 j=1
On a donc thoo(sm(t))zndt —r_1 zn:(_l)g( 2n ) 2n—1
5 t 2 2n—1)! = j+n)J
R i)\ Tyt
5la) | [ () dt| < [ gdt < [ gdt = 5
jus ™ 1
2 2
Donc +foo(sm(t))ndt = O(2) et comme no L . 0 alors : TO(sm(t))”dt — o(-L)
3 ' " Ln \/ﬁnﬁ+oo ' s t vn
2 2

5)b)1) Sur ]07 %] . %(sm;(t)) _ tcos(t)tgsin(t)

On pose : V¢ € [0, 7] , a(t) = tcos(t) — sin(t)
a est dérivable sur [0, 7] et a/(t) = cos(t) — tsin(t) — cos(t) = —tsin(t) < 0 sur [0, 7]
Comme a(0) = 0 et que a est décroissante alors a(t) < 0 sur [0, 7]

Donc jt(s”z(t)) <0et|t— Sm(t) est décroissante sur [0, 7]

5)b)ii) On a: e, = ™™ 5 0 par comparaison In puissance.

vn n——+00
Donc, & partir d'un certain rang, €, < 7 et par la question 5)b)i) :
bl bl bl
sin( n n T In(n n
J om0y ar = [ (ge)mdt < [ (glea))dt = (5 — "2 (g(en))
In(n) In(n) In(n)
NG Vno NG

((gle))) =nin((gler)) 2 2
Avec le 1)¢) : In(g(en)") = n(~F — g + o(el)) = n(~% + o(e2)) = =10 4 o((in(n))?)

hi/(g)
st In(n) 2
F sin n m In(n - ZTL(TL) )
Mais 7 = cap(bino) done s Vi | (50)"ar = (5~ 0 e 2= ((In(n))?))
lrl,/(g) ~ - /
0(1) nSdes 0



Donc v/n j (Sm(t)) dt — 0 et donc

n—-+00

%m\ﬂ

In(n)

3
I~

3
N2

B

(sin(t))ndt _ O(

t

%)

5)c)i) Pouru >0, e —1]=1—¢"
Donec, pour u au voisinage de 0% :

e — 1| —2u=(1—€e*—-2u=(1—(1—-u+o(u)) —2u=—-u+o(u) ~—u<0

Donc au il existe un voisinage de 0 sur lequel |e™* — 1|

2u < 0 et donc |[Ja > 0 tel que : Yu € [0,a] , [e7™ — 1| < 2u
. 0,2 — R
5)c)ii) On pose : ] t2[ - ln(sm(t))+%
Avec la question 1)c) on a, pour ¢ au voisinage de 0 : a(t) = %0 + o(th) ~ ﬁ <0

Donc a(t) < 0 au voisinage de 0
De méme a(t) + ¢3 = 3

Donc au voisinage de 0 : —t* < a(t) <0

- % +o(th) =3+ o(t?) ~ 3 > 0 donc a(t) + t* > 0 au voisinage de 0

Donc |il existe b > 0 tel que, pour tout ¢ €]0,0] , —t3 < ln(%(t)) + % <0
5)c)iii) e l:‘/(g) el 0 donc, pour n assez grand 0 < % < b et on a donc pour t €]0, l’;‘/(g)[ :

3 sin(t) t2
—t? < ln( )+ 5 <0
_t3 ot <l (sm()

= —nt3 — n6 < nin( “z —n%
Par croissance de exp :
caplnt? — %) < ()" < eapf-nt)

= exp(—nt3)exp(—n ) — emp( %) < (S”;(t)) — exp(—n%) <0
= (exp(—nt3) — 1)61’ (—n ) ( ";(t))n - exp(—n%) <0

2
= | (=289)" — cap(-nt)| < (1~ eap(—n?) cap(~—n's)

<1

< (1 — exp(—nt?))

nt2
e o dt

IA
o

IN
—
|
™
8
=
[
S
~
=
=
~

N
: | pour n assez grand : | [
0

10

—2u < 0, donc Ja > 0 tel que : Yu € [0,a] , |[e7™ —

1] —



In(n) < In(n) 3 <« In3(n) 3 <« In3(n)
et €|, \/ﬁ[:>0<t_ NG =0<t ——n\/a:>0<”t < njooo

In(n)
\/ﬁ

Donc pour n assez grand : |0,

In(n)

[C]0, a[ et donc avec ¢)i)

N2

In(n

v _nt3 v ntt ln(i:) In(n))* In(n))*
Of (1—e™")dt < bf ontddt =[], = i) = (W)
in(n) In(n)
e ; r nt? n(n
Finalement : | pour n assez grand : of (m;(t))ndt - of e dt| < %
Remarque : mieux que 1’énoncé ou erreur de calcul ?
In(n) ™
. e sin(t)\n T sin(t)\ " 7 sin(t)\ " e sin(t)\ "
5)C)1V)f( t )dt: f ( t )dt+f ( t )dt+f( t )dt
0 0 In(n) %
1o In(n)
On utilise 5)a) et 5b)ii) et on a : of (2m8)" gt = Of (2" gt 4 O(7)
Comme SR — 0 alors {200 — O(L) et donc la question c)iii) donne :
ﬁ 2vVn i 2n n )
in(n) in(n)
1 sin(t)\ " T _nt?
of ( t()) dt = of e 6 dt+0(\/iﬁ)
In(n) In(n)
0O : 1 . v nt? 3m : v nt? _ 3m L O
n se souvient alors de 1)d) : of exp(—"5-)dt ~ /5" qui donne { exp(—")dt = \/5E + (\/—5)
+oo
On obtient finalement : [ (228)"q = /37 4 O(\/Lﬁ)
0
e sin(t)\ " 3
et donc bf (=) dt ~ /32
IT)1)a) Pour qu’il n’y ait qu’une seule montée la seule solution est d’avoir (1,2,3,...,n — 1,n), en effet si
la liste n’est pas strictement croissante alors il y a au moins deux montées. On a donc E,(1) =1
De méme la seule liste n’ayant qu'une descente est par symétrie : (n,n —1,...,3,2,1)

On adonc: |Vne N* | E,(1) = E,(n) =1

IN1)b) La liste a = (k,k—1,k—2,...,1,k+ 1,k +2,...,n — 1,n) admet k£ montées qui sont ((k), (k —
1),...,2),(Lk+2,...,n)).

On a donc une liste a pour laquelle E, (a) = k

I1)2) Si a;+1 > a; on compléte la derniére montée et on rajoute une descente, si ;11 < a; on compléte la
derniére descente et on rajoute une montée; on a donc s;11 = s; + 1, on a une suite arithmétique de raison 1.
Comme s; = 2 (une montée, une descente), alors : s; = 1+

On adonc :|Va€ S, , M(a)+ D(a) =n+1

IN3)a) n+1—a; =n+1—a; = a; = a; donc ¥ est bien a valeurs dans S,,.
Clairement ¥ est injective donc, comme S, est fini,

U est une bijection de S,, dans S,

11



I1)3)b) L’application ¥ transforme les montées en descentes et les descentes en montées. (ce serait pratique
en vélo!!!)
On a donc card({a € S, , M(a) =k}) =card({a € S, , D(¥(a)) =n+1—k})
Changement d’indéxation dans le deuxiéme card : b = ¥(a), on a donc :
card({a € S, , M(a) =k} =card(be S, , D(b)=n+1-—k}

Au bilan on a donc : | E, (k) = E,(n +1 — k)

IM)4)a) Si AU B = [1;n] avec AN B =0 alors B = A (le complémentaire de A dans [1;7]
Comme on veut A et B non vide, alors il faut A # () et A # [1;n].
Il s’agit donc de compter le nombre de parties de [1;n] différentes de () et de [1;n]

Le nombre de décompositions cherchée est donc :

I1)4)b) Si a = (ay,...,a,) admet exactement deux montées alors :
dkelin], ap <ag < - <agetag > appr et apry < apro < -+ < ay

Pour construire une telle liste, il faut choisir deux parties A et B vérifiant la condition du a) avec en plus
la condition a; > agiq
Mais si agr1 > ap on a alors a3 < as < -+ < @ < Q1 < Apr2 < -+ < a, et donc a = (1,2,...,n), il faut
donc éliminer les décompostions : [1;n] = [1;k]U [k + 1;n] (ily en an —1)

On a donc E,(2) =(2"—2)—(n—1) =2"—(n+1). Bilan : | E,,(2) =2" — (n + 1)

IT)5)a) Les éléments a de S,41 tel que p,(a) = b= (by,...,b,) vérifient :
a < {(n+1,b1,...,bn),(b1,n—|—1,b2,...,bn),...,(bl,...,bi,n—i—1,bi+1,...,bn),...,(bl,...,bn,n+1)}

I1)5)b) a est de la forme trouvée au a).
Sia=(n+1,by,...,b,) on rajoute une seule montée au début. M(a) = M(p(a)) + 1
Sia=(by,...,bp,n+ 1) n+1 vient se rajouter a la derniére montée au début. M(a) = M(p(a))

Sia=(by,...,b;,n+1,bi41,...,b,) et sib; < by alors le n + 1 vient "casser" une montée, et il y en a donc
une de plus donc M(a) = M(p(a)) + 1
Sia= (by,...,b;;n~+ 1,bix1,...,b,) et si b; > b1 alors le n 4+ 1 vient "compléter" une montée, et il y en a

donc le méme nombre donc M (a) = M (p(a))

Bilan : | M (a) € {M(p(a)); M(p(a)) + 13|

IT1)5)c) @ Dans une liste a € S,41, telle que b = ¢, (a) admet &k + 1 montées, on peut placer 1'élément n + 1
en fin de chacune des montées de b et seulement l1a pour préserver le nombre de montées.
On a donc k + 1 choix pour chacune de ces listes.
e Dans une liste a € S,, 11, telle que b = ¢,,(a) admet k montées, pour augmenter de une montée, il faut placer
n + 1 hors des positions qui laissent invariants le nombre de montées.
Il y a k positions de montées & éviter d’ott n — k positions possibles.
Il faut aussi compter I'insertion de n + 1 en premiére position ce qui fait donc n — k + 1 choix possibles pour
chacune de ces listes.
e Ainsi, passant au cardinal, on conclut : | E, 1 (k+1)=(k+1)E(k+ 1)+ (n+1—k)E,(k)

On vérifie facilement que la formule est valide pour k =0 et k > n
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I1)5)d) On a, d’aprés ¢) (avec k =2 et n =4) : E5(3) = 3E4(3) 4+ 3E4(2)
On connait F;(2) =2 — (4 + 1) = 16 — 5 = 11 d’aprés 4)b), il reste a calculer F,(3)
On a, d’aprés ¢) (avec k =2 et n = 3) : Ey(3) = 3E5(3) 4+ 2E5(2)
On connait F3(2) =23 — (3+1) =8 —4 =4 d’aprés 4)b) et F3(3) = 1 d’apreés 1)a)
Donc Ey(3) = 3.1+ 2.4 = 11
Donc Es(3) = 3.11 + 3.11 = 66

n\k|1]2|3|4|5

1 1100010

2 (111101010

On a donc le tableau : 3 T2 T 1 olo
4 111111110

5 11 7166 7|1

k
6) Montrons par récurrence sur n € N* la propriété : HR,, < Vk € [1;n] , E,(k) = > (—=1)% (”+J1)j
7j=1
Initialisation : pour n =1
Alors forcément k =1 i )
Alors E, (k) =1 (1) = 1 d’aprés 1)a) et > (—1)* J("H) Z( D)1 = (=1)°(2)1 =1 et on a bien
=1

i
J:
HR,
Hérédité : On suppose HR,, vraie. Alors, avec 5)d) :

Pour k € [[1;n].
By (1) = (4 1) By (k1) (1) B () = (B 1[5 (113 (0 ) (b 1) [0 (1) (24 1) 7

Jj=1 J
Dans la deuxiéme somme le terme est nul pour 7 = k + 1 car par convention ( o )) =0

k—(k+1
On peut donc regrouper les sommes comme suit :
k+1

Ep(k+1) = X (-1 [k + 1) (110) — (n+ 1= k) ()"

Jj=1

On calcule le crochet :
(k+ 135 ~ G5)

_ (n+1)! (nt1)!
=(k+1) (k+1=7)(n—k+j)! —(n+1- >(k — ) (n+1—k+j)!
n+1 .

e f).(,tjl e+ D+ 1—k+j) = (k+1—j)(n+1—Fk)
= etk D+ 1) = k(k+ 1)+ j(k+1) = (k+ 1) (n + 1) + k(k + 1) +j(n + 1) — j]
= w0+ 2)]

1=t 1=kt )1
_ (n+1)!

(k+1=j)!(n+1—k+j)!

o (n+1)!
J(k+1 i nt2—(kr 1))

On retourne dans la somme :

k+1 k+1
— k+1—j (nt1)! kt1—j ( n+2 Y intl
Ena(k+1) = .21(_1) Tl wnd” ]Zl(_l) H()I
J= =

Il nous manque la formule pour £ = 1 mais c¢’est un cas simple.

k
Conclusion : |Vn € N* ,Vk € [1;n] , E,(k) = Y (=17 (111) "

k—
j=1 ’
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7) On utilise le 6) pour obtenir : Fy,_1(n)

I
(=
—~

|

—
~—
3

d
~~
3 [

4.3
~
.

[

3

L

Comme (—1)"7 = (—=1)"" et (nfj) = (2n7(nfj)) = (nﬂ.) alors :
On a alors : By, 1(n) = > (=1)"" (n%’:j)j%*l
7=1
too in(t)\ 2n
Avec le T)4)c) on obtient : | Ea,1(n) = 2(2n —1)! [ (S";( )) dt
0
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