PST* 2024-2025

Mathématiques : Correction du devoir a la maison n°1

CCP 2013 TSI : exercice 1

1) a) Avec les limites usuelles : liIJP f(x) =+o0
T—r+00

1) b) f est une fonction polynomiale donc f est dérivable sur [0, +oo[. On a: Va >0, f'(z) = % -1

T 0 2 400
f'(z) - 0+
On en déduit le tableau suivant : 1 +00

fa | N
3

2) a) e f est strictement décroissante et continue sur [0,2] donc fjg 4 définit une bijection de [0,2] dans
5 1]
Comme 0 € [%1, 1] alors il existe une unique solution sur [0, 2], notée 3, a 'équation f(z) =0

Comme 0 E]%l, +oo[ alors il existe une unique solution sur |2, +oo[, notée v, a I’équation f(x) =0

e f s’annule donc exactement deux fois sur [0, +o00[, une fois en 5 € [0, 2] et une fois en v €]2, +-00|

NDb) fB)=0=>L-B+1=0=|1+% =5

2) ¢) ® A la calculatrice f(1)f(1,2) < 0 donc par le TVI: g €]1; 1,2
e A la calculatrice f(2,7)f(2,8) < 0 donc par le TVI : g €]2,7;2,§]

i 080
2) d) D’aprés les variations de f : {f(x) positif sur [0, 5] U [, +oo]

f(z) négatif sur [, 7]

3)




4)&)U1:1+%:%

Montrons par récurrence sur n € N que : Vn € N | w, € [0, 5]
Initialisation : D’aprés 2)c), 5 > 1 donc up =1 € [0, 5]
Hérédité : On suppose que u, € [0, 5]
up, € [0, 5]

= 0<u, <p

u% 5

= 1 < upy1 < B en utilisant 2)b)
On a donc u,4; € [0, f]

Conclusion : On a montrer par récurrence sur n € N que : |Vn € N | w, € [0, 5]

4) D) Unyy — Uy = 1422 —u, = f(uy)
Comme u,, € [0, 3] et d’aprés le tableau de variation de f : f(u,) > 0 et donc u,41 — u, >0

La suite (u,)nen est croissante.

4) ¢) (upn)nen est croissante et majorée (par ) donc (u,),en €st convergente.
Notons A sa limite. Comme u,, € [0, 3] alors A < 3
De plus, en passant a la limite dans w,+1 —u, = f(u,), on a, comme f est continue : f(A) = 0. Comme A < /3
alors A =3

On en déduit : | lim wu, =/

n—-+o0o

4) d)

def u(n):
u=1
for i in range(n):
u=1+u**3/12
return u
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1) R* est centré en 0 et Vo € R* | f(—z) = (—x)sh(=F) = xsh() = f(z) car sh est impaire.

2) a) Au voisinage de u = 0 : | sh(u) ~ u|donc f(x) ~ z1 =1 et donc hril flz)=1
Tr—100 T—r1L00

2) b) Pour z € R* on pose u = On a alors : f(z) = —e"gg_“

Quand = — 07, u — +o0 et f(z) ~ & —> “+o00 par Comparalson exponentlelle pulssance
Quand z — 07, u — —o0 et f(x) ~

Donc |lim f(z) = +o0

z—0

3) f est dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables sur R*. On a alors : Vo € R* |

['(z) = sh(2) + 2(ZH)eh(2) = ch(1) (8 — 1)

On a bien : | f dérivable sur R* et Vo € R* , f/(z) = [th(Z) — Z]ch(2)

4) On a th/ — (%)/ _ chxcf;;;hxsh — #
Comme VX € R | ch(X) > 1 alors VX € R, th/(X) € [0,1]
th est C'"*° sur R donc par le théoréme des accroissements finis :
VX e RY , th(X) — th(O) (X = 0)th'(c) avec ¢ €]0, X |
Comme X # 0, on a 22 — th’( ) €]0,1]. (0 exclu car X # 0)
Comme X > 0 alors th(X)

Bilan : |[VX € R |, th(X) < X

5) On va faire le tableau de variation de f sur R’ compte tenu de la parité de f.
Pour z > 0, en utilisant 4), on a [th(1) — 1] < 0, comme ch(1) > 0 alors f'(z) <0

x 0 +00
f'(x) -
On a déja calculer les limites et on a donc : 400
f(x) N
1

6) Au voisinage de X =0 :| X — 14 %2 + % + o(X*)

=0

1
7) Au voisinage de +o00 , : f(z) = M2 avec % — 0, donc avec la question 6) :

‘Au voisinage de 00 : f(z) =1+ g + w501 + 0(=1)

F : R — R
1 .
: - 0
8) Posons . {f(x) six#

1 sizx=0

On va montrer que F' est le prolongement par continuité de x € R* — f (%) sur R et que F' est dérivable
sur R.



La limite du 2)a) donne : lir% F(z) = lim f(u) =1 = F(0) donc F est continue en 0 et est bien le
z—>

u—=100
prolongement prévu.

Comme z +— % va de R* dans R* et que f est dérivable sur R* alors F' est dérivable sur R*.

Il reste & montrer que F' est dérivable en 0.

Pour z # 0 ; Z@=F0) s T i e 5 +o(z) — 0, donc F est dérivable en 0 et F'(0) = 0.
T—

T T

F est le prolongement par continuité de z € R* — f(%) sur R et F' est dérivable sur R.

12) (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, a coefficients continues sur RY.
[’équation homogéne associée est : (Ey) < ¢ = %y
[ =tdxz = —In(z) sur R%, donc, d’aprés le cours : (Ey) < y(z) = acxp(—In(z)) = £ avec a € R

Pour résoudre (E) on utilise la méthode de variation de la constante.

On cherche y sous la forme y(x) = @ puisque z # 0 sur R
Alors (E)

& a2y +y = ch(x)

& (X A0y 4 2D — o)

< N(z) = ch(x)

< MNz) = sh(z) +a avec a € R

s y(x)=f(2)+2aveca e R

Les solutions de (E) sur RY s’écrivent y(z) = F/(x) + % avec a € R

13) | Les solutions de (E) sur R* s’écrivent y(z) = F(z) + 2 avec b € R

14) Soit y une solution de (E) sur R.
Alors y|r: est solution de (E) sur R} et donc Ja € R, Vo € R |, y(z) = F(z) + ¢
)

r- est solution de (E) sur R* et donc b e R, Vz e RY | y(z) = F(x) +

8 |

De méme y

Comme y est continue en 0 alors y(0) = hm+ y(x) = lim y(z) et on a alors a = b = 0 (sinon les limites
z—0 z—0~

n’existent pas) et y(0) = 1
On a donc bien y = F.

Réciproquement. F' est dérivable sur R et les questions 12 et 13 permettent d’affirmer que F' est vérifie
(E) sur R*. Comme F(0) = ch(0) =1 alors la relation est aussi vérifiée en x = 0.
Donc F est bien solution de (£) sur R)

Bilan : | F est 'unique fonction continue et dérivable sur R, solution de (E) sur R.




15) D’aprés le TVI (f est bien continue sur R ) et la stricte décroissance de f,ona g = f
une bijection de R* dans |1, +oo[

R qui définie

Comme "T“ > 1 alors | f(z) = ;25 admet une unique solution que I'on peut note w,,.
+2 +1 _ (n2n—(n+1)?
16) Z+1 - nT - n(n+1) - n(n+1) <0

n+2 n+1
donc ntl < o
done f{ur) "< fluy)
et comme [ est décroissante alors u, 1 > u,

Ona bien : |la suite (u,) est croissante.

17) (uy) est croissante, donc soit (u,,) converge vers un réel u, soit (u,) tend vers 400
Par 'absurde. Si u, — p, alors par continuité de f, f(u,) — f(p) donc % — f(u) donc f(p) = 1, or cette
équation n’a pas de solution réelle. Absurde

On a donc| lim wu, = 4+
n—-4o00

18) D’aprés 7) et 17) = f(u
De plus f(u,) =224 =1+2

n

n) =1+ gz +o(3z)

On a donc |u, ~ /2

19) 2ch(z)sh(x) = 28" eme® — o™ — ()

donc : |Vz € R | sh(2z) = 2ch(z)sh(x)

20) f est continue sur R* , on peut donc considérer ¢ une primitive de f sur RY.

Vz € R on a [5,2] C RY, donc J(z) est bien définie, comme I'intégrale d’une fonction continue sur un
segment et de plus : J(z) = ®(z) — ®(3)

® étant une primitive de f qui est continue, ® est C* sur R et ®' = f
On en déduit J dérivable sur R? et

o+
D‘
f\
ISEIN)
S~—
[\.’)
w
>=
/\
v
I
>
—
N—
~
—
N—

= f(w) = 5sh(3)ch(3)

Donc |Vz e RY | J'(z) = f(z)[1 — %Ch(%)]




21) On a f(z) > 0 donc J'(z) est du signe de 1 — 1ch(2)

J'(2) =06 1—3ch(s) =04 ch(2) =2

1
On pose u = e+, alors : J'(z) =0 e =26 —dut+1=0& (u-272-4+1=0s (u—2?%) =3 <
u =2+ /3 (autre solution exclue car u = exp(L) > 1)

1 _ _ 1
Donc L =in(2++v3) = 2= TS

On a donc J'(z) négatif sur |0, m[ et positif sur ]m, +ool, nulle en z = m

22) i
r 0 In(2+/3) Too
+00 +00
J(z) N\ 1 /
J(ln(2+\/§))
23)
5 =
4-
3 .
|-I.
7 -
1 =
[} T T T 1




Equations du troisiéme degré

1°) a) j° = (exp(*F))* = exp(3%F) = exp(2im) = 1
Par la somme des termes d’une suite géométrique de raison j # lona: 1+ j +j% =
alors 1+ 75+ j2=0

_43 .
=L et comme j3 =1
—J

2 = eap(257) = cap(4) = cap(22) = 7
F=1
On a donc démontré les trois relations voulues : ¢ 1+ 5+ 52 =0
=7
1°) b) Posons Vx € R ®(z) = 23 alors ® est dérivable et ®'(x) = 32? > 0 sauf en x = 0
® est alors strictement croissante, continue et comme de plus lim ®(z) = —oco et lim ®(z) = 400 alors ¢

T—r—00 T——+00
est une bijection de R dans R.

L’équation ®(z) = U < x® = U admet alors une unique solution réelle que 'on peut noter VU

1°) ¢) Dans les conditions données par 1’énonce.
SiU=0,alorsu?=U o uw=0u=0<uc{U;jU,jU} = {0}
SiU#Oalors u’ =U v’ =uj < ()’ =1 ;L €{1;5;j} < u € {uo; juo; juo}

Dans tout les cas : v = U < u € {uo;juo;iuo}

1°) d) D’aprés le b) on sait que si U € R alors /U est une solution de u* = U, on applique alors le ¢) avec

ug = Ju et ud =U & u € {Ju; j/u; j/u}

2°) a) Considérons I'équation du second degré : Y2 — Y — £ = 0 qui a 2 solutions complexes u et v.

Alors (Y —u)(Y —v) =Y? — (u+v)Y +uv =Y? — %Y — £ = 0 et par identification on a le résultat voulu.
2°) b) u? et v sont solutions de (X —u?)(X —v3) =0& X2 — (3 + 03X + (wv)? =0

_ -p 3_ —-p?
Comme uv = £ alors (uv)’ = =&

2o solution de (1) donne :

(u+v)P+plutv)+q¢=0=u’+3u*v+3uw’+v3+plu+v)+q=0=u*+v3 = -3uv(u+v) —plut+v)—gq
Mais uv = =% donc

u? +v® = p(u+v) — plu+v) — ¢ donc u® +v* = —¢

Donc u? et v? sont solutions de X2 + ¢X — g—i =0

2°) ¢) Le discriminant de (2) vaut : A = ¢* + 472’—3; = %

3°) (2) admet deux solutions réelles s’écrivant U = # et V = —q—2\/Z
U
V

3
u
De plus, on cherche les solutions de (1) sous la forme u 4 v avec { v® =

wy = =L

3
Comme U et V sont réelles alors u € {VU; jvVU;jvVU} et v € {/V;jVV;jVV}
Comme de plus il faut que uv € R alors :

(u,0) € {(VU,VV); VU, GVV); GVU, jVV)}

Ce qui donne trois solutions a (1) : 2z = VU + VV, 20 = jVU 4+ jVV et 23 = jVU + jVV

On a bien z; qui est réelle et, z; et 23 qui sont conjuguées.



4°) a) Si A < 0 alors A = (i6)? avec § > 0 et donc les solutions de (2) s’écrivent :

U= %”5 et V =—= © qui sont bien complexes conjuguées et distinctes car o # 0.

4°) b) Si ug est une solution particuliére de u® = U alors comme V = U, T est une solution particuliére
de v® =V
On a alors u® = U < u € {ug; jug; juo} et v3 = U < u € {ug; juo; juo}
Comme de plus il faut que uv € R alors :

(u,v) € {(uo; W); (juo; juo); (juo; jo) } o B B
Ce qui donne trois solutions a (1) : z; = ug+ug = 2R(ug), 20 = juo+jug = 2R(jug) et z3 = Jug+Jjug = 2R (juo)
Les trois solutions sont biens réelles et distinctes.

5°) a) Comme A = 0 la racine double de (2) est U = 3!

5°) b) Alors u?® = q@ué{\/j, \/j, \/7}

Les solutions de (1) s’écrivent u + v avec ud =3 = q et wv € R

Done (u,v) € {({/3L, ¢/ 32); G/ 5L 7¢/350); G/ 3L 74/ 5
Ce qui donne deux solutions réelles pour (1) : 21 = 2/ 55 22 = j¢/ 5L + PV, 5t = —¢/ 3! qui est racine

double.

6°) Bilan
Pour résoudre (1) < 2z° + pz + ¢ = 0 on calcule A = 4”3;#‘12 le discriminant de (2) & X2 + ¢X — 12’—?; =0

cas 1 : A >0
Alors (1) admet une solution réelle z; = v/U + v/V et deux solutions complexes conjuguées zo = jv/U + jvVV
et 23 = 29
avec U et V les solutions réelles de (2)

cas 2: A <0
Alors (1) admet trois solutions réelles distinctes 21 = 2R(ug), 22 = 2R(jug) et 23 = 2R (juo)
avec ug une solution quelconque de u®> = U avec U une solution de (2)

cas 3: A =0
Alors (1) admet deux solutions réelles distinctes z; = 2¢/ 5! 22 = ¢/Z qui est une racine double.

7°) Effectuons le changement de variable z = Z + a dans (3)
Alors: (3) & (Z+a)+a(Z+a)*+B(Z+a)+7 =0 Z3+(3a+a)Z*+(3a® +2aa) Z + (a® + aa® + fa+~ = 0

Si on pose a = =2 alors 3a + a = 0 et (3) & Z° + (3a® + 2a0) Z + (a® + aa® + fa+ vy =0
On est bien ramenée a une équation de type (1)

8°) On utilise la méthode avec p = —12 et ¢ = —65
Alors (2) & X2 - 65X +64=0< X =10u X =064
On a donc A > 0 et on se trouve dans le cas (1)
wW=letucRsu=1;*=64ctvceResv=4
Les solutions de 2% — 122 — 65 =0sont donc z; =1 +4 =5, 20 = j +4j = 5+3“[ et 23 = %23 = #



9°) On utilise la méthode avec p = —12 ¢ = —16
Alors (2) & X2 - 16X +64=0< (X -8 =0 X =38
On a donc A =0 et on se trouve dans le cas (3) JT=/2=—V8=—
On donc deux solutions 4 et —2 qui est racine double.

10°) Pour résoudre Eq < 2% —92%418242v/2 = 0 on utilise le 7°) et on effectue le changement d’inconnue
z = Z+ 3 alors :
Eqe (Z+43°—9(Z+3)2+18(Z+3)+2/2=0
S 7254+ (33-9)22+(332-96+18)Z+3>—-9.9+183+2V2=0
& 78 —97+2V2=0< EQU

EQU est alors du type (1), on résout alors : (2) < X2 4 22X — ’2—973 =0 X2 4+2V/2X +27=0

On a alors A =8 — 108 = —100 = (10¢)?
(2) & X = 222400 — /5 1 5i0u X = —/2+5i

On cherche des solutions de u® = —v/2 + 5i
Vu la forme de u? on va chercher les solutions sous la forme u = p(v/2 + ai) avec p > 0 et a € R

Alors u® = —v/2 + 5i & p3(vV2(2 — 3a?) + (6a — a®)i) = —/2 + 5i

p*(2—3a%) = —V2

p*(6a —a) =5

On peut diviser car p # 0 on obtient : 2= a3 == & a®+15a° —6a —10=0

On remarque que a = 1 est une solution évidente de I'équation ci-dessus et si on reporte dans p3(6a —a®) =5
on obtient p =1

On vérifie alors (en calculant) que V2 + i est une solution de u? = —v/2 + 5i

En identifiant partie réelle et partie imaginaire on a :

En appliquant la méthode du 7°) les solutions de EQ sont alors :

Zy = 2R(ug) = 2v/2, Zy = 2R(jug) = —v2 — V3 et Zs = 2R(Juo) = —v2 + V3

En appliquant le changement de variable z = Z + 3 les solutions de z* — 922 4+ 18 4+ 2v/2 = 0 sont alors :

21=3+2v2,20=3-vV2—V3et 3=3—-v2+3

11°) f est continue sur R et lim f(z) = —o0 et liril f(z) = 400, donc par le théoréme des valeurs
T ——00 T—>+00

intermédiaires I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution réelle.

12°) f est dérivable et f'(z) = 32% +p
On a alors deux cas :

casl:p>0
Alors f'(x) > 0 (sauf éventuellement en 0) et donc f est strictement croissante.

x —00 +00
f'(z) +
+00
f(z) /"
—00




cas 2 :p <0

Alors f'(z) =0z =/Fouxr=—/3

r | —o0 —\/ T < +00
f'(x) + 0 - 0 +
+00
f(z) / N\ S
00 3

aveca:f(—\/%) etB:f(\/%)

Revenons au cas 1 : p > 0 alors § = 4p® + 27¢*> > 0 et f(z) = 0 admet une unique solution.
On peut remarque que si p > 0 alors f est strictement croissante donc la racine est simple.
Si p =0 alors f(x) = 23 + ¢ et la racine est simple sauf si ¢ = 0

Dans le cas 2 il faut étudier le signe de af

a=f(—/B) = (B - fFra=0/F-p P ra=2F 1a
5=f(\/%)Z(\/%)3+p\/%+q=—§\/%+p\/%+q=%p\/%+q
af == (3R =i-F =4

Alors: aff >0 (a>0et >0)ou (e <0et §<0)
Donc si aff > 0 < § > 0 alors f(z) = 0 admet une unique solution.

D’autre part : af <0< (a<0et §>0)ou (a>0et <0) < a>0o0upf<0 (puisque a > f3)
Donc si aff <0< § <0 alors f(z) = 0 admet trois solutions distinctes.

Enfin,siaf =0 a=00u =0
alors f(z) = 0 admet une racine simple et une racine double

Bilan :

d <0<« f(xr) =0 admet trois solutions réelles distinctes.
d >0« f(x) =0 admet une unique solution réelle simple.
=0et (p,q) # (0,0) & f(x) =0 admet une racine réelle simple et une racine réelle double.
(p,q) = (0,0) < f(x) = 0 admet 0 pour une unique racine réelle triple.
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