PSI* 2023-2024, Mathématiques DS n°2 : Correction

Question de cours, Exercices proches du cours
1°) Voir DS n°1
2°) Voir exercice corrigé

F — R
fo— f(0)

3°) On pose : qui est bien définie, car f est C! et qui est une forme linéaire

de I dans R.
On a alors F' = ker(®) et donc ’F est un sous espace vectoriel de E‘

4°) Voir cours

Exercice 1

1°) Si on note en colonne : f(z,y,z) = (_ﬂiﬁgi;) = (_11

_ N
N =
N————
[NCRES

Cette écriture permet de voir que : | f € L(E, F) et que A = (_11 i ;)

o T+2y+2 rT+2y+z=0 y=—z .
2°)a) A =0r & & on a fait Ly + L
) 2) <—x+y+22> r {—x+y+2,z:0 =2z ( ! 2)

On en déduit : | Ker(f) = vect((1,—-1,1))

2°) b) D’aprés le a), dim(Ker(f)) =1 et par le théoréme du rang :
dim(Ker(f))+rg(f) =dim(E)=1+rg(f)=3=rg(f) =2
Comme Im(f) C F et dim(F) = dim(Im(f)) =2 alors Im(f) = F.

Bilan : |rg(f) =2 et Im(f) = F

3°) a) On peut calculer le déterminant de C' relativement & la base canonique C de F.

On a : detc(C') = _11 1 =2 # 0 donc ’C” est une base de F‘
1 0 0
3°) b) De méme detg(B')=|-1 1 0| =10 donc ’B’ est une base de E‘
1 —-11
30) C) f(17 _17 1) = (070)7 .f(Oa 17 _1) = (17 _1) et f<0a07 1) = (172) = _71(17 _1) + %(17 1)
=1
On en déduit : | Mp o (f) = 01 3
’ 0 0 5




Exercice 2 : (adapté de E.S.C. 2004)

1)3) 1+ ¢™ ne s’annule pas sur R+ donc £, est dérivable sur R+ et
VE >0, fot) = - Atontt et —e Hinnt? 1)
—_— Y n -

< 0, la fonction f, est donc décroissante.

(14tm)2 - (14tm)2
Ona: lim f,(z)=0et f,(0) =1
Tr—+00
t 0 +o0

Fa| -
D’ou le tableau suivant : 1

f(t) N

0

1)b) Comme f(0) =1 et f'(0) = —1 alors ’Dn a pour équation y =1 —z

2)a) Pourt >0ona:0<e’'<let0<
On a bien : |Vt >0, f.(t) < &

_t?’L

1 1
<& donc()<1+tn§tn

1+t"

+o0o
On a l'inégalité ci-dessus et [ tindt est une intégrale de Riemann convergente car n > 2 > 1, donc
1
+00
par comparaison (avec des fonctions positives) on a [ f,,(t)dt qui est convergente.

1
1

Comme f,, est continue sur [0, 1] alors [ f,,(¢)dt est convergente.

0
400

Donc f fa(t)dt et f fn(t)dt sont convergentes et donc ’[ est convergente.

2)b) Pour t > 1, 0 < f,(t) < 7 donc en intégrant entre t =1 et A > 1:

A
1 A _ 1 1 1
6ff dt<f = lmrye=h = 73 — T 7

—_

A—~o00

+oo
On en déduit par passage a la limite que : 0 < [ f,()dt < -5 — 0
0 n—-+00

Donc, par encadrements : hI}_l [ fa(®)dt =0
n—-+0oo 0

2)c) et — fult) =et — 164;; =e ' donc e — f,(t) > 0

et _ falt) < B*t% =e " <thrcare <1

On abien: |Vt >0, 0<e™— f,(t) <t"

1
2)d) Si on intégre entre 0 et 1 'inégalité ci-dessus on a : 0 < [e~'dt — f fa(t)dt < ft"dt

0
1

Donc 0 < (1 —12) — [ f,(¢)dt < = — 0 donc, par encadrement : lim ffn =1-1

— ntl n—+o0o n—+00

+oo 1
Comme [ fo()dt = [ f.(t)dt + f fn(t)dt, avec la limite précédente et celle du b) on a :
0

+oo
lim [ fu(t)dt=1-1

n—+400 0




3)a) @ Si0 <t <1lalors lim ¢"=0et donc lim f,(t)=e"

n—-+oo n—-+00
. o o e~ 1 o L . _ L
e Sit=1alors f,(l) = &5 = 5 et donc nEToo In(t) = 5
e Sit>1alors fu(t) ~ S et nl_lgloot = 400 donc nl_l)I}_loo fa(t) =0

elsi0<t<l1
Bilan : | lim f,(t) =4 =sit=1
n—+00 €
Osit>1

3)b)
h n’est clairement pas continue en ¢t = 1, donc | h n’est pas continue sur R™.

3)c) 7mh(t)dt = flh(t)dt = fle—tdt =1-1

—+00

+oo
On a donc bien : | [ lim f,(6)dt = lim [ f,(t)dt
0

0 n—-+o00 n—-+oo

4°)a) g, est continue par morceaux sur R*. J, ne pose probléme que en 400
« . n—1
Au voisinage de +00 : hy, (1) ~ M5 = B
Commen € N*, n+1> 2> 1donct+— t”% est intégrable sur [1, 400, et donc, par équivalent ¢ — g, ()
est intégrable sur [1, +o00l.

Comme, il n’y a pas de probléme sur [0, 1], g, est intégrable sur RT et ’ J,, est convergente. ‘

4°)b) On effectue dans J, le changement de variable C! bijectif u = ¢". du = nt"~ .
+o0
Comme J, est convergente on a : J, = [ 2% = [Arctan(u)]§>® =2
0

14u2 2

On adonc: |\Vne N, J, =7

4°)c) @ Si0 <t < 1lalors lim ¢" =0etdonc lim g,(t) =0

n—-+o0o n—-+o0o

e Sit=1alors g,(t) = 1 et donc lilil gn(t) =1
n—-+0o0
e Sit > 1alors g,(t) ~ 737 et donc lirf gn(t) =0
n—-+00

0si0<t<1
Bilan : | lim g,(t) =< 1sit=1
n——+00
Osit>1

d) A cause de sa valeur en 1 : | H n’est pas continue sur Rt

+o0o
e) Vu la définition de H : [ H(t)dt = 0 et comme 0 # 5 avec le 4°)b) on a :
0

+00 +oo
Of Jim ga(t)dt # lim { gn(t)dt




PROBLEME

f injectif = ker(f) ={0g}
f surjectif = Im(f) =F
Comme E = {0g} @ E, alors [si f est bijectif la valeur p = 1 vérifie (1)

1°) Comme f est bijectif alors : {

4o — 5z =10
. v 0 TTYHoz 6xr+6z=0 z=—-x
2Ya) Aly | =10l e -2r—y—2=0 &
5 0 —2r—y—2=0 Yy=—x
—4r+y—52=0
1
On a alors ker(A) = Vect(| —1])
—1

Comme A est la matrice de f, en passant par les coordonnées : |ker(f) = Vect(e; — ey — €3)

Par le théoréme du rang, dim(Im(A)) = dim(Im(f)) = 2, les 2 premiéres colonnes de A forment

clairement une famille libre, donc, en revenant a f : | Im(f) = Vect(4de; — 2ey — des, —e; — ea + €3)

Calculons le déterminant de C, la famille obtenue en concaténant la base de ker(f) et celle de Im(f),
relativement a B.

1 4 -1
Alors detg(C) = |—1 —2 —1|. On remarque que L; = —L3 donc detp(C) = 0.
-1 —4 1

La somme ker(f) + Im(f) n’est donc pas directe, car sinon C' serait une base adaptée a cette somme
directe, or C' n’est pas une base (sinon detg(C') # 0)
’Le choix p = 1 ne convient pas.‘

-2 2 -4
2°) b) On calcule A? = | -2 2 —4
2 =2 4

On remarque que C; = —Cy et U3 = —2C5, donc %Cg est une base de Im(A).

En revenant a f on en déduit : Im(f?) = Vect(e; + ey — e3)

On a aussi C; + Cy = (0) et 2Cy + C3 = (0) donc ker(f?) = Vect(e; + eq,2e5 + €3).

On a donc : | (e + €9, 2e5 + €3) est une base de ker(f?) et (e; + ez — e3) est une base de Im/(f?)

2°) ¢) Comme au 2°) a) on calcule le déterminant de la concaténation des bases de ker(f?) et Im(f?)
relativement a B.

1 0 1
Ce déterminant vaut : |1 2 1 | = —2 # 0 donc, ceci prouve que | E = ker(f?) @ Im(f?)
01 —1
’Le choix p = 2 convient.
x 0 —y=0 x m 1
-0 —0
3°)a) A yl- |V M =Y sV == 0 +t0
z 0 r—mz—1=0 r=mz+t z 1 0
/ 0 Y =0 ' 0 1

On en déduit ker(f) = Vect(me; + e3, €1 + e4), comme on a deux vecteurs formant une famille libre,

on a :|(mey + e, e + €4) qui est une base de ker(f)




Par le théoréme du rang : dim(Im(f)) = 4 — dim(ker(f)) = 4 — 2 = 2, de plus les deux premiére

colonnes de A ne sont clairement pas liées, donc | (e3, —e; + mey + e4) qui est une base de Im(f)

Comme au 2°) on calcule le déterminant relativement a la base canonique de la concaténation des
bases de Ker(f) et Im(f) :

m 1 0 —1
00 0 m 1 —1
=10 0 m|=-m2£0em#0
1 01 0 001 1
0 1 0 1

’Le choix p = 1 convient pour m # 0 mais ne convient pas pour m =0

3°)b) Cas1:m#0
Le 3°)a) permet de conclure que p = 1.

Cas2:m =0
Il faut voir si p = 2 convient puisque p = 1 ne convient pas.
0 -1 0 0 0 0 0O
10 0 0 O 5 (0 0 00
Alors Ay = L 0 0 -1 et Aj = 0 -2 0 0
0O 1 0 O 0 0 0O

On en déduit Im(f?) = Vect(es) et ker(f) = Vect(ey, €3, €4).
On a alors : ker(f?) N Im(f?) = Vect(es) # {0g}.
La somme ker(f?) 4+ Im(f?) n’est pas directe et donc p = 2 ne convient pas.

Essayons p = 3.
Comme A3 = (0) alors ker(f3) = E et Im(f3) = {Og} et on a bien E = ker(f3) ® Im(f?)

Le plus petit entier p vérifiant (1) est donc p = 3 pour m = 0 et p = 1 pour m # 0.

4°) a) Soit z € E.
z € ker(f*) = f*(z) =0g = f*(z) = f(0g) = 0g = x € ker(f*!) (f(0g) = 0g car f € L(E))
velm(fff'y=3ecE, x=ft(y)=3I2€ FE, r=f"2) en posant z = f(y)

Donc z € Im(f**) = x € Im(f*)

On a donc bien : |Vk € N, Ker(f*) c Ker(f*) et Im(f*™) C Im(f*)

4°) b) Ker(f*) c Ker(f*1) = dim(Ker(f*)) < dim(Ker(f*1)) = a, < apys

La suite (ax)ren est bien croissante.

4°) ¢) ag = dim(ker(f°)) = dim(ker(Idg)) = dim({0g}) = 0, a; = dim(ker(f)) > 1 puisque
ker(f) # {0g} vu que f n’est pas bijectif.
On a donc ag = 0 < ay, donc ag # a; et donc 0 & .
Comme ker(f*) C E alors a;, < n et donc la suite (a;) est majorée, comme elle est de plus croissante,
alors elle converge, et comme elle est a valeurs dans N alors elle constante a partir d’'un certaint et rang
et donc a1 = a a partir d’une certaint rang. On a bien I # ()

’Ona]nonvideetO%[‘




4°) d) I est une partie non vide de N minorée par 1, on peut donc poser p = Min(I) (en fait I est
de la forme [[p; +oc[) et on a bien p > 1 puisque 0 ¢ I.

Comme p € I alors a,y1 = a, donc dim(ker(f?)) = dim(ker(fP*)) et comme ker(f?) C ker(fP+h)
on a ker(f?) = ker(frt1)
Si k € [[0; p—1], alors par définition de p : ay < apy 1 < dim(ker(f*)) < dim(ker(f**1)) et donc, comme
on a l'inclusion du 4°) a) ker(f*) # ker(f*1)

Vk e [0;p— 1], Ker(f*) # Ker(f*')
Ker(f?) = Ker(f"*!)

On a donc dp > 1 tel que {

4°) e) Soit k > p. On a avec le a) : ker(fP) C ker(fP™') C --- C ker(f*) donc ker(f?) C ker(f*)
De plus dim(ker(f?)) = a, = ar = dim(ker(f")) puisque la suite (aj) est constante a partir du rang p.

ker(fP) C ker(f*)
dim(ker(f?)) = dim(ker(f*))

On a bien : |Vk € N | k > p = ker(fP) = ker(f¥)

On a alors et donc ker(fP) = ker(f*)

4°) f) Soit z € E
x € ker(fP)NIm(fP) = fP(x) =0petJye E, v = fP(y)
Alors fP(z) = 0 = fP(fP(y)) = 0p = f*(y) = 0p = y € ker(f*)
Mais, avec le e), on a : ker(f?P) = ker(f?) et donc y € ker(fP), soit fP(y) =z = Og
On en déduit ker(f?) N Im(fP) = {0g}, la somme ker(fP) + Im(f?) est donc directe.
Alors dim(ker(f?) + Im(f?)) = dim(ker(f?) ® Im(f?)) = dim(ker(f?)) + dim(Im(f?)) = dim(F) =n
par le théoréme du rang.
Comme ker(f?) + Im(f?) C E alors ker(f?) + Im(f?) = E. On en déduit : | E = ker(f?) @ Im(fP)

5°) a) Par deéfinition de p, on a : ap < a1 < -+ < a < -+ < a,—1 < ap, la suite est strictement,
croissante jusqu’a a, et donc a; = k pour k < p.
Dans le cas de ce 5°)a), comme p = n on en déduit a,, = n et donc ker(f") = E et donc f = Orp)
On a de plus forcément a,, = k pour k < n et donc a; = 1 et dim(ker(f)) =1

Sip=mn, f" est Plendomorphisme nul et dim(ker(f)) =1

T 0 r—2z=0
Vb)) Myl =0l -12-2y+32=0 Sar=y==z
o 0 —y+2=0
Alors ker(f) = vect(e1) avec € = e; + e3 + e3
T 1 r—z=1 r=z+1
Mlyl=1|1]®{—2—-2y+32=1 &S Jy=2z-1 @{x:zﬁ—l
z 1 —yt+z=1 —2—1-2242+32=1 y=2-1
En posant €5 = e; — e5 (choix de z = 0) alors f(eq) = &1
T 1 r—z=1 r=z+1
Mlyl=|-1|l&{—2-2y+32=—-1 S {y==z {x:z—f—l
< 0 —y+2=0 —2—1—-22+3z=-1 v==



En posant €3 = e; (choix de z = 0) alors f(e3) = &2

Posons B’ = (g1, €9,€3).

1 1 1
detg(B') = |1 —1 0/ =1%#0 et donc B’ est une base.
1 0 O
g=e1+ e+ e3 f(e1) =0g
En posant ¢ g9 = €1 — e alors B’ = (e1,¢€9,¢3) est une base et < f(gq9) =&,
€3 = €1 fes) = e

Les relations ci-dessus donnent directement | Mp/ (f) =

o O O
OO =
O = O

On a alors e; € Im(f) N ker(f) donc ker(f) N Im(f) # {0g} et donc p # 1

0 01
On calcule Mg (f*)= (0 0 0
000

Donc Im(f?) = vect(ey) et ker(f?) = vect(ey, e3). Comme ker(f?) N Im(f?) = vect(e;) # {0g} alors

p#2
On calcule Mp:(f3) = (0) et donc il est directe que Im(f?) = {0g} et ker(f3) = E, on a .

6°) a) Pour k € [0;p— 1] on a :
ker(f*) C ker(f*) et dim(ker(f*)) = aj, < arr1 = dim(ker(f*1)) (par définition de p).

On peut compléter une base (hy, ..., h,,) de ker(f*)en (hy,..., hay, ..., ha,,,) une base de ker(f*+1).

) YAk
Fy, = Vect(hayt1; - - -5 Pa,,,) est alors un supplémentaire de dimension a1 — a > 0 de ker(f*) dans
ker(fr+h).

Pour k € [0;p — 1], le sous-espace ker(f*) admet donc

dans ker(f*1) un supplémentaire qui n’est pas réduit a {0z}

6°) b) A partir du a) on construit :
ker(f?) = ker(f) ® Fy
ker(f3) = ker(f*) @ Fy = ker(f)® Fo @ F}
ker(f*) = ker(f3) @ Fs =ker(f)® F3® F, ® Fy
Puis par itération, comme on a supposé ker(f?P) = F :
E=kFker(fP)=ker(f)oF,®F, - - @0 o R

On construit B” = (¢}, ...,e),) une base adaptée a cette somme directe.
Si e, € ker(f) on a f(e}) =0g,

Sie} € Iy, avec 1 < k < palors f(e}) € Fi41 et si e € F, alors f(e]) € ker(f)



La matrice de f dans la base B” est donc de la forme (par blocs de 0 et de termes éventuellement

’On a donc 'existence d’une base dans laquelle la matrice de f est triangulaire stricte.

0 =* ... =x
non nuls) : 0
: ‘. ‘. k
0O ... 0 O
0 -1 0 O
. [0 0 0 O
6°) ¢) On rappelle que Ay = L 0 0 -1
0O 1 0 O
f(e1) = &3 f(e3) =0p
On a donc J(e2) = =21 424 & J(ea) = =
f(e3) = 0g fle1) = €3
f(es) = —&3 flea) = —e1 + &4

Si on prend la base B, = (€3, £4, €1, €2) alors la matrice de f relativement & B, est donc

o O OO

o O O

o O O



