PSI* 2024-2025
Mathématiques : Correction du devoir a la maison n°3

EXERCICE 1 : Intégrale de Gauss

1°) t — =" est continue sur [0, 400, donc G ne pose probléme qu’en +oo.
Or, par comparaison exp-puissance on a e~ = =o(3% L) au voisinage de +oo.
+00
Comme [ t%dt est convergente, alors par négligeabilité ¢ — e~
1

et donc ’G est convergente‘

¥ est intégrable sur [0, +o0]

2°) a) Posons Vz €] — 1;+00] , a(zr) =2 — In(l + ),

alors a est C™ sur | — 1;+oo et Vo €] — 1;400[ , d'(z) =1 - 5 = 7%
x -1 0 +0o
a'(z) - 0 +
On a donc : et on en déduit Vo €] — 1;+00[ , a(z) >0
a(z) | /
0

On a donc |Vz €] — 1; 400 , x) <z
2°) b) Vn € N* | Vt € [0, \/_] , T = th > 1 et on peut donc appliquer le 2°) a). On obtient :
In(1+ L) <=2 = nin(1 - £) < > = (1 — L) < exp(—t?) par croissance de exp
On a donc Vn eN*, Vte[0,v/n], (1—L) <exp(—t?)
2°) ¢) On applique encore le a) avec x = g > —1. On obtient :
n(1+8) <L =nn(l+2)<t?= (1+5)" <exp(t?) = exp(—t?) < (1+ L)
On a donc |Vn € N* | Vi € [0,/n] , exp(—t?) < (1 + %)*“

In(1 +

3)a)t— (1+ %)_" est continue sur [0, +00[ donc v, pose probléme en +oo
+oo
Mais (1 + %)7" ~ (%)’” ~ > 0et { o=dt est une intégrale de Riemann convergente puisque 2n > 1

est bien convergente. ‘

3°) b) En intégrant entre 0 et \/n I'inégalité du 2°) b) on obtient directement : "v’n e N* | u, < In‘

vn
3°) ¢) On obient Vn € N* | I,, < [(1+ %)_"dt en intégrant entre 0 et \/n I'inégalité du 2°) c)
0

2 \/ﬁ 2 00 2
Comme 0 < (1+5) ™™ alors: [(1+5)™dt < [ (1+%)""dt et donc "v’n eN* I,< vn‘
0 0
\/ﬁ 2
4°) a) On effectue dans u, = [ (1 — £)"dt le changement de variable C" bijectif :
0

t = /nsin(z) & x = arcsin(\/iﬁ) (on a bien \/Lﬁ €[0;1]). On a : dt = \/_cos( Ydx

(cos?(z))"(y/ncos(x) \/_fcoszn+1 Ydz = \/Nwan 41

s
2

U, = [(1 = sin?(z))"(v/ncos(x)dr) =

0
Donc |Vn € N* | u, = \/nwa,,1

C’ksw\ﬂ




+o00
4°) b) On effectue dans v, = [ (1+ %)_”dt le changement de variable C'' bijectif,
0

t = /ntan(x) & x = arctcm( =) . Ona:dt=

Uy = Jrfoo(l + tcm2(3:))_”(

cos?(x)
0

dzx.

cosQ(x
+oo

400
f <cos%(a:))_n cos;éac) dr = \/ﬁ f cos®?dx = \/ﬁw2n72
0 0

dx)

Donc |Vn € N* | v, = /nwa,_»

5°) On regroupe les résultats de 3°)c) , 4°)a) et 4°)b) et on obtient : \/nwa,i1 < I, < y/nwsy,_o
Mais \/ﬁanH ~ \/ﬁ m \/_ — % et \/ﬁan_Q ~ \/_ /2(271 % \/_ —s s VT

n—-+00 n——+0oo 2
Par encadrement, on en déduit I, —

VAl
n——+0oo 2
Or, comme G est convergente, on a — G
n—-+4o0o

+oo
On en déduit donc : |G = [ e~ dt = \g
0

6°) @ Pour n € N | t s 2"t est continue sur [0, +oof, il n y a probléme qu’en +o0o pour H,
Mais, au voisinage de 400 : {2~ = o( ), donc comme t > t4 est intégrable sur [1, +oo[ alors, par négli-
geabilité, t — t*"e~"" est intégrable sur [1, +oo| et finalement H, est bien convergente

. . . . . . . 2n+1
e On effectue dans H,, une intégration par partie, licite car lim t——e=" =0
t—4o0 2ntl

2n+1 2 + 2n+1 2 oo 2
. " —t“1+o0 __ ten _ —t 2 2n+2 ,—t
Ona: H, =[5 3¢ "] J o (—2te™)dt = 55 “0[ tn e dt

On en déduit : Vn € N, H, 1 = 252 H,

e Donc Hn _ 2n2_1 Hn L= 2n2_1 znz_an_ _ (2n71)(2n7?2))n(2n75)...3><1HO
Mais Hy = G = \/TE et (QTL _ 1)(271 _ 3)(2n _ 5) 3Ix1= (2n)(2n—1)(2n—2)(2n—3)...4x3x2x1

_ (2n)!
(2n)(2n—2)...4x2 2nn!
_ JRen)
Donc Hn = oxdrnl
Mais d’aprés le TD sur Wallis : 4,(?(”); T =woy ~ JE = %
_ Vm@en)! o nl
donc H,, = 354 ~ Sm
. ~
On a donc : | H, W B
EXERCICE 2
a+b b+c cH+a
A=+ V¥’ +c A+ad? On effectue C; «+— C; — Cy — Cs
a®+b B+ P tadd
—2c b+4+c c+a c b+c cHa
Oy +— Cy—C
A=1-22 ¥+ 2+a?|l=-2|2 ¥+ A+ad? On eﬂ"ectue{ ° ° !
-2¢3 B3+ A +ad S B+ S+ad Gy« G = Ch
c b a 1 1 1
A=-2|c* v a*|=—2abc|c b a| (on afactorisé C; par ¢, Cy par b et Cs par a)
A b oad 2 b a®

On reconnait alors un déterminant de Vandermonde et on a donc

A = —2abe(b—¢)(a —c)(a —b)




EXERCICE 3

1°) u # Or(g) donc Im(u) # {0g} donc dim(Im(u
u? = 0pp) = det(u?) = 0= det(u)? = 0 = det(u) =
Donc rg( ) < 3 ou encore rg(u) < 2

)) > 1 et donc rg(u) > 1
0 donc u ¢ GL(E)

On a donc bien |rg(u) € {1;2}

2°) Soit y € Im(u).
Alors 3z € E, y = u(x), en composant par u : u(y) = u*(z) = Og car u* = Or(g) et donc y € ker(u)

On a donc : Vy € Im(u) , y € Ker(u) et donc | Im(u) C Ker(u)

3°) D’aprés le théoréme du rang : dim(Ker(u)) + rg(u) = dim(FE) = 3.
Mais, d’apres 2°) : rg(u) < dim(Ker(u)), qui donne : 2rg(u) < dim(Ker(u)) + rg(u) = 3 donc rg(u) < 3.
Comme avec le 1°) rg(u) € {1,2} alors on en déduit : [rg(u) =

4°) rg(u) = 1, on peut done considérer (e1) une base de Im(u).
Im(u) C Ker(u) et Ker(u) est de dimension 2 par le théoréme du rang, donc, on peut compléter (e;) en
(e1,e2) une base de Ker(u).
On compléte maintenant (e, e2) en B’ = (e, g, €}) une base de E.
e; € Ker(u) donc u(ey) = 0g, de méme ey € Ker(u) donc u(ez) = 0g
u(ey) € Im(u) = Vect(e;) donc Ja € C , u(el) = aer. On a a # 0 car sinon u = Oz (p)
On pose alors e3 = % et on a u(es) = Lu(es) = ey

Comme B = (ey, e, e3) reste une base on a alors bien : | Mp(u) =

oS O O
o OO
o O =

EXERCICE n°4 : Erreur d’interpolation de Lagrange

1°) Si il existe i tel que z = z; alors : f(z) — P,(x) = f(x;) — Po(x;) = f(x;) — f(x;) = 0 par définition de
P,.

D’autre part, [[(x — z;) = 0 puisqu’il y a un terme non nul, on a alors :
i=0
i,

VE€ € la, b, f(x)— P(z) = (n+1)£!) ﬁo(x — ;) puisque 0 = 0.

’Le cas ou il existe 7 tel que x = x; est donc traité de maniére directe.‘

2°) a) Pour j € [0;n] , g(x;) = f(z;) — Pu(z;) — A ﬁ(xj — ;) = f(x;) — f(z;) — 0 =0 par définition de

i=0
P,.|g s’annule donc aux n + 1 points distincts (x;)o<j<n




2°) b) On va multiroller la fonction g.
e On sait que o < 11 < -+ < Tp_q < T, €t que g(x;) = 0 pour tout j € [0;n]

On sait anssi que g(z) = f(x) ~ Py(a) = AT (r = 2) = f(2) = Pule) = (@) = P(x)) =0

On a donc n + 2 zéros distincts de g sur [a, b] (x vient s’intercaler entre les x;).
On classe ces zéros sous la forme x < 2} < --- < a), <),

eAlors, Vj € [0;n] : g est continue sur [2%; 2% ,,], dérivable sur |2%; 2%, [, g(z
le théoréme de Rolle on a : 3z €]zj; 244, ¢ (215) =0

) =g(x},,) =0, et donc par

e Sin =1 on s’arréte, sinon on a : x19 < 171 < --- < 21, telle que ¢'(z1;) = 0 pour j € [0;n]
Alors, Vj € [0;n — 1] : ¢’ est continue sur [z j; 21 j41], dérivable sur |z1 j; 21 j11], ¢'(z1,) = ¢'(z1,41) =0, et
donc par le théoréme de Rolle on a : Ixs; €|xy ;21 j41[ ¢" (225) =0

eSi n = 2 on s’arréte, sinon on a : Tag < Tog < - -+ < Ty, telle que ¢'(z2;) =0 pour j € [0;n — 1]
Alors, Vj € [0;n —] : g” est continue sur [z ;22 j11], dérivable sur |zg ;2 41|, ¢"(22,;) = ¢'(z2,4+1), et donc
par le théoréme de Rolle on a : 33 ; €]z ;22 j41] g® (9;) =0

Sin = 3 on s’arréte, sinon ...

Par itération, obtient & = ,,4 0 tel que g™+ (&) =0

Mais P, est de degré au plus n, donc sa dérivée n + 1 iéme est nulle.
n

De plus [](t — x;) est de degré n + 1, donc pour obtenir sa dérivée n + 1 iéme, il suffit de dériver son terme
i=0

de degré n + 1, qui est ici " dont la dérivée n + 1 iéme est (n + 1)!

Alors : gV (t) = f () — 0 — A(n + 1)! et évalué en t = ¢ on obtient :

g(TH*l)(S) =0 = f(n+1)(€) —0—= A(n + 1>‘ N A f(n+1)( )

(n+1)!
Mais A = L&)=Pe(@)
Al;lo(l‘ ;)
done L@=Pa@) _ f"D©) f(z) = Py(z) = 1) ﬁ(x — x;) et on a le résultat voulu
ﬁ(x—xb) (n+1)! n (n+1)! 0 7 .

=0
3°) En compilant le a) et le b) on a, puisque tout les cas ont été traités :

Vo € [a,b] , 3¢ € [a,b] , f(z)— P(x) = [ Q) ﬁo(x — 1)

(n+1)!

4°) a) f est supposée de classe C"*! sur [a, b] donc f"*1) est continue sur [a,b] qui est un segment fermée

borné, donc par le théoréme des bornes atteintes, on peut justifier |'existence de M = sup }f(”“)(t)’
te(a,b]

° (n+1
4 ) b) f(ZE) - Pn<x) - f(n+1§) H(:E - xz)
ENSCIRS
= [f(@) = Pu(o)l < oy L e — il
On utilise alors le a) et le fait que (z,2;) € [a,b]? = |z — x| < (b—a)

. M (b—a)t1
On obtient : |[f(z) — Pu(2)] < | (n+1)! |




