PST* 2024-2025

Pour le jeudi 21 novembre 2024

Devoir & la maison n°5 de Mathématiques

noir plutot facile ou important, a faire par tous
Code couleur - bleu wun peu.plu's dur, ((:.)u (:ompllément)
rouge assez difficile (ou si on a fait le reste)

On soignera particuliérement la rédaction sur les parties en noires.

EXERCICE

1°) Déterminer la nature de la série de terme général : u,, = —=—

2°) Déterminer la nature de la série de terme général : u,, = S::f}%)
3°) Déterminer la nature de la série de terme général : u,, = SZ;(: )

4°) Déterminer la nature de la série de terme général : u, = sin(in(1 + 1)) — /ﬁ

BECEAS 2023 : Une inégalité entre sommes de séries

On note & Pensemble des suites réelles (indexées par N*) a termes strictement positifs telles que la
série > a, converge. On pose, pour tout élément (a,),en+ de & et pour tout entier n non nul,

L’objet de lexercice est de prouver la convergence de la série > h, et de comparer sa somme a celle de
la série > ay,.

1. Un premier exemple

1
On pose, dans cette question, pour tout entier naturel n non nul, a, = ———.
n(n+1)
+oo
(a) Montrer que la série Y a, converge et déterminer la somme Z -
n=1

(b) i. Calculer, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de h,,.
+oo
ii. Etablir la convergence de la série Y h, et déterminer la somme Z h,.

n=1



2. Un second exemple

Soit q un réel de |0, 1[. On pose, pour tout entier naturel n non nul, a, = ¢" .

+o0
(a) Indiquer la valeur de la somme Z a, et pour tout entier naturel n non nul, la valeur de h,,.

n=1
400 1
(b) Etablir la convergence de la série > h, et prouver la majoration : Z hy < =
n=1
3. Soit n un entier non nul et soit (z1,x2,...,2,) et (Y1, Y2, ..., ys) deux n-uplets de nombres réels.
n 2 2 n n
(a) Prouver I'égalité : (Z x; yi> + Z (:(:Z Yj — T yi) = (Z xf) (Z yf)
i=1 1<i<j<n i=1 i=1
(b) En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz : ’ Z iy < fo ny
= i=1 i=1
+o0o
4. Prouver, pour tout entier naturel k£ non nul, 'inégalité : Z - < — !
' ’ ’ Lapn+1)? 2k
1 X1

On s’intéressera ¢ la monotonie de la suite de terme général up, = — — _—
g P k2 — n(n+1)?

5. Soit (ap)nen+ un élément de &.

(a) Prouver, pour tout entier naturel n non nul, 'inégalité :

(52) < (X wa) (X 3)

(b) En déduire, pour tout entier naturel p non nul, I'inégalité :

P p
hy < 4 ( 2 )
2 IS4 e Z L
(c) Prouver, pour tout entier naturel p non nul, I'inégalité : Z h, <2 Z a.
n=1
+o0o
(d) En déduire la convergence de la série Y h,, et I'inégalité : Z hn, <2 Z Ay,
n=1 =

6. Soit C' un réel strictement positif tel que, pour tout élément (a,)nen+ de &, on a
+o0 +oo
S h<Ya
n=1 n=1

On va montrer que C' est au moins égal a 2.

. 1 . .
On pose, pour tout entier naturel n non nul, a,, = — ou « est un réel strictement supérieur
n

71_2

a 1 et on rappelle qu'on dispose de ’égalité : E =G
n
n=1



“+oo “+oo 1 2

n T
a) Prouver l'inégalité : —_— > —_———
(a) Prouver Iinég ; (n+1)o = Zpa ~ G
(b) Prouver, pour tout entier naturel n non nul, U'inégalité : h, > (a + 1)@
$oo
) P r 'égalité @ lin — =
(c) Prouver I’égalité : lim Z = T

(d) Conclure que C' > 2.

7. On suppose qu’il existe un réel K > 0 tel que, pour toute suite (a,)nen+ & termes réels strictement

+00 400
positifs dont la série ) a,, converge, on a g a, <K E B

(a) Justifier I'inégalité : K > 1.
On pourra utiliser le résultat de la question 2.
(b) Soit N € N*. On pose gy = 1 et, pour tout entier naturel n non nul,

4
o sidpe[l,N] n=p?
gn = et Ay — Mﬂ—l
1 ) (gn-1)
on sinon.

i. Calculer a, pour n > N? + 1 et en déduire la convergence de la série > a,,.

“+oo +00
ii. Prouver les inégalités : Zgn <4 et Z a, = 2N.
n=1 n=1
n
(c) Etablir I'égalité : (g,)" = Hak.
k=1
(d) Prouver, pour tout entier naturel n non nul, 'inégalité h, < g, et en déduire qu’un tel réel
K n’existe pas.



EPITA 2023

1

Soit I un intervalle de R et n € N :

— C"(I) désigne l'ensemble des fonctions de classe C™ sur [ et & valeurs dans R;

— C™P™(]) désigne I'ensemble des fonctions de classe C™ par morceaux sur / et & valeurs dans R ;
— (3. I'ensemble des fonctions de classe C" sur R, 27-périodiques et a valeurs dans R ;

— C”’p " I’ensemble des fonctions de classe C" par morceaux sur R, 2m-périodiques et a valeurs dans
R;

— pour toute fonction f € CyP™

, on définit sa régularisée f par :

@)+ flz—h)

h—>0 2

VeeR, f(z) =

— on pourra dire qu’une fonction est normalisée lorsqu’elle sera confondue avec sa régularisée ;
— l'ensemble des fonctions normalisées de C5P™ sera noté CyP™.

Projection sur I’espace des polynémes trigonométriques

On considére Papplication (.,.) définie par (f, g) / f(t)g(t)dt pour f et g dans COP™(R).
Q1) Veérifier que (.,.) est un produit scalaire sur C3_

Q2) (.,.) est-il un produit scalaire sur C9”™ ? Justifier votre réponse.

Q3) Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur Cy?".

On munit Co™ du produit scalaire (., .).

On note |.||2 la norme associée a ce produit scalaire, définie par : V.f € CoP™ || fll2 = /{f, [)-
On définit pour tout n € N, les fonctions de Cy*™ suivantes : ¢, : t — cos(nt) et s, : t — sin(nt).
On pose F,, = Vect (¢, C1,...,Cn,S1,---,8,) pour n € N.

Q4) Soit n € N, montrer que la famille (cg, ¢1, ..., ¢p, S1,- .., 8,) est orthogonale.

Q5) Déterminer la norme de ¢, pour n € N puis celle de s,, pour n € N*.

En déduire une base orthonormée de F;,, pour n € N.

F,.

Q6) Soit f € CoP™ et n € N, déterminer une expression de p,(f), la projection orthogonale de f sur

2 Coefficients et série de Fourier

Soit f de Co¥™, on définit (a,(f)),cy et (bn(f)),ex- les coefficients de Fourier de f par :

Vn € N, a,(f / f(t) cos(nt)d

Vn € N* b / f(t) sin(nt)d



On définit également S(f) la série de Fourier de f par :

Ve e R, S(f)(x +Z ai(f) cos(kz) + by (f) sin(kz))

et S, (f) la fonction définie par : Vo € R, S,,(f)(z) = % + >, (ax(f) cos(kz) + by(f) sin(kz)) pour
tout entier n € N.

Q7) Soit f € Cy¥™, montrer que :
— si f est impaire alors Vn € N, a,(f) =0;
— si f est paire alors Vn € N*, b, (f) = 0.

b
Q8) Soit f € C*([a,b]) et = un réel strictement positif. Montrer que lim / f(t)e™ dt = 0.

T—-+00

Que peut-on en déduire concernant (a,(f)),cn €t (bn(f)),cny Pour une fonction f € Cy, 7

3 Intégrale de Dirichlet

2 sin((2n + 1)t 2 sin((2n + 1)t
On définit les intégrales suivantes : Vn € N, [,, = /2 wdt et J, = /2 w dt.
0

B sin(t) t
Q9) Montrer que (I,,),. est constante et que ZZT I, = 72T
n—-+0oo
t - Sl t . 1 m s .
Q10) Montrer que t ; est prolongeable en une fonction de C ([O, ﬂ) et préciser le pro-
sin
longement.
™
11) Détermi li I, — J,). En dédui lim J, = —
Q11) Déterminer n—Z>Too( ). En déduire que Jam 5

»+00 00
t int
Q12) En déduire que / % dt converge puis que / % dt
0 0

4 Théoréme de Dirichlet

On fixe dans cette partie z € R et f € C;".

Q13) Soit w un réel qui n’est pas un multiple de 2. Montrer que :

z": cos (k) = sin ((n+ 3) u)

— 2sin (%)

Vn € N*,

N)I»—t

Q14) Montrer que Vn € N, S,,(f)(x) = %/_ﬂ sin <(;sj;1§(ﬁ)_ u)) f(u) du.

Q15) En déduire que

Vn e N, S, (f)(z) = /



Vu €]0, 7], h(u) = .1 (f(x LR (Gl f(x))

sin 5
Montrer que h est prolongeable en une fonction continue par morceaux sur [0, 7.
On pourra noter f (z7) = lim f(t) et f(x7) = lim f(t).
t—at t—ax~

On admet, pour la question (Q18) uniquement, le lemme de Riemann-Lebesgue :

Ve Co™(la, b)), lim / f(t)e™ dt =0

:I:—)—i—oo

Q18) Montrer que Vn € N, S, (f)(z) — f(z) = 71T /0 h(u) sin <<n + ;) u) du,

puis que S(f)(z) = f(z).



