PST* 2023-2024, Mathématiques DS n°3 : Correction

Question de cours : Voir cours.

’Exercice proche du cours n°1 ‘

1°) Au voisinage de z =0 :

sin(z) —In(l+ ) =z +o(a?) — (x — % + o(2?)) = & + o(z?)

On a donc : | Au voisinage de x = 0 : sin(x) — In(1 4+ x) = % + o(z?)

2°) Comme nl_l)gloo% = 0, on peut utiliser le 1°) pour obtenir : u, = 55 + 0(-5)

1
Done : 4 on "~ 22 7 0
> -5 est une série de Riemann convergente

On a donc, par équivalent pour les séries & termes positifs : | > u,, est convergente.

’Exercice proche du cours n°2 ‘

Soit X = (x,y) et Y = (2/,y) deux éléments de E et soit A € R. Alors :
i) N(X) = Mazx(|z|, |z + y|) > 0 est direct puisque l'on a le max de deux nombres positifs.

il) N(AX) = N((Az, ) = Maz(|Al, Az +p)]) = [M Maz(lal o + y]) = [A| N(X)

iii) N(X) =0
= Maz(|z], |z +y|) =
0<|z| <0 0<x<0 x=0 =0
= = = :>X:OR2
0<|z4+y| <0 0<z+y<0 r+y=0 y=0

iv)Ona X +Y =(+2,y+v), donc N(X+Y) = Max(|xz+2'|,|(z+2")+ (y+ V)|
Par l'inégalité triangulaire dans R : |z +2/| < |z| + |2/], mais |z| < N(X) et |2/| < N(Y) donc
|z +2'| < N(X)+ N(Y)

De méme : [(z +2') + (y +¢)| = [z +y) + (&' +¥)| < |z +y|+ [2' + | < N(X) + N(Y)

|z 4+ 2| < N(X) + N(Y)
[(z+2") + (y +¢)] < N(X) + N(Y)
Donc Maz(|x + '], |(x + 2') + (y + v/)]) < N(X) + N(Y) et donc N(X +Y) < N(X) + N(Y)

Donc

N(X)=>0
N(AX AN
On adonc : VX,Y € E, VA€ R | (AX) = A N (X) ce qui permet d’affirmer que
N(X)=0= X =0
N(X+Y)<N(X)+ N(Y)

N est une norme sur £ = R?




’Exercice proche du cours n°3

> u, est une série alternée

1°) On a de maniére directe : < (|tn])n>2 est une suite décroissante
lim |u,|=0
n—-+o0o

On peut appliquer le théoréme spécial et on en déduit que : | > u, est une série convergente.

2°) Au voisinage de +o00 :
1 —1)" —1)" —1)"
= i = A 1+i<1‘j%n = S-S o) = 5 = +o(p) = — 1 +o(3)

On pose Vn > 2, wn:vn—unetdoncwn:—%jto(%)N%l<()
Comme Y 1

= est une série de Riemann divergente, alors, par la régle de I'équivalent pour les séries de
termes de signe constant, on a : Y w, divergente.

Vp = Uy + Wy,

On a donc : ¢ > wu, est convergente , ce qui permet d’affirmer que
> w, est divergente

: [ > vy, est divergente.

Probléme 1 (d’aprés concours PT 2024)

On a bien : [ Lo(X) = —L(X — 1)(X — 2)(X — 3)

1) b) De méme L, = ( 2
De méme Ly(X) = 3321528 = X (X - 1)(X — 3)
De méme Ls(X) = 2= )

On a donc : [{ Ly(X) = X (X —1)(X - 3)

1) ¢) Soit (p, k) € [0; 3]*
Directement si k # p alors L,(k) = 0 et si k = p, alors : L,(p) =

e
7
??'1|W?
I
—_

i

Etaull
o

Al
]

0 sik
On a donc : |V(p, k) € [0;3]?, Ly(k) = S? 7P
1 sik=p

2) a) B =R3[X ]SthQRGEet)\ER
i) p(P+ Q. R) = Z(P()+AQ( )E(K) = ZP() ()+>\ZQ() (k) =

o(P.R) + Ap(Q, R)
-0
i) o(P,Q) = (Q P) par commutativité du prodult dans R

iii) (P, P) = E P(k)* > 0 comme somme de carrée.
k=0



iv) p(P, P) = 0= ZP( )2=0=Vke[0;3], P(k)=0

= P admet 4 racines Sur R = P = 0p car P admet 4 racines et que P est au plus de degré 3.

P(P+AQ, R) = o(P, R) + Ap(Q, R)
(P, Q) = (QP)

(P, P) >

¢(PP)—0:>P—0E

Onadonc:VP,Q,Re E, VAeER,

‘6

donc | ¢ est un produit scalaire sur R3[X]

2) b) Soit (p, k) € [0;3]?

Si p # k alors p(Ly, Ly) = ZL (i) Li(i)
Mais comme p # k alors i est dlfferent de k ou de p donc L,(i) = 0 ou Ly(i) = 0 et donc ¢(L,, L) =0

3
Sip=kalors: o(L,,L,) => Ly(i)>=1car L,(i) =0sip#iet L,(p)=1

1=0

0 ik
On a donc Y(p, k) € [0;3]%, w(L,, L) = S? iép
1 sik=p

B est donc une famille orthonormée de vecteurs non nuls, elle est donc libre. Comme de plus
card(B) = dim(R3[X]) alors ¢’est une base de R3[X].

On a donc : | B est une base orthonormée de R3[X] pour le produit scalaire ¢

3
2) ¢) Soit @ € E. On écrit : Q = >_ qrLy dans la base B.
£=0

Si on évalue en ¢ € [0;3] alors Q(i) = Z qxLi(7) = q; et donc

VQ e R3[X], Q = 23: Q(k)Ly. Les coordonnées de ) dans B sont (Q(0),Q(1),Q(2), Q(3))
k=0

3) On applique 'algorithme de Schmidt a la base canonique (1, X) de R;[X]

1
[

3
©(1,1) = > 1 =4, donc ||1|| =2 et donc Py = 5

Etape 1 : On pose : Py =

k=0
. _ X—<X,Py>F
Etape 2:0n pose P1 = m
< X,Py >= Z b 3340 3
k=0

DoncX—<X,P0>PO:X—3%:X—§
3
a2
I e NS R RS EE R

On a donc P, = X;%/Z

1 X—3/2)
27 /5

Une base orthonormée de R;[X] est (




M;

—
) On a M,(p,y,) et Ny(p,ap + b) donc N,M, = (0,y,
3
a bien :|d(a,b) = > (y, — ap — b)?

p=0

— (ap + b)) et donc d2 = (y, — ap — b)* et on

) a) @ € R3[X] a son graphe qui passe par les points My, My, My et Ms
& Q€ R[X] et Vi€ [0;3] , Qi) =y
3

< Q = y;L; d’aprés la question 2)c)
i=0

Donc

Il existe un unique polynome @ de R3[X] dont le graphe passe par les points (M;)ic[o;3]

Remarque : cf cours, polyndéme interpolateur de Lagrange.

6) b) Avec Texpression du 5) : 8(a,5) = 52 (Q(p) — H(p))2 = S2(Q — H)(p)? = ||Q — H]P

p=0

On a donc bien : |§(a,b) = ||Q — H||* avec H(X) = aX +b

6) c¢) En utilisant que ¢ + /t est croissante sur [0, +oo[ on remarque que
2
fdb(f\/ b)(f H)('f ~ HI| ) = (d(Q,Ry[X]))?
(albf)leRQ (a in a inf ||Q — HI| Héﬂg}l[x]”Q i (d(Q,Ry[X]))

€R? €R?
Or on sait d’aprés le théoréme de projection orthogonale qu’il existe un unique polynéme Hy € R;[X]

tel que d(Q, R,[X])) = ||Q — Holl

On en déduit lexistence d’un minimum pour J et que celui-ci est atteint en un unique polynéme Hy

Hy est le projeté orthogonal de @ sur R;[X]

7) a) Toujours par le théoréme de projection orthogonale, avec la base orthonormée (Fp, P;) de R;[X]
trouvée au 3°) on a : ’HO =< Q, P> FP+<Q,P > Pl‘

3 3 _
7)b) e <Q, Py >= <Q,—>——<Q,1>=§EOQ():%I;Oykzg
3 — —
° <QPi>= Y ylk—3) = £(XY -3Y)
k=0
- — x_3 - _ .
o H, %%%—\%(XY—%Y)(X\@? :§+%( Y—%Y)(X—%): (7Y =3XY)+(2XY-3Y)X

10

7Y —3XY)+(2XY —3Y) X
Donc | Hy = ( )J;E) )




’Probléme 2 : d’aprés concours national marocain tsi 2018

1°) f est continue sur |0, +o0[, donc 'intégrabilité de f ne pose probléme qu’aux bornes.

est intégrable sur ]0, 1] par Riemann (1/2<1), donc, par équivalent, f est inté-

EnoO:
1 1
grable sur |0, 1]

En 400 :
PouruZl,ona:Og\%gldoncogf(u)<e_“
Mais d’apreés le cours u — e~ est intégrable sur [1,+oo[, donc, par comparaison, f est intégrable sur

f est intégrable sur |0, +-o00[

[1, 400
f est intégrable sur |0, 1] et sur [1, +00|, donc

2°) Soit x > 0. Posons Vn € N* | A, = /ne™"* alors :
=nd2e~"* — () par comparaison exp-puissance puisque z > 0

An
,%2 n—-+00
On a donc A, = o & ).
n
Comme 7712 > 0 et que . # est une série de Riemanne convergente alors, par négligeabilité >~ A, est
convergente.
On a donc : Vo >0, > \/ne™™ est convergente.

3°) On va distinguer plusieurs cas :
Casl:2=0
Alors de maniére évidente | \”/—% = Y0 est convergente.

Cas2:x#0

On pose alors, B,, = =
. Bn+1 J,‘"+1\/ﬁ
Alors : ‘ B | = |ovmiT| o ||
x| < 1= ) B, convergente
La régle de D’alembert permet alors d’affirmer que : ] 2 Bn ] &
|z| > 1= > B, divergente
Si x =1 on a une somme de Riemmann divergente (> \/iﬁ) et si z = —1, on a une série convergente
(théoréme spécial).

“+o00
Bilan : | > > \/na™ est convergente si et seulement si z € [—1, 1]
4°) a) @ Quand z parcours |0, +oo[, z — e~ parcours |0, 1[C] — 1, 1[. Comme ¢ (x) = 11 (e™") et que

n=1

I'on a admit que v était C* sur | — 1, 1] alors :
¥ est C* sur son domaine |0, +00[ comme composée de fonctions C*




e On a alors, en admettant que 'on peut dériver sous le signe somme (admis) : Vo > 0,

¥(2) =~} (e ot comme ¥(x) = 5 4 ( n) z _/me™ = —y(z) alors :

n=1

V() =e" Jic Vvne ™ et donc (Vo > 0, ¢/(z) = e “p(x)
n=1

4°) b) On déduit du a) que p(z) = e*'(z) et donc, comme 1 est C* alors :
’go est C* comme produit de fonctions C‘X"

—+00

5°) a) Soit z > 0. On effectue dans l'intégrale [ = bijectif u = zt,
0

—+o00 —+o00 —u g 1 —+oo u
e e u 1 e
alorsof of H?_ﬁbf udu
xT

Avec le 1°) on sait que cette intégrale est convergente, car ¢ — \F est intégrable sur |0, +oo]

+oo

On a donc : e
| 7

+
5°) b) Soit & > 0 alors : ¢(x) = Z e

—xt t— 67”“ 1

%(L\/?) S —=2% <0 donc ¢ e:/;t est décroissante sur |0, +o00|
—(n+1)x —xt —nx
Alors :Vn >0, Vt€lnn+1[, 0< o= < £~ < £
*(’ﬂ+1)z n+1 —nx

On intégre sur Jn,n + 1], alors : “——=F < [ e:/;t dt < <

On somme la premiére inégalité pour n variant de 0 & +oo (on peut, car tout est convergent).
+oo n+1

Alors : Ze Wrm <> f e\_/;tdt

n=0 n

Too —nx oo —x
Changement d’indice dans la premiére somme et relation de Chasles : > EW < [ %dt
n=1 0
oo —xt
On a donc ¢(z) < [ =dt
0

Vit

On somme la seconde pour n variant de n = 1 & 400 (on peut, car tout est convergent).
+o0o0 n+1

Alors : Z f \;tdt < Z \}“

—+00

Par la relation de Chasles : [ 6:/? dt < (z)
1

. <, .,y ;o oo —axt oo —xt
En combinant les deux inégalités obtenues précédement : |Vz > 0 , lf — (x) < E[ “dt

5°) ¢) On effectue le changement de variable C' bijectif u = zt dans les intégrales de I'inégalité
ci-dessus (comme au 5°)a)).

+00
On obtient : |Vz > 0, f rdu <¢x)< [ f/;iudt
0




“+o0o +0o0

5 < <y Tz

—

5°) d) En multipliant le c) par \/Z on a: Vz >0,

5

+o0
Mais on sait (admis) que : [ %dt = /7 donc le membre de gauche et le membre de droite de
0

@) g

s
T

Iinégalité tendent vers \/LE\/TT = 1 quand  — 0" et donc, par encadrement hm+
z—0

On a donc : |¢(x) ~ z

z—07F z

6°) Avec le 5°) ¢) : 0 < 9(z) < f\ﬁ \/777 = 0
T—r+00

Donc par encadrement : | lim ¢ (x) =

T—r+00
n+1 n
™)) )~ = (5 )~ 2FT= (5 5) +2va

Par téléscopage :

Up+1 — Un

= g +2vn—2vn+1
Viﬁ—f?j%\/ﬁ(l—,/w%)
(14 2)712 4 2/n(1 — (14 )12

1=
(1——+o(%))+2\/_(1—(1+ + 23
:\/Lﬁ QTL;:%M_FO(”:}M))_T_"% 2+0(
_ -1

I
o s

On en déduit donc que : [u,11 — Uy,

Uptl — Un  ~ 55 <0
n=-+oo , donc, par régle de

7°) a) ii) On a : {

I'équivalent : | > (u,11 — uy,) est convergente.

> — est une série de Riemann convegente car 3/2 > 1

7°) a) iil) D’aprés le théoréme suite-série du cours : > (up41 — u,) convergente = (u,) convergente

donc 3y € R tel que u,, = v+ o(1), donc (Y \/LE) —2y/n =74 o0(1) ou encore \/LE =2yn+vy+o(1)
k=1 k=1

qui donne : Zi ~ 2y/n

7°) b) Avec le b) : ( i )e™™ ~ 2y/ne”™ >0

— Vk

Or on sait, avec I'étude de ¢ que Y y/ne™"* est convergente pour z > 0

+00 n
Dongc, par régle de Péquivalent ; Ve >0, > ( > \/Lg)e*m est convergente.

n=1 k=1

+o00 _I
7°) ¢) On sait que pour x > 0 : 21 e " = Zl(e_“")” = ;S = - car on a une série géométrique
n= n=

de raison e™* €] — 1,1]
Cette série est absolument convergente.

+OO —nx
On sait aussi que ¢ (z) = > <7 est absolument convergente.
n=1



Par produit de Cauchy de deux séries absolument convergente on a :

(§€_Hx> (f eﬂ:) = Jio ( zn: e\_/%”” e~ (n-h)z)

n=1 n=1 k=1
1 +o0o n Ry
Done = o(z) = Y (X 7 )
n=1 k=1
+00 n
Finalement : |Vz > 0, % => \/LE)G’”“
n=1 k=1

7°) d) On travaille au voisinage de 0"

™

e Avec le 5°) d) : ;/;c(f?[ ~ 1+x71i0(z) ~ :ﬁ%

e Avec la question 7°) a) :

—+00 n

1\, —nz
L (Z v
+o0o

=3 (2V2+y+o(1))e ™
n=1
+o0
=2p(x) + > mue ™ avec m, =y + o(1)
n=1
Mais m,, = v+ o(1), donc (m,,) est bornée, donc IM > 0 tel que :

Zmne—nx’ S Z Me™m® = M e _ M M

l—e—2 er—1 T
n=1 n=1
e N 1
On en déduit que : nz:% (12::1 \/—E)e = 2p(z) + O(3)
o Alors : ¢(z) = 2(153@1) +0(1)
Comme :’,(f)l ~ x‘@ alors 22”@5?_)1) = %% + 0(3531/2)
et donc () = 3% + o(=4) + O(1) = 2405 + o(=2y)
On en déduit : |p(z) ~ zz%

z—0t




|Probléme 3 : d’aprés CONCOURS ENGEES 2001 PC|

1°) Soit (f,g) € E2.
Alors, vt € T, |f(t)g(t)] < LO540 done : | £(t)g(t)] e < 3f(1)% " + Sg(t)%e "
On a:t— Sf(t)2e + 3g(t)? e‘t est intégrable sur I comme comblnalson linéaire de deux fonctions
intégrables puisque f € E et ge I
Alors, par la régle de comparaison ¢ — f(t)g(t)e™" est intégrable sur 1.

On a bien : |(f,g) € E*> =t — f(t)g(t)e”" est intégrable sur I.

2°) a) e Montrons que F est un sous espace vectoriel de C*(I,R)
E est non vide car la fonction nulle est clairement dans F.
Soit (f,g) € E* et A € R. Alors : (f + \g)? = f2+ \2¢> + 2\ fg
et donc Vt € I, (f+Ag)%(t)e " = f2(t)e " + N2 (t)e " + 2Mf(t)g(t)e™!

Comme f,g € E alors t — f2(t)e™" + \2g*(t)e " est intégrable sur I et, avec le 1°) t — f(t)g(t)e™"
est intégrable sur I.
= ((f + Ag)(t))*e™" est donc une combinaison linéaire de fonctions intégrables sur I et est donc inté-
grable sur I. On obtient alors : f +A\g €

E est donc non vide, stable par combinaison linéaire, ¢’est donc un sous espace vectoriel du R espace
vectoriel C*°(I,R). C’est donc un R espace vectoriel.

e On note que avec le 1°), 'intégrale définissant (|) est bien convergente.
Soit (f,g,h) € E3 et X\ € R. Alors :

i) (f,g+Ah) = f F()(g(t) + Ah(t))e tdt = f ft)gt)e tdt + N f FOR®) e dt = (f,g) + A(f, h)

par linéarité de 1’1ntegrale et car les 1ntegrales Sont convergentes.

ii) (flg) = (g, f) est direct avec la commutativité du produit.

+o0o

i) (/1) = [ f()%dt done (f]f) > 0

0
>0

+00
iv) (f|f) =0= [ f(t)’e7tdt = 0, mais t — f(t)%’e~" est continue et positive sur I donc, par le
0

théoréme de l'intégrale nulle, on a : Vt € I | e™* f(t)> =0 et donc f = 0p
£0

i) (fig+Ah) = (f.]g) +A(f,h)
o ; i) (flg) = (gl)
On ad :Y(f,g9,h) € E° , VAER i) (/1) >0
) (f|f)=0=f=0g

Donc (]) est un produit scalaire sur E.

e On en déduit que : | F est un R espace vectoriel et que (]) définit un produit scalaire sur E.




2°) b) On sait déja que R[X] est un espace vectoriel, il reste a voir que R[X] C FE.
Soit P € R[X].
Alors P € E &t +— P(t)%e™" est intégrable sur [0, +oo|
Comme t — P(t)%e™! est continue sur [0, +oc[, il n’y a probléme que en +oc.

Pt)?et _ 2 ,—t/2 .
Comme — =7~ = P(t)% /2 —5 0 par comparaison exp-puissance, on a au voisinage de 400 :

t—+o00
P(t)%e™ = o(e%?).
Comme on sait d’aprés le cours que : ¢t — e~ /2 est intégrable sur [0, +oo], alors, par négligeabilité,
t — P(t)%e™" est intégrable sur [0, +oo| et donc P € F.
Donc VP € R X], P € E, donc R[X] C E et donc | R[X] est un sous-espace vectoriel de F.

3°) ® On remarque que pour k € [0;n] , 2% () = o= k),t” * et %(e—t) = (—1)ke?
Dongc, par la formule de Leibniz :
n n n\ dF / — n—k n L n — n! n—(n— - n —tn:
(pgl )( t) = ,{2_:0(’“)%(6 t)(;itnik(t ) = ];0 (k)(_l)ke tmt (n—k) — kz—o(k)(_l)ke tk_!'tk

n

Donc L, (t) = Z(—l)kﬁikﬁtk
k=0

n

On en déduit que : | L, est un polynome de degré n et L,(t) = > (—1)’“#’2_1,6)115’C

e En particulier : | Lo(t) = 1let Li(t) =1—1t

e Avec I'expression calculée ci-dessus : |pour k < n : cp,(f)(()) = 0| puisque goflk) (t) est factorisable par

tcarn—k > 0.

4°) e Soit (n, m) € N2, Quitte & échanger n et m on suppose m > n.
Alors = (Ly| L) f L (t)(e'ol (1))e " dt = f Ln( t)dt
En intégrant par parties :
(Lal L) = [ Jim_La(®) (1) = La()0 " (0)] = f RARIOE IO
On a : lim L(t )gofﬁn 1)( t) = 0 par comparaison exp-puissance, ce qui justifie I'intégration par partie

et Ln(())gogﬁn 1)(0) car m — 1 < m et avec le 3°).

Il reste : (Ly|Lyn) f LD 60D (1) dt
En réintégrant par parties on a : (L,|L,) f 2 (4)dt
0
puis par itération : (L,|L,,) f 7 (4)d
0
Casl:m=n
Comme L{"(t) = (=1)"n! alors (L,|L,) = (—1)" Jrfoo(—l)”n!t”e_tdt =n! Jrfoot”e_tdt
0 0

+o0o
Avec n intégration par partie on a [ t"e"'dt = n! et donc (L, L,) = (n!)?
0

10



Cas2:m>n

Alors, on peut encore intégrer par partie une fois et on a : (L,|L,,) f L _1)(t)dt =0

car L, est de degré n.

0 sin#m

(n)? sin=m

Bilan : |V(n,m) € N* | (L,|L,) = {

5°) (3 Lk)o<k<n est une famille orthonormée par le calcul du 4°), de n + 1 vecteur de R,,[X], donc :

(%Lk)ogkgn est une base orthonormée de R, [X]

6°) a) Po(t) = Lyya(t) + (t —2n — 3) Ly (1)
On sait que deg(L,.1) = n+ 1 et que deg(L,) = n, donc par combinaison linéaire on sait déja que
Pn S Rn+2[X]
On sait, en utilisant le 3°) que :
Lpya(t) = (—=1)"F2¢7+2 4 (1) (n + 2)27 ! + L, 1o(t) avec Lyio € R,[X]
L1 () = (=)™ 4 (=1 (n + 1)2" + Ly yq (8) avee L1 € Ry [ X]

Donc le coefficient en "2 de P, est : (—1)"™2 +1 x (=1)""1 =0
et le coefficient en t"*! de P, est :
(=)™ (n+2)2+ (-1)"(n+1)* + (—-1)""(—2n — 3)
=—-1""[(n+2) - (n+1)*—2n— 3]
=—1""n?+4n+4—n?>—2n—1—2n— 3|
=0

On en déduit finalement que : | P, € R, [X]

6°) b) Soitn> Let ke [0;n—1].
+oo

(P,|Ly) = f P.( e tdt = [ [Lpto(t) + (t — 2n — 3)Lypy1 ()| Ly (t)e~tdt

0

Par hnearlte comme les mtégrales sont convergentes :
+oo +oo +oo

(Po|Li) = [ Lypo(t)Li(t)e tdt + [ tLp1(6)Ly(t)e™dt — (2n+3) [ Lysa(t)Li(t)e 'dt
0 0 0

En revenant au produit scalaire :

(PalLt) = (LusalZi) + (Lusa[tL) = (2 + 3) (Lug, Li)

Comme (%Lk)ogkgn+1 est une base orthonormée de R, 1[X] et que k < n+2 et que k < n+ 1 alors
(L”+17 Lk) = (Ln+27 Lk) =0

I reste (P,|Li) = —(2n + 3)(Lp1|tLy)
kt1
Comme tL;, € Ry, 1[X], alors, en utilisant la base orthonormée du 5°), on écrit : tLy = Y b;L;

k1
Donc, par linéarité : (Ln1|tLy) = > bi(Lpt1|Li) et comme (L,.q1|L;) = 0 puisque ¢ < n + 1 alors

(Lnga[tLy) =0

Finalement, on a bien : |Vn > 1 et Vk € [0;n — 1] , (P,|Ly) =0
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6°) ¢) Comme P, € R,[X] alors, on peut écrire P, dans la base orthonormée (L )o<k<n :

n

P = 37 (PalgiLi) 5 L

k=0

Avec le b), il reste : P, = (Py|4Lyn) 4 Ly et si on évalue en t =0 : P,(0) = (P,|5

Avec Uexpression du 3°) : L,(0) = n!
et Pp(0) = Lpy2(0)—(2n+3) Ly11(0) = (n42)!—(2n+3)(n+1)! = (n+1)![n+2—2n—-3] =

Donc —(n+1)(n + 1)l = (P,|5L,) 4 x nl done (P,|5L,) 4 = —Z(n+ 1)(n+ 1)l =

n!
On a donc P, = —(n + 1)?L,,, en reprenant 1’expression de P, :

P.(t) = Ly o(t) + (t —2n — 3)Lpyi(t) = —(n + 1)2L,
et donc |Vn € N | Vt € [0,4+00] , Lpia(t) + (t —2n—3)Lyy1(t) + (n+1)2L,(t) =0

6 ) d) Avec le 6°) ¢) On a : Lo(t) + (t — 3)L1(t) + Lo(t) =0
Lit)=—=(t—-3)1—-t)+1=—t+t*+3-3t+1=t*—4t +4

On a donc : | Ly(X) = X? —4X +4

) fa€ E

&t (fu(t))%e est intégrable sur [0, +oo| & t - e~ 22+ est intégrable sur [0, +oo] <

d’apreés le cours.

Donc : faeE(:)a>_71

8°) a) (Ly, fa) = ka Je~tdt = fe—at " (1) dt

On intégre par partie :
: P k— k— —a
(L. fa) = Jim [e=ol " (0)] = " V(0) +a f ey (t)dt

Mais, par la question 3°) ¢ (k 1)(O) = 0 et la limite est nulle puisque :
e*‘”gpg’C 1)(75) = e~ (o)t ¢t go(k l)(t) eta+1>1>0
H,_/

polynome

On a donc : (Ly, fo) = a f etV (1) dt

En réintégrant par parties : (Ly, f,) = a® f et k 2)(t)dt

Puis, par itération : (Lg, f,) = f —at (0) )dt
0
Donc : (Ly, f.) = f e~ Utketdt = aF f e~ (at Dtk gy
0 0
+oo
Changement de variable C* bijectif : u = (a + 1)t : (Lg, f.) = a* 6[ e tuk (a+11)k A
+o0

On a déja vu que : of uFe du = k! et donc (L, f.) = akmk!
Bilan : |Vk € N, (L, fa) = W
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8°) b) Par le 5°) (k, Ly)o<k<n est une base orthonormée de R, [X] donc, par le théoréme de projection

orthogonale : S, , = Z(fa|k!Lk)k!Lk = Z(fa|Lk) k,
k=0

En utilisant le 8°) a) : S,0 = k'(lﬁw(éﬁ
k=0

n
Donc : Z ey S L

n

8°) ¢) Comme la base (%)nggn orthonormée alors : ||S,,.|[> = 32 (#)2
k=0

a2k

2 n
Donc : |||Snal|” = D2 Fa) 2

8°) d) Par le théoréme de Pythagore :
2 2 2 2 2 2
L fall” = 1[Snall” + [[Sna = fall” = [1Sna = falI” = [l fall” = [|Sn.all

+o0
2 - a a 00
L e R b e
o2k o 2k n
Donc HS"“ faH 2a+1 - kZ:O (14a)2*+2 — 2041 (1+a )2 Z 1+a)2k — 2a+1 1+a Z((l—l—a) )
q = (5%7)? €[0,1]; en effet : ¢ > 0 est évident et 1 —q = 1 — (a+21) = “272‘}:;)12_“ = (iﬂ)IQ > 0 car

2a 4+ 1 > 0 puisque f, € E. On en déduit ¢ < 1 et enfin ¢ €]0,1]

Par somme des termes d'une su1te géométrique de raison alors :

11
|| fa” 2a+1_(1+a) 1qq

Donc lim ||S7,,7a—fa||2
n—-+0o

11111 L 11 1 _ 1 _,
T 2a+1 (14a)2 1—q ~— 2a+1 (14a)?2 1__a%2 7 2a+1 (1+a)2—a? = 2a+1 2a+1
(1+a)2
On a bien : | lim |[Spq — fal| =0
n—-+00
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