PSI* 2024-2025

Chapitre 10 : Exemples d’exercices corrigés

Enoncé, Exercice 10.1

On pose Vn € N, Vz € [0,1] fn(z) =2

a) Montrer que la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement sur [0, 1] vers une fonction que f
I'on précisera.
b) Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment [0, a] avec a €]0, 1[, mais que la convergence
n'est pas uniforme sur [0, 1], ni sur [0,1].

Correction
. . . L n . o -
a) Il est directe de voir que ngr—&r-loo fn(z) = nll)riloox =0six€0,1] et que nll)rfoo fn(1) = nll)riloo 1=1
f 01 — R
On a donc | (fn)nen converge simplement sur [0, 1] vers . = {0 sio<z<1
lsiz=1

b) e Soit  €]0,1[. Alors : Vo € [0,a] , 0 < 2™ < a" donc 0 < fr(z) < fo(a) — 0

n—-+00

Comme la majoration ne dépend pas de n on a bien ’ (fn) converge uniformément vers f sur [0, al ‘

e Comme les f,, sont continues sur [0,1], si la convergence était uniforme sur [0,1] on aurait, par
théoréme de continuité du cours, que f serait continue sur [0, 1], ce qui n’est pas le cas.

Donc ’La convergence de (f,) vers f n’est pas uniforme sur [0, 1] ‘

e full— 1) = (1= Ly" = cap(nin(1 — 1)) = eap(n(=L + o(2)) = eap(~1 + o(1)) —> exp(~1)

n—-+00

Onadonc fo(1— 1) = fa(l=2)— fF1—1) — eap(-1)

7 p—+4o00

Onn’adonc pas |[fr = fllj01],00 ST 0 et donc ’ la convergence de (f,,) vers f n’est pas uniforme sur [0, 1]. ‘




Enoncé, Exercice 10.2

f n : [Oa 1] — R

> 2

On pose Vn > 2, ; o (1_%),1

a) Montrer que (f,,) converge simplement vers une fonction f que 1’on précisera.
b) Etudier, sur [0, 1], les variations de la fonction g,, définie par g, (t) = 1 — el f,,()

c) Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1].
1
d) Déterminer lim [(1— L)"dt

n—-+00 0
Correction
) falt) = (1= )" = eap(nin(1 — £)) = exp(n(~L +o(1)) = exp(~t +o{1)) — ¢
La suite (fy,) converge donc simplement vers U [O’t ] : If_t sur [0, 1]
b) g, est dérivable sur [0, 1] et Vi € [ 1]
ga(t) = —e' (1= )" —e'n(THA = )" =1 = )" -1 - D)+ =1 - )" >0

On en déduit que ’ gn, est croissante sur [0, 1]. ‘

c¢) Avec le b) on déduit : V¢ € [0,1] g,(0) < gn(t) < gn(1)
=Vte[0,1]0<1—elfu(t) < 1—e(1— Lyn
=Vte[0,1]0< et — f(t) < (1—6(1—
=Vt € [0,1] ng(t)—fn(t)gl—e( Lyn
=Vt € [0,1] [|/~fullp oo < 1 —e(1 = 1)

nmultlphe par et > 0
Lymyonae® <1

)

. 1 _ 4 . . . _
Comme lim 1—e(1— ;)" =0 on en déduit que : ngToo [f=fnlljp,1],00 = 0 et donc

n——+o0o

’ fn converge uniforme vers f sur [0, 1] ‘

lim f ”dt

n%Jroo 0

= lim f fn(t)dt comme les f,, sont continues et que la convergence est uniforme sur le segment [0, 1]

n—-+ OO
1
= [t Falt)dt
1
= [ f(t)dt
0
1
= [etdt=[—eti=1-1=ce1
0

On adonc| lim [(1—Li)ndt =<t




Enoncé, Exercice 10.3
On pose Vn € N, f,(z) = rm%;";

l—e—%

a) Etudier la convergence simple de (fy,).

b) Soit a > 0. Montrer que la convergence de (f,) est uniforme sur [a, +00].

¢) Montrer que la convergence de (fy,) n’est pas uniforme sur [0, 00|

Correction

a) e fp(z) n’est pas défini pour z =0

e Pour z <0, fu(x)= xi >ne " — 400 par comparaison exp-puissance.
l—e—2 n——+o0o

e Pour z >0, fu(x)= xi =ne " — ( par comparaison exp-puissance.
l—e—2 n——+o0o

On a donc ’ (fn) converge simplement vers la fonction nulle sur ]0, —I—OO[‘

b) Etudions A : 2 — 227 sur [0, +o0]

A est dérivable et A'(z) = 2ze™"* — na?e "™ = xe " (2 — nx)

T 0 % +o00
Al(z) + 0 -
On a donc le tableau de variations suivant : A(2) avec A(2) = %exp(—Q)
A(z) / N
0 0
D’apres les variations de A, ona: Ve >0, 0 < A(x) < 62‘;2

X _ 2y _ 4
Donc sur [a,+oo[ : 0 < fr(z) = 17:_# Az) < 17:_352 A(Z) = (e
Comme x - L est décroissante sur [a, +-oo[ alors Vo > a , - L < - -
—e x 76_"" 7€—a

. ~ 1 4 14
En regroupant les résultats ci-dessus on a , Vo > a, 0 < fu(z) < @@ T 1T @n S 0

Donc || fn\|[o‘g+°o[ T 0 et donc : ’ (fn) converge uniformément vers la fonction nulle sur [a, —i—oo[‘

c) Pour n >1: fn(%) - #mne—l _ 1 1
n

_ 11 _
ne 1I-(1=L+o(%) ~ e o)

o |=

3|+

1
nZ ) +o(%) TL—>_+>oo oo
fn(%) T +00 et donc ’ la convergence de (f,,) vers la fonction nulle n’est pas uniforme sur |0, —&—oo[‘




