PSI* 2024-2025
Mathématiques : Correction du devoir a la maison n°5

EXERCICE

on

1°) Au voisinage de +00 on a : u, ~ = par comparaison puissance factorielle.
+oo ™

Up41 ~ gn+1 n _ 2
On a donc | = 0L rier T oael S 0
Comme 0 < 1, on sait alors, par la régle de D’Alembert que + —— est convergente

2°)Ona:Vn>1, |un|§L%
n
Mais 2 5 > 1 donc >4 =1 est une série de Riemann convergente, et donc par la régle de comparaison (termes
positifs), > |u,| est absolument convergente.

Par absolue convergence on a alors que | > 2 \(f) est convergente
<

sin(n)

3°)Ona:Vn>2, |u,| < 5+ puisque

3=

<1pourn>2

Mais Y~ 5+ est une série géométrique convergente, donc par la régle de comparaison (termes positifs), Y u,|

est convergente. Par absolue convergence on a alors que | Y S”zf est convergente

4°) Au voisinage de +oo :

Up = sz’n(ln(l + 1) — /15

(7
AR e %ﬁo
~ (b +o(H) -

= 202 +0(33)
Onadoncun: _—12<0.

Comme Z est une série de Riemann convergente alors par la régle de I’équivalent pours les séries a termes

de signe constants, on a : | > (sin(In(1+ £)) — 4/ 1+1n2) qui est une série convergente.




BECEAS 2023 : Une inégalité entre sommes de séries

Da) = it = & (- ) = 1wk 1

N+1 N—+oo
+oo
On en déduit que : | Y a, est convergente et que > a, =1
n=1
: _ n _ n _ n _ n _ 1 _ 6 _ 3
1) b) i) h, = z = T ey By | PTG T (D) D@D | D @e?)
k=1 k=1 k=1
. * _ 3
On a donc : |Vn € N > hn—m

1) b) ii) On remarque que : h, = 3a,+; et on en déduit donc la convegence de _ h,

+o0 +o0 +o0o
On a alors (puisque les séries convergent) : > h, = > 3a,41 =3[ a, — a;] et en utilisant le 1) a) :
n=1 n=1 n=1

+00 oo
> hn, =3[1 — 1] =2 et on en déduit que : | Y h, est convergente et que Y h, =
— n=1

2) a) q €]0, 1], on a donc une série géométrique convergente et, d’aprés le cours : > a, = >, ¢" ! = ﬁ

_ n _ n _ _.n __ n g=1 _ . g™ !
= i T e N =n(l— )iz
k=1 "k =1 ¢ 1—%

too n—1

On a donc : Z_:lan = 1qu et Vn € N* | h, =n(1— q>§tqn
. —1 hnt1 (n+1)(1 )q" : hn _
2) b) On a: hy, ~n(l —q)g" " et donc |5+ 0 —L% ~ ¢ donc nl—lgloo =+ = q €]0,1[ donc par la
régle de D’Alembert | Y h,, est convergente.
Ona:0<1—¢g<let0< <1donc0<h, <ng"*!
Calculons, comme si ¢ variait sur |0, 1] :
N N N
n—1 _ d(mny_ d ny _ d (1=¢Vt1\ _ —(N+1)gV (1-q)+(1—¢V ! 1
gt =3 g0 = g 2 (00 = 4, (557) = T N TP
“+o0o
. n—1 __ 1
On a donc : nz=:1 ng"" = e
~1 - = S 1
Comme 0 < h,, < ng et que les séries convergent, on a : 0 < nZ::l h, < 712::1 ng = o2
Bilan : |0 < Zh <(1 e
3) a) Montrons par récurrence sur n € N* la propriété
e L)+ 3 (v — ) = Qo2 (X i)
i=1 1<i<j<n i=1 i=1
1 1 1
Initialisation : P; < (Zl Tyi)? + 1<Z<1(xiyj —zy)? = <Z1 xf)(zl z}) < iy + 0 = (27)(yi)
1= <1<y< 1= 1=

La derniére égalité est bien slir vraie, donc par équivalence P; est vraie.



Hérédité : on suppose P, vraie. Alors :

n+1

(Y wy)+ > (viyy — xy)°
i=1 1<i<j<n+1

= (221 TiYi + Tni1Yni1)? + 1<;< (wiy; — x9:)° + z:l(flfiynﬂ — Tp1¥i)?

i i<j<n i=

(231 xz%) +l’n+1yn+1+2(z wzyz)$n+1yn+1+l<z< (JEiyj—ﬂijz) +yn+l ( El €y )+$n+l ( E yz) (231 TiYi ) Tt 1Ynt1

1= 1= <t<gsn 1= 1=
= (Z:l xz’?/z')Q + $721+1y721+1 + 1<Z< (xiyj - 33j1/i) + yn+1( Zl x?) + :L’,%H( 231 Y; )

1= <i1<gsn 1= 1=

On utilise alors :P, :

n+1

(X ww)?+ > (wayy — 2:)°
i=1 1<i<j<n+1
n n n
= (; x?)(z yl) + xn+1yn+1 + ynJrl( Z:l‘rzz) + x?url( ; yzz)
n+1 n+1
D’autre part : (> 2?2)(> 4?)
i=1 i=1

3

)

= ( . 12+$31+1)(Z yi2 +y721+1)

3l

= ( 12)(2 yz) + xn+1yn+1 + yn+1 + (Z:l ?)ZJ%H + x721+1>(; 3/12)

1 = 1=

-
I

En regroupant les deux calculs ci-dessus on a donc P,

Conclusion : on a démontrer par récurrence que : |[Vn € N* | (3 zy:)? + Y. (vy; — zv:)? = (OO0 22) (O v?)
= i=1

1<i<j<n i=1

3) b) On remarque que : Y. (z;y; — x;9;)* > 0 done, avec le a) : (3 zy:)* < (O 2?)(>- v7)
i=1

1<i<j<n i=1 i=1
n n n
En passant a la racine carrée : | |3 xy;| < /> a2 /> y?
i=1 i=1 i=1
+o00
4) On pose : VE e N* | = 5 — 3 m (on peut la faire car la série est bien convergente)
—k
1 = 1" -
Alors ugr1 — uk = [y — Zlm] — & - ka]
= n=
212 k2—(k+1)24k —k— .
dPar téléscopage : upy1 — up = m — kQ + (kH)Q = kQ((kH))Q = kQ(]le)g < 0 donc la suite (ug)gen+ est
écroissante.
Or khm u = 0 (reste d’une série convergente) donc Vk € N* | uy > 0
—+o00
+oo

On en déduit : |Vk € N* | ZWS%

5) a) On applique Cauchy Schwarz avec z; = /aik et y; = \/+Tk et on obtient (en renommant les indices) :

ikg¢ik ¢if

n 2 n n
Comme : Y k= @ on a, en élevant au carré : |Vn € N* | <n("2+1)) < < > k2ak> ( > (%)
k=1




5) b) On déduit de l'inégalité precedente : ili <ot (3 Ka)

Et on a donc : h, <4(+1 (Zkak>

Si on somme pour n variant de 1 & p : Z h, <4 Z n(nH)Q ( Z k*a )

5) ¢) On va réorganiser les indices :

En reportant dans le 5) b) : | > h, <2 > ay

n
5) d) Comme la série ) aj est convergente et que les ay sont positifs on a : Y ar < > ag

p +oo
Donc avec le ¢) : > h, <25 ay
n=1 =

p
Comme les h,, sont positifs alors la suite () h,)pen+ est croissante, et comme on vient de voir quelle est
n=1

majorée, alors elle est convergente.

“+00 ')
On en conclut : | Y h, est convergente et en passant a la limite ci-dessus : > h, <2 > a;

6) a) W ~ ,%a >0et ) n% est convergente par Riemann car o > 1, par régle de I’équivalent la série
> W est donc convergente.

Alors Z

+1 a+1

— z ALl (remplacé-compensé et terme nul pour n = 0)

(n+1)e+T
+oo 1 +o0 1
o 1 1 b 1
— z_: e Z_:O e (changement d’indice)
“+o00 400
_ 1 1
- no na+1
n=1 n=1
1 1 = 1 = 1 2
Malsa>1:>a+1>2:>mSﬁetensommant ZWS Zp:%
n=1 n=1
“+o00 +oo 1 5
En reportant dans l'inégalité ci-dessus : | > T 2 doa s
n= n=1




6) b) Par définition : h,,

"t
k=1
Pour k£ > 1, comme « > 1, on a, par croissance sur |0, +o0o[ de la fonction ¢ — t* :
En sommant de k£ =1 a n, et par la relation de Chasles :
n k.a < n+1 ad et (n+1)"‘+1 1 < (n+1)a+1
2 —ft t_[a+1]1 — afl T afl = atl

1

k+1
k> < [ tdt
k

En inversant cette inégalité et en reportant dans la définition de h,,, on obtient : |Vn € N* | h, > (o + 1)

_n__
(nt1)otl

6) ¢) Soit A > 0.
N
On sait que ) L est divergente et donc que > 1 — +oo

n=1 N—+oc0

N
Donc 3N e N* |, > 1> A+1
n=1

N N N N
Mais lim =>4 doncIk>0,Vael, 1+, [ H-> i<
as1 n=1 n=1 n=1 n=1

N N
Alors n_aZZE_le—i_]‘_l:A
n=1 n=1
+oo
Par positivité des termes - et convergence de la série (a > 1) : Y - > A
n=1

N
Donc:VA >0, 3¢ >0, Va €]1,1+¢], Z — > A ce qui par définition de la limite signifie :| lim Y =

400 400
6) d) En sommante le b), on a, car les séries convergent : »_ h, > > (a+1)
n=1 n=1
+o0
En utilisant le a) et a, = n% ona: » h,> (a+1)( Z a, — %)

n=1

2
6

+o00
Avec la définition de C on a : C' Y a, > (a—f—l)(Zan—”—) et donc C > (a+1)(1 — —%—)

n=1

En utilisant la limite du ¢) en conclut :

Remarque : C' est donc la meilleur constante possible ...

+00 +oo
7) a) Si on se place dans le cas de la question 2) : > a, = 1%(1 et > h, <
n=1 n=1

+o00o “+oo
Alors : Y an, < K ) hy, et les résultats ci-dessus donnent : 1%(1 < Kr—

n=1 n=1

est vraie pour tout ¢ €]0, 1] alors

(1q

—+00

«
a—1,=1"
a>1 M=

_n__
(nt1)otl

_1
(1—-9)?

= — 1—¢q < K , comme ce résultat

7) ()1) Sln>N2+1alorsgn:2lnetn—1>N26tdoncgn,1:2n%1Alors:

)" (l)n2—(n 1)? 1

an - (2’”71 )n 1 \n-1 2 - 22”71

> a, est donc une série géométrique (& partir d’'un certain rang) de raison 1 et donc | Y a, est convergente.




+o00 +o00o
7°) b)ii) e Ona:0<g, < o donc Y g, < > 5 et par somme d’une série géométrique

n=1 n=1
+o0 oo
> gn <4537t =4Onabien:|} g, <4
n=1 2 n=1
+o0 N
© > a, > )
n=1 p=1
p2 (i)p2 400 N
Mais a2 = ( (gpzipg,l =1 2’ ra 22—+’ =1* = 2 Done 3 a, > > 2=2N
gp2,1 2p2—1 n=1 p=1

+o0
On a bien :| Y a, > 2N

n=1

n k n
)e) [Ta=11 <g,ff]3k—1 = ((‘;’;;0 = (gn)" par téléscopage et car gy = 1
k=1 k=1

n

On a donc : |(g,)" = [] a

k=1
> in(L) > L
7°) d) e La fonction [n étant concave on a : *=—— < In(*=—)
~in( 11 ax)
Donc : —=— < ln(%)
On utilise le ¢) : =2 < jp(p,)
donc —In(g,) < —In(h,) et donc
+00 oo
e Avecle ¢) on a: 2N < > a, et avec la définition de K on a donc : 2N < K > h,
n=1 n=1
+o0o +oo
Avec h, < g, on obtient, en sommant : > h, < > g, < 4 par le ¢)ii)
n=1 n=1

Donc 2N < 4K
Cette inégalité devant étre valable pour tout N il y a absurdité.

+00 +o0
Bilan : |1l n’existe pas de constante K > 0 telle que Y a, < K > h,

n=1 n=1




EPITA 2023

Q1) Soit f,g,h € CL_et A €R
2

T 2w

1) < f+Ag,h>= 5 [(f(t)+Ag()h(t)dt = 5= [ f(E)R(E)dt + A= fg dt =< f,h>+\<g,h>
0 0

i) < f,9>) ff =< ¢, f > par commutativité du produit

i) < f, f >) = f f(t)*dt > 0 par positivité de I'intégrale

iii)<f,f>):0:>%ff(t)2dt:0
0

Comme t +— f(t)? est continue et positive alors par le théoréme de I'intégrale nulle, f est nulle sur [0, 27] et
donc sur R par 27 périodicité.

)< f4+Ag>=<f,g>+ < f,h>
i) < f,g>=<g,f>

i) < f,f >>0

w) < f,f>=0= f=0¢g

Bilan : |On a bien <, > qui est un produit scalaire sur C3_

On adonc:Vf g heC) , VAER,

Ff R — R
{1si§|k€N,t:lm

0 sinon

Q2) Si on pose : ;

Alors f € C9P™ et < f, f >=0 alors que f est non nulle.

. . 0,
<, > n’est donc pas un produit scalaire sur C5 "™

Q3) Montrons que <, > est un produit scalaire sur 63;3’ "
Les points i), ii) et iii) se démontrent comme en Q1), il ne reste que le point iv).
Soit donc f € CoP™ telle que : < f, f >=0

On considére ag < a; < as < -+ < a,_1 < a, = 27 une subdivision adaptée a f.
n—1 ak+1
Alors par la relation de Chasles : < f, f >=0= > [ f(t)?dt=0

k=0 Qg
Aprés comme t — f(t)? est positive, continue sur |ay, a,1| prolongeable par continuité sur [ay, agy1], alors
par le théoréme de I'intégrale nulle f est nulle sur |ag, api1[.
En un point a;, comme f(a;) = }Lir% w on en déduit f(a;) =0
%

On a donc donc f nulle partout et donc f est bien la fonction nulle.

Finalement : | <, > est bien un produit scalaire sur Cy*"

27
Q4) e Soit (i,5) € N? | < ¢;,¢; >= 5= [ cos(it)cos(jt)dt
0

27
Par formule trigonométrique : < ¢;,¢; >= L [[cos((i + j)t) + cos((i — j)t)]dt
0
n 0sik#0
Calculons, pour k € Z : [ cos(kt)dt = . . 7
0 2 sik =0

Alors, sii # j: <c¢;,c; >=0



2T
o Soit (i,7) € N* | <¢;,s; >= 5= [ cos(it)sin(jt)dt
0

Par formule trigonométrique : < ¢;, s; >= = [[sin((i + j)t) + sin((j — i)t)]dt

2m
Calculons, pour k € Z : [ sin(kt)dt =0 (pour tout k € Z
0

Alors : < ¢;, 5 >=0

o Soit (i,j) € N* | < s;,8; >= QL} n(it)sin(jt)dt
Par formule trigonométrique : !
< Siy 85 >= = f[cos((z’ — J)t) —cos((i + 7)t)]dt
Alors, si i # jO: < s55,8 >=0

e On a donc, pour tout n € N : les éléments de (co, c1, ..., ¢y, S1,. .., S,) sont orthogonaux deux a deux.
On en déduit que : |Vn € N | (¢, ¢1,...,Cn, S1,- -+, Sy) est orthogonale.

27
Q5) ® < ¢, co >= Lfdzf: 1 donc ||co|| =1

2m )

e Pouri e N* | <¢;,¢; >= fcos (it)dt = 5~ " H%S(%)dt:i—;%—():%et donc ||¢|| = \/Li
27r 2 .

e Pouri e N* | <s;,8 >= 5 fsm (it)dt = Wfl_%s(m)dtzi—:— = 1 et donc ||SZ||:\/Li

o Bilan : | ||eol| = et ¥n € N, [|si]| = lei| = J5

e On en déduit que : [Vn € N, < co, V21, ..,V 2¢0, V251, ..., \/§sn) est une base orthonormée de F;,

Q6) Par le théoréme de projection orthogonale et en utilisant la base orthonormée donnée par Q5) on a :
n

pn(f) =< faCO>CO+Z[2<f7ck>ck+2<f7sk>3k]
k=1

T rwya n [ cos(kt)F(t)dt T sin(kt) £ (t)at
° co+ Y[ O - Sk

Avec les intégrales : [p,(f) =

Remarque : c’est la fonction S,(f) de la partie suivante.
Q7) On commence par deux calculs préliminaires qui nous permettront de répondre a la question.
oPréliminaires : soit ¢ une fonction de C5™. Alors :

f g(t)dt on utilise Chasles
= f g(t)dt + f g(t)dt changement de variable u = t + 27 dans la premiére intégrale

= f g(u + 2m)du + fg t)dt on utilise g(u + 27) = g(u) et on repose t = u dans la premiére, puis Chasles

2 s
= fg(t)dt Donc g € CyP™ = [ g(t)dt = [ g(t)dt
0 0

—T



° Soit g une fonction impaire. Alors :

f g(t)dt changement de variable u = —t
= f g(—u)(—du) on utilise g impaire et on remet les bornes dans I'ordre

= — f g(u)du on utilise g impaire et on remet les bornes dans 1'ordre

Donc f g(t)dt = — [ g(t)dt qui donne [ g(t)dt =0

- —T

Donc g impaire = [ g(t)dt =0

—T

° Supposons f impaire. Alors, Vn € N* :
=1 f f(t)cos(nt)dt = f f(t)cos(nt)dt par 21 périodicité.

Comme ¢ r—> cos(nt)f(t) est 1mpa1re (car f est impaire et cos paire) alors a,(f) =0
De la méme maniére ao(f) =0

) Supposons maintenant f paire Alors, Vn € N :
=1 f f(t)sin(nt)dt = f f(t)sin(nt)dt par 2m périodicité.

Comme t r—> sin(nt) f(t) est 1mpa1re (car f est paire et sin impaire) alors b,(f) =0

f € CoP™ et impaire = Vn €N, a,(f) =0

e On a donc : 0 om )
f e CyP™ et paire =VneN* b,(f)=0

Q8) Par intégration par partie, comme f est C'' sur [a b] on a pour x > 0:

b b
[ f@)etdt =[S f (1)) — [ S f(8)dt = &= f(b) — & f < P(t)dt

a

. elizb |f(D)] eizd
e f < Lol € f —
Mais iz (b)‘ ., 0 et donc iz (b) . 0
( ) T—>+00

Comme f est C' sur [a,b] alors f’ est continue sur le segment [a,b] donc, par le théoréme des bornes
atteintes, il existe M telle que : Vt € [a,b] , |f'(t)] < M

b . b
[t < [2ar =2 —

r——+00

On a alors :

b
Et donc [ < f/(t)dt — 0

T—+400

b
Finalement f f(t)edt est la somme de trois termes de limite nulle et donc : | [ f(t)e™'dt — 0

T——+00

a

e Comme a,(f f f(t)e™dt) et by( f f(t)e™™dt) on en déduit :

fecCs = lim a,(f) = hm bo(f) =0

n—-+0o n—-+4o0o




Q9) et — %"(;1)“ est continue sur ]0, 7] et prolongeable par continuité en 0 car :

sm(s(;"(:r)l)t) or (Q"ZFW = 2n + 1, donc l'intégrale I,, est bien convergente.

® In+1 _In

sin((2n+3)t)—sin((2n+1)t)
sin(t) dt

3 C = @y @ —— vl @ —ul

sin((2n+3)t)—sin((2n+1)t)
sin(t) dt

23in( (2n+3)t5(2n+1)t )COS( (2n+3)t;(2n+1)t )

dt

sin(t)

2sin(t)cos((2n+2)t)
sin(t) dt

2
= [2cos((2n + 2)t)dt
0
=0 car 2n + 2 # 0 (calcul déja effectué)
On en déduit : Vn € N | I,,,1 — I, = 0 et donc | (I,,)nen est constante.
3 3 -
Comme [, = 6f Zzzggdt = Ofldt = 2 on en déduit : Vn € N, I, = 7 et donc nl_l)r_{loo I, =%
. tmsin(t) | t—(t—Lro(t?)  Lo(t?) 5
Q10) e Au voisinage de t = 0 : tsin(g)) =t = Gem@ ~6E =5 — 0
Fo:o01 — R
e On pose alors 0 sit=0 quiest continue sur [0, 5] grace au calcul pré-
Lo a0
cédent et C' sur ]0, 5] comme composée de fonctions C'.
e Pour ¢ €]0, 7] on a :
—cos sin?(t)—t2cos
F(t) = sir}(t) - % donc F/(t) = san((:)) + tl2 = t(Qts)intQ(t) =
Au voisinage de t =07 :
Fi(t) = (=B +o(t%)—2(1- G to(?)) _ P—bo(t)—+h+o(t) _ Lolth) Lot g
- t2sin2(t) o t2sin2(t) T t2sin?(t) t2¢2 4

On en déduit lim F'(t) = 1, comme F est continue sur [0, Z] et dérivable sur ]0,Z] on en déduit par le

t—0+
théoréme de prolongement de la fonction dérivée que F' est dérivable en ¢t = 0 et que F’(0) = 111% F'(t) =1
—

On a donc F est C' en 0 et donc sur [0, 5]

Bilan : |t — t;sfgzg) est prolongeable en une fonction de C'([0, %) |,
F @ 0,7 — R
ce prolongement est la fonction ; R {? ” sit=20
mny. SitF#0

10



Q11) t — w est continue sur |0, Z] et prolongeable par continuité en 0 (par 2n + 1), donc J,, est

2
bien convergente.

%
On remarque que : I, — J, = [ sin((2n + 1)t)F(t)dt = wbo,41(F)
0

Comme F € C'(]0, %) alors on peut appliquer la question Q8) et on en déduit que : limft (I, — Jn)
n—+;nfty

=0

Comme on a vu en Q9) que lim I, = 7 alors on en déduit : | lim J, =
n—+00 n—-+oo

Q12) e On effectue le changement de variable C' bijectif u = (2n + 1)t dans P'intégrale .J,, et on a :

2n+1)3 nr+g

Jo= [ “”1—5“)2 ' et done J, = [ Sm—u(”)du
0 2n+1 0
Soit X > 0

ReCherCheleﬂ'—l-%§X<(NX+1)7T—|—%<:>N)(7T§X—§<<NX+1)7T<:>N)(§X;% < Nx+1

On pose alors : Ny = LX_gJ

s

Alors par la relation de Chasles :

X Nxm+35 X ‘ X ,
f sin( dt f sm(t)dt + f szn(t)dt — Jy. + f sin(t) dt
X
0 0 : Nxm+% ' Nxm+7T '
X ® X
Mais | [ =Edt|< [ dt<Z — 0
Nx7l‘+% ! Nxﬂ'+% k X X =00
X " X
Donc Ofsdet = Jny + 0o(1) et donc J vl z
+00 +oo |
e On en déduit que : | [ sinld) test convergente et que i S"Z(t) dt=73%
0 0

Q13) Soit u un réel qui ne soit pas un multiple de 27 (ainsi ™ # 1), alors :
s+ > cos(ku)
=1
_71 + 3" Re(et*v)
k=0

(e™)*) somme des termes d’une suite géométrique de raison e # 1

M:

= 5t + Re( )
_ ei(nt+1)u
= =l 4 Re(l=etity

1 e’L’LL
= 5 + Re

“?

ei(n+1)u/2(efi(n+l)u/2_ei(n+l)u/2)
ezu/2(e Lu/2_ezu/2) )
( (n+1)u)

(
9 —2isin
( —2isin(g)

zn( (n«;l)u)

— =14 Re(cim/

= =1 n) 2

=75 +cos(3) sin(L)

szn("'Hu-l— u)—i—szn(""'lu—fu)
23'm(u/2)

sin((n+%)u)+sin(u/2)
2sin(u/2)

-1
T—i_
-1
T—i_

szn((nJr%)u)
2sin(u/2)

On a donc : |2 + i cos(ku) = sin((n+3)u)
12 =1 2sin(u/2)
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QL) S, (f)(x) = 20 ¢ i lax(f)cos(kz) + bi( f)sin(ka)

On passe aux expresswns 1ntegrales des coefficients de Fourler que l'on prendra sur [—7, 7] par 27 périodicité

Sn(f)(@) = 5= f ft)dt ++ ; _f cos(kt) f(t)dt)cos(kxz) + (f sin(kt) f(t)dt)sin(kz)]

—T

Par linéarité de l intégrale :
Su(f) (@) = 5= f f@dt+L [ Z (cos(kt)cos(kxz) + sin(kt)sin(kx))|f(t)dt
Par formule tri_gonometrlque_ B

S,(1)@) = o [ FOdt+ 2 [ [3 cos(kit — =) (0)ae
On regroupe sous I’ mtegrale L

Sn(f)(x) = f[ + Z cos(k(t — x))|f (t)dt

On utilise la questlon Q13) et on a (en effectuant le changement de variable u = t) :

= sin((n+3)(z—u
Vi €N, Su(fe) = 1 | s ()

Q15) e On fait le changement de variable v = ¢t + x dans 1’expression de Q14).
Comme la fonction que l'on intégre est 27 périodique, on peut garder l'intervalle [—m, 7] comme intervalle
d’ integration

S :1fsm (n+3 )(t)f(t—i-l')dt

2sin(

On fait le changement de variable u =t et comme sin est impaire :

T sin((nt1)(w)

e On fait le changement de variable t = x — u dans 1’expression de Q14).
Comme la fonction que I'on intégre est 2w périodique, on peut garder I'intervalle [—m, 7| comme intervalle
d’intégration.

" sin((n+1

Sulf)(w) = L [ Z5mA f(x = t)du

On fait le changement de variable u =t :
. sin n—&-% u

Su(D@) =1 [ 20D po )y

ﬂsinnlu 7rsmnlu
e On adonc { S,(f)(z) =2 [ %%?;)f(x—ku)du:%f;;%g;)f(x—u)du

Q16) Avec les deux expressions de Q15) :
25,(f) () = L [ 50D £+ w)du + L f ) £y — w)du

™ 2sin(y) 2sin(y)

Donc S,,(f)(z) = 5= r w[f(x—i—u) + f(x — u)]du

2m 2sin(y)
-

Comme la fonction que I'on intégre est paire alors :

Sulf)(@) = 1 f WD [+ w) + fx — w)ldu

2sin (%

Q17) u — sin(u/2) ne s’annule pas sur |0, 7], donc la continuité par morceaux de h ne pose pas de pro-
bléme sur ]0, 7]. On a méme de classe C' par morceaux.
Il faut donc étudier la limite en u =0

12



On sait que, par définition : f(m) = —f(er);rf(x_)

+u T—u zt z—
done h(u) = i (f( DS {CEDY Cansd ))
On réorganise :

— 1 flztu)—f(zh) flz—u)—f(z™)
flu) = sm<u/2>( L

On modifie I'expression pour faire apparaitre des taux d’accroissement :
_ w2 flatu)—ft) | fle-u)-—f(z")
u/2
sin(u/2)

— 1

On a que :
u—0

De plus, comme f est C! par morceaux, alors : w — flat) et L= IET) )
u—0 u u—0

On a donc h(u) — f@t) = fl(z7)

h est prolongeable par continuité en 0.

Bilan : | h est continue par morceaux sur [0, 7]

sin((2n+1)t)
sin(t) dt = 2

Q18) e Par Q9) I, =

oy

5
Donc f(z) =2 [~ (Qn“ f(x)dt
0

S’L?’L

Changement de variable v = 2t : f(z) = L f sin((nt4 )u f(x)du

T sin(u/2)

e Avec cette expression et celle de Q16) :

Su(f)(@) — f( —W“”“” [f(x +u) + flz —u)ldu— L fs";fn’z:m (x)du

2sin

On regroupe et on factorlse
s

Sn(f)(x)—f(x):%Ofsz'n((nJr%)u) 1 fetu)+fla—u) -

sin(u/2) 2 — @) du

h(w)

On a donc : |Vn e N, S,(f)(z) — f(z) = L [ h(u)sin((n+ 3)u)du

O—=x

e Comme h est continue par morceaux alors, par le théoréme admis : lim f h(u)e®du = 0
T—+00
0

™

En prenant la partie imaginaire lim [ h(u)sin(zu)du =0
r—+00 0

On en déduit : lim f h(u)sin((n+ 3)u)du = 0

TL—>OO

Et donc avec I'expression du début de question : lir+n (So(f)(x) = f(x)) =0
n—-—+0oo
Donc lim S,(f)(z) = f(z))
n—-+00

Ce qui donne : | S(f)(z) = f(x)

On a démontrer le théoréme de Dirichlet qui dit que la série de Fourier d’une fonction de classe C*' par
morceaux tend ponctuellement vers sa "régularisée".
(Remarque : ceci est un théoréme de TSI)
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