PSI* 2024-2025

Chapitre 11 : Séries de fonctions, exemples d’exercices corrigés

Enoncé, Exercice 11.1

On pose Vn e N | Vt € R | uy,(t) = ﬁ et on consideére la série de fonctions
+oo
S(x) = 3 un(x).
n=1
Etudier la convergence simple, la convergence uniforme et la convergence normale de > u,

Correction

On remarque que : Yn € N* | Vo € R | |u,(z)| < #
On a donc [|uy||g o, < #
Comme ) # est convergente on a alors par la régle de comparaison que > [|un|[g o, est convergente.

D’aprés le cours : la série de fonctions ) u,
’est normalement convergente sur R et donc uniformément et simplement convergente sur R.

Enoncé, Exercice 11.2
On pose: [ =[0,4o0[etVz eI, VYne N, f,(x)= (—1)”366*”9”2
a) Montrer que la série de fonctions > f,, est simplement convergente sur I.
b) La convergence de Y f,, est-elle normale sur I?

¢) La convergence est-elle uniforme sur 17

Correction

a) Pour x fixé dans I on a : n2f,(z) = (—1)"n2ze "’ 2 0 et donc fr(x) = 0(#)
n—-+00
Comme Y n% est une série de Riemann convergente et & termes positifs, alors, par négligeabilité, on a

> fn(x) qui est convergente.

’ >~ fn est donc une série de fonctions simplement convergente sur I. ‘




b) Fixons n > 0 et étudions F,, = |f,| sur I. On a: Vo € I, Fy(z) = ze ™
F,, est dérivable sur I et Vo € I |, F,(z) = e _ 9pgle—mv” = ¢ (1 — 2na?)

On a alors le tableau de variations suivant :

T
T 0 Zon +00
El(x) |+ 0 - 1 ) ) 1
an avec an = Iy (75=) = ﬁexp(_i) = o
0 0
On en déduit que || fnll; o, = \/ﬁ

Comme ) ﬁ est une série de Riemann divergente alors | fu|[; ., est divergente et donc

’Z fn ne converge pas normalement sur ‘

+00
c)OnposeVex eI, Ry(x)= > fr(z)le reste de le la série de fonctions.
k=n+1

—7L$2

Comme, a x fixé, |fn(x)| = ze = 0 et (|fn(x)|)nen est décroissante, alors on peut appliquer le
n—-+00

1
\/2e(n+1)

I'étude du b). On a donc |[Ry|; o < ——— — 0et donc ’ > fn converge uniformément sur I‘

v/ 2e(n+1) n—+oo

théoréme spécial & certaines séries alternées et on obtient : |Ry(z)| < |fnyi1(x)| < en utilisant

Enoncé, Exercice 11.3

2 on
Pour > 0 on pose : S(z) = > et

n=0
a) Montrer que S est bien définie et est de classe C! sur |0, +o0]
b) Préciser le sens de variation de S.
c) Montrer que : Vo >0, S(x+ 1)+ S(z) = %
d) Déterminer un équivalent de S(z) en 0"
e¢) Déterminer un équivalent de S(x) en +o00

Correction
a) Posons Vn e N, Vo >0, u,(x) = (;12:
+o0o
On a alors S(z) = > un(x) et on étudie la série de fonctions Y uy,.
n=0

Pour & > 0 fixé, on a Y u,(z) est une série alternée, avec u,(z) = 0 et (Jup(z)|)nen décroissante.
n—-+0o0

On peut donc appliquer le théoréme spécial a certaines séries alternées, on en deduit que Y wu,(x) est
convergente et donc que S est définie sur 0, 4+-o0[.

Les fonctions u, sont de classe C* sur ]0, +oc[ et u/,(z) = %
,+
W<

On a de maniére directe : [|u],|| %



Comme Y -5 est convergente (série de Riemann) alors 3 [|u [a,+oo]

converge normalement (et donc uniformément) sur |0, +o00|

o est convergente et donc > ul

les uy, sont de classe C'* sur ]0, +oo]
On a donc : ¢ > u, converge simplement vers S sur ]0,4+o00[ donc par le théoréme de dérivation des

>~ ], converge uniformément sur |0, +0oo]

+oo +oo n
séries de fonctions, on a : S est de classe C! sur ]0, +-o00[ et Vo >0, S'(z) = ZO ul (z) = ZO ((;2;21
n= n=

S est bien définie et de classe C! sur ]0, +oo]

+00

n+1
b) Pour z fixé, on a S'(z) = % qui est une série alternée.
n=0
_1\yn+1 _1\n+1 . . -
Comme (nl+7x)2 n_>—+>oo 0 et que ( (nl+7x)2 Jnen est décroissante on peut appliquer le théoréme spécial a

certaines séries alternées, on retrouve que > u, () est convergente mais surtout que S’(x) est du signe de
up(z) = ;—21 <0
On en déduit que Vz > 0 ,5(z) < 0 et donc que ’ S est décroissante sur |0; —i—oo[‘

¢) Soit > 0. Alors :
S(x+1)+ S(z)
+o0

n 0 n
= ni_(izrl + Z (;26 changement d’indice k = n + 1 dans la premiére somme, £ = n dans la seconde
n:0

On a donc : |Vz > 0, 5(334-1)4‘5(1‘):%

d) D’aprés ¢) ona: S(z) =L — S(x +1) et comme S est continue en 1 on a S(z) — S(1) € R

T

z—0
Comme de plus % — 400
z—0t
On en déduit | S(z) ~ L au voisinage de 0"
1 IS
Remarque : on a méme S(z) = 3 — S(1) + o(1) et comme S(1) = > =5 =In(2)
n=0

On a au voisinage de 0% on a : | S(z) = L — In(2) + o(1)

e) S est décroissante donc S(z — 1) > S(z) > S(z + 1), on ajoute S(z) et on a :
S(x—1)+ S(z) >2S(x) > S(x )+5’(:13—|—1)
On utilise le ¢) et on obtient : -1 >28(z) > L et donc -Z; > 225(z) > 1

Par encadrement on a : lim ZxS (x) =1et on en dedult : S (z) ~ o= au voisinage de +00
r—+00




Enoncé, Exercice 11.4

—+0o0
Pour x € I =]1,4o00] on pose : {(z) = ). n%
n=1

Montrer que ¢ est de classe C*° sur [.

Correction

=]

e Posons Vn € N* | 1

ne

fn I —
T
+oo
Onaalors : Ve e I, {(x) = > fu(x)
n=1

eVrel, fo(r)=exp(—zin(n)), on en déduit donc que f, est C* sur I.
(=ln(n))"

n<

Par une récurrence simple on montrerai que : Vi € N | féi) (z) = (=In(n))'exp(—zin(n)) =

e Fixons a > 1 et k € N* et prenons b €]1, af.

(@)
1

nb

= (l”(")b)i — Ocarz—b>0puisquexz >aetb<a

Y g doo

Alors : Vi € [0;k—1] , Vz € [a, +o0] ,

Par comparaison exp-puissance, on en déduit qui) (z) = 0(#).

Mais b > 1et > ﬁ est une série a termes positifs convergente d’apres Riemann.

Par négligeabilité on en déduit donc que ) f,gi) () est convergente.
On a donc démontré la convergence simple sur [a, +oo[ des ) f7(f) pour i € [0;k — 1].

e Pour z € [a,+oo[ona: 0 < car  — = est décroissante sur |1, +o00]

n(l

) ()] < nte”

a o0
On en déduit : ‘ fT(Lk) fartoel = sup )f,gk) (t)‘ < (lnsl))k
o0 tela,+oo[
; 1 o . (k)[m+mﬂ
On a vu ci-dessus que ) (n(n)yena Ctait convergente, donc par comparaison ‘ A est conver-

gente et » fflk) converge normalement (et donc uniformément) sur [a, +00|.

les fonctions f,, sont de classe C* sur [a, +-00]
eOnadonc:Vie [0;k—1], 3 f® converge simplement sur [a,400]

> f,(lk) converge uniformément sur [a, +00|
Par la généralisation du théoréme de dérivation des séries de fonctions, on en déduit que ¢ est de classe

k . @)y — & 20y _ KX (Cin(n))i
C" sur [a, +oo[ et que Vi € [0;k] , Vo € [a,+oo[ , ((z) = > fu'(x) = > —
n=1 n=1

e Comme ce résultat est valable pour tout k& € N*| alors on peut passer a ¢ est C° sur [a, +00[.

e Comme ce résultat est valable pour tout a > 1 et que I =]1,4o00[= | [a, +o0], alors on peut passer

a>1
a Cest C® sur 1.

: : ; LSS ),
eBilan: [Cest C®sur T et Vie N, Vz eI, (D(z) =3 =5
n=1




