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Autres écoles

Algebre
658. RMS 2025 1500 CCOIIN P P Sl . ... e solution p.415
Soit @ : P € R[X]|+— (X —b) (P'+ P'(b)) —2(P — P(b)) ou b € R.
(a) Pour P € R[X], montrer que b est racine de ®(P). Déterminer sa multiplicité si ®(P) est non nul.
(b) Déterminer le noyau de ®.

(c) Déterminer I'image de ®.

659. RMS 2025 1501 IV T P ST ... e e solution p.415
Soit F' un sous-espace vectoriel de M,,(C) tel que toute matrice non nulle de I soit inversible.

(a) On suppose que A et B sont dans F' et non nulles. Montrer que x — det(xA — B) est polynomiale. Préciser son degré
et son coefficient dominant.

(b) Montrer qu'il existe « € C tel que oA — B ¢ GL,,(C).
(¢) En déduire que dim(F') < 1 et préciser la nature de F.
660. RMS 2025 1502 COIN P P I . ... i e e solution p.416

(a) Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde.

Soit n € N. On souhaite montrer que la famille ((X + k)™) o<, est libre.

Soit ag,...,a, € C tels que > ax(X + k)™ = 0.
k=0

(b) Montrer que, pour tout p € {0,...,n}, > ap(X +k)? =0.
k=0

n
(¢) Montrer que, pour tout p € {0,...,n}, > apkP = 0. Conclure.
k=0

661. RMS 2025 1503 Navale P SI ... ... o e e solution p.416

Soient E, F' et G des K-espaces vectoriels, u € L(E, F),v € L(F,G) et w = v o u. Montrer que w est un isomorphisme si et
seulement si u est injectif, v est surjectif et F' = Kerv ® Im .

662. RMS 2025 1504 IV T P Sl ... e e solution p.417

Soient E' un espace vectoriel et A une partie de L(E) finie, non vide et telle que : Yu € A,uou € A. Faux tel quel, prendre
V(u,v) € A2 uove A
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663.

664.

665.

666.

667.

668.

(a) Soit u € A. Montrer qu'il existe n et p dans N* tels que u™™ = u".

(b) Soit m > n. Montrer pour tout k € N : ™ +*P = ¢

(c) Montrer que A contient un projecteur.

RIMS 2025 1505 IV T P Sl ... e e e e e e e solution p. 417
a 0 b
Etudier la diagonalisabilité de A= | 0 a+b 0 | pour (a,b) € C2.
b 0 a
RMS 2025 1506 EINSE A P Sl . ... e e e e solution p. 418
1
Soit M = o) : € Man41(R). Montrer que M est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.
1 1
RMS 2025 1507 CCIN P POl ... e solution p.418

Soit f: P € Ry[X] = P+ (X — a)P' — P(a).
(a) Déterminer Ker(f) et Im(f).

(b) Déterminer les éléments propres de f.

RMS 2025 1508 IV T P Sl ..o e e e solution p.418
0 —a -b
Soit M=| a 0 —c | avec(a,b,c) € R3.
b ¢ 0
(a) Trouver un polynéme annulateur de M de degré 3 .
(b) La matrice M est-elle inversible ? diagonalisable ?
(c) Montrer que les valeurs propres de M? sont négatives ou nulles.
RMS 2025 1509 CCIN P P ST ... e e e solution p.419

Soient n > 3 et A € M,,(R) une matrice non nulle vérifiant A3 +9A = 0.
(a) Montrer que Sp(A) C {0, 3¢, —3i}.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable sur C?

(¢) La matrice A est-elle diagonalisable sur R?

RMS 2025 1510 CCIINP P ST ... e solution p.419
1 g

SoitA=1| 5 42 1
A

(a) Quelles sont les valeurs propres de A?
(b) La matrice A est-elle diagonalisable ?
(c) Déterminer la dimension de Ker(A).
Soit & € L (M3(R)) définie par VM € M3(R), (M) = AMA.

(d) Déterminer les valeurs propres de ®.
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(e) L'application ® est-elle diagonalisable ?

(f) Quelle est I'image de ®7?

669. RMS 2025 1511 CCOIN P P Sl . ... e e e e solution p. 420
1 3 0
Pour a € R, on note M, = 0 4 0

a —2a a+l
(a) La matrice M, est-elle diagonalisable ?

(b) Déterminer le rang de M,,.

¢) Montrer qu'il existe P € GL3(R) tel que M_; = PAP~! avec A =
(c) q q

O O O
o = O
- O O

) Montrer qu'il existe A € M3(R) telle que A% = M_; si et seulement s'il existe B € Mj3(R) telle que B2 = A.
) Soit B € M3(R) telle que B?> = A. Montrer que BA = AB.

(f) En déduire les solutions B € M3(R) de B? = A.
) En déduire les solutions A € M3(R) de A% = M_;.

670. RMS 2025 1512 COIIN P P Sl ... e e solution p.421
Soit ¢ I'application qui 3 P € R3[X] associe le reste de la division de X2P par X* — 1.

a) Montrer que ¢ est un endomorphisme.

(c
(d

(a)

(b) Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R3[X], matrice que |'on notera A.
) Montrer que ¢ est diagonalisable. Préciser les valeurs propres et les sous-espaces propres.
)

La matrice A est-elle inversible ? Le cas échéant, préciser son inverse.

671. RMS 2025 1513 COINP P I . ... e e e e solution p.421
Soit n un entier impair > 3. On note E = R,,[X] et on définit & : E — E par VP € E,®(P) = P(1 - X) + P(0)X™.

(a) Montrer que ® est un endomorphisme de E et déterminer la matrice A de ® dans la base canonique.
n—1

(b) Montrer que ®*(1) =2+ Y (})(-1)*X*.
k=1

Expliciter A2. Vérifier que A? est triangulaire.

En déduire le noyau et I'image de .

Montrer que, si A € Sp(A), alors A\? € Sp(4?).

Montrer que si A € Sp(A?), alors I'une au moins des deux racines carrées de \ est valeur propre de A.
Déterminer le spectre de .

En déduire que ® est diagonalisable.

672. RMS 2025 1514 CCIN P P Sl ... e solution p. 422

(a) Soit A = < 2 8 ) € M3 (R). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ( a, b ) pour que A soit diagonalisable

dans R.
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(b) On considere des réels a, ..., oy et la matrice A = (a; ;) € Mop(R) définie par a; ; = a; si j =2p+1—i,eta;; =0
sinon. On note f I'endomorphisme canoniquement associé a A.

i. Ecrire la matrice A.

ii. Notons (e1,...,es, ) la base canonique de R? et E; = Vect(e;, eap11-;) pour tout i € {1,...,p}. Montrer que
les E; sont stables par f.
iii. Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, pour tout i € {1,...,p}, fiE, est diagonalisable.
iv. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur ( aq,. .., as, ) pour que A soit diagonalisable.
673. RMS 2025 1515 COIN P P Sl ... e e solution p. 423

On considére deux matrices A et B dans M, (R) de méme polynéme caractéristique x.
(a) On suppose que x posséde n racines distinctes dans R. Montrer que A et B sont semblables.

(b) Trouver deux matrices ayant le méme polyndme caractéristique, mais qui ne sont pas semblables.

674. RMS 2025 1516 CCOIIN P P Sl . ... e e e e e e solution p. 423

Soient A, B € M,,(R) et M = < 64 i ) € Mz, (R). On suppose que AB = BA.

a) Montrer que, si U et V sont deux matrices semblables et si R est un polynéme, alors R(U) et R(V') sont semblables.

(a)

(b) Soit P un polyndme. Exprimer P(M) a I'aide de P(A), P'(A) et B.

(¢) On suppose A diagonalisable et B = 0. Montrer que M est diagonalisable.
)

(d) Réciproque?

675. RMS 2025 1517 CCOIN P P Sl ... e e e solution p.424
Soit u un endomorphisme d’'un R-espace vectoriel. On suppose que u admet un polyndéme annulateur P non nul dont O est
racine simple. On rappelle que u est nilpotent s'il existe r € N* tel que v = 0.

(a) Donner une caractérisation de « 0 est racine simple de P » a I'aide des coefficients de P.
(b) Montrer que Ker(u) = Ker(u?).

(¢) On suppose u nilpotent. Montrer que u est nul.

676. RMS 2025 1518 CCOIIN P P Sl ... e e solution p.425
(a) Soient A, B € M,,(R) deux matrices semblables. Soit P € R[X]. Montrer que P(A) et P(B) sont semblables.

Soient A € M, (R) et M = < 81 i > € Mz, (R).

(b) Expliciter M* pour k € N.

(c) Soit P € R[X]. Exprimer P(M) en fonction de A, P'(A) et P(A).

)
)
(d) Montrer que si M est diagonalisable, alors A I'est aussi.
(e) Etudier la réciproque si A est inversible.

)

(f ontrer que, si A n'est pas inversible et si M est diagonalisable, alors A = 0.

677. RMS 2025 1519 I T P Sl ... e e e e e e solution p. 425
Soient A € M,,(C) et B = (
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678.

679.

680.

681.

682.

(a) Diagonaliser la matrice ( (1) (1) )

(b) On suppose A diagonalisable. Diagonaliser la matrice B.

RMS 2025 1520 CCIIN P P ST ... e e solution p.426
Soit (A, B) € (M,,(C))?. On suppose qu'il existe U € M.,,(C) non nulle telle que AU = UB.

(a) Montrer que si P € C[X] annule A, alors les valeurs propres de A sont racines de P.
(b) Montrer que, pour tout P € C[X], P(A)U = UP(B).

(¢) Montrer que Sp(A) N Sp(B) # @. On pourra raisonner par |'absurde.

RMS 2025 1521 CCIN P P Sl ... e e e solution p. 426
Soit u € L(C™), ou n > 1.
(a) Si u est diagonalisable, montrer que u? I'est également.
(b) Montrer que la réciproque est fausse a I'aide d'un contre-exemple.
(c) Soit A € C*. Montrer que Ker(u? — A?1d) = Ker(u — A1d) ® Ker(u + A 1d).
)

(d) On suppose u bijectif. Montrer que, sous cette hypothése, la réciproque de la premiére question est vraie.

RMS 2025 1522 CCIN P P ST ... e e e solution p.426
Soient (E,()) un espace euclidien, (ey,...,e,) une base orthonormée de E, (uy,...,u,) une famille de vecteurs telle que :
n
; [lus||? < 1.
n 2 n n
(a) Montrer que, pour tout (A1,...,\,) € R™ I3 Nug|| < (Z Af) . (Z ||u2|2>
i=1 i=1 i=1
(b) En déduire que la famille (uy + e1,...,u, + €,) est une base de E.
RMS 2025 1523 COIIN P P S . e e e solution p. 427

+oo
Pour A, B € R[X], on pose (A, B) :/ A(t)B(t)e ' dt.
0
(a) Montrer que (,) est un produit scalaire sur R[X]. Calculer (X* 1).

n
On note Q = Y a,X"* le projeté orthogonal de 1 sur Vect(X,...,X").

k=1
n

Soit P=1— Y ap(X +1)(X +2)--- (X +k).
k=1
(b) En déterminant (1 — Q, X*) pour i € [1,n], montrer que Vi € [1,n], P(i) = 0.

(c) En déduire I'expression de P.

+oo
(d) Montrer que inf / (1+agt+ -+ a,t™) e tdt =
0

(a1, ) ER™ n+1
RMS 2025 1524 CCINP PSI . ... o solution p. 428
Pour P,Q € R,[X], on note (P,Q) = > PHF)(1)Q™*)(1).
k=0

(a) Montrer que (,) est un produit scalaire sur R, [X].
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(b) Soit E = {P € R,[X], P(1) = 0}. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R,,[X] et déterminer sa dimension.

(c) Déterminer d(1, E).

683. RMS 2025 1525 COIIN P P Sl ... e e e solution p. 428
+oo
Pour P, @ € R[X], on note ®(P, Q) = / e tP(t)Q(t) dt.
0

(a) Montrer que ® est un produit scalaire sur R[X].

+oo
(b) Pour n € N, calculer / t"e " dt.
0

“+ o0

(c) Calculer inf et — at — b)? dt.
(a,b)ER? Jq

“+o0
(d) Soit H = {P € RN[X],/ te 'P(t)dt = O}. Montrer que H est un espace vectoriel et déterminer la distance de
0
X+1laH.

684. RMS 2025 1526 COIIN P P SI . ... . e e e solution p. 429
Soient E en espace euclidien, (e1,...,e,) une base orthonormée de E et p € L(FE) un projecteur orthogonal.

(a) Montrer que Vz € E, (p(z),z) = ||p(z)||*.

(b) Montrer que 3" [[p(e:)||? = re(p).

i=1
685. RMS 2025 1527 COIN P P Sl ... e e solution p. 430
a b c
Soient a,b,c € Ret A = ¢ a b |. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b,c) pour que A soit la
b ¢ a

matrice d'une rotation vectorielle.

686. RMS 2025 1528 I T P Sl .. ..o e e e e solution p.430
Soit M € Ms(R). On suppose que det(M) =0 et que MT = M?2.

(a) Montrer que M* = M.

o o

(b) Montrer que M est semblable & une matrice de la forme ( Z > ouacRetbe{0,1}.

(¢) On suppose que b = 0. Que peut-on dire de M ?
(d) Montrer que M? = M.

687. RIMS 2025 1529 IV T P Sl ... e e e e e e solution p. 431
Soit A € S, (R).

(a) Justifier I'existence d’un vecteur propre pour A.

A XXt

(b) Soit X un tel vecteur, on pose B = ( xxT A

) et Y, = (). Pour quelles valeurs de a le vecteur Y, est-il
propre pour B?

(c) La matrice B est-elle diagonalisable ? Si oui, donner une base de vecteurs propres.
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111 1/V2
(d) PourA=| 1 1 1 |etX=/| —v2 | trouver un polyndme annulateur de B de degré trois.
111 1/v2
688. RMS 2025 1530 IV T P Sl .. ..o e e e e e e e solution p. 432

Soient X € M, 1(R) et A= XXT.
(a) La matrice A est-elle diagonalisable ?
(b) Déterminer le rang de A. Quel est le spectre de A7

(c) Déterminer le polyndéme caractéristique de A.

689. RMS 2025 1531 CCIN P P SI . ... e i solution p. 432
Soit M € M, (R) telle que : M3 =1,,M # I,, e¢ MMT = MT M.

(a) Montrer que M7 M est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.
(b) Montrer que M € O, (R).

(c) On prend n = 3. Déterminer toutes les matrices de M3(IR) vérifiant les conditions de I'énoncé.

690. RMS 2025 1532 COIIN P P Sl ... e e e solution p. 433

(a) Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

r 2 r
(b) Montrer que, pour tout r € N* et pour tout (A1,...,A.) € R", (Z )\l) <r Y2

i=1
(c) Soit B € S,,(R). Montrer que (tr(B))? < rg(B) tr(B?).

Soit B € S, (R) tel que b; ; = 1 pour tout i et |b; j| < ﬁ pour tout i # j.
(d) Exprimer tr(B?) et montrer que tr(B?) < 2n.

(e) Montrer que rg(B) = n/2.

691. RMS 2025 1533 CCIN P P Sl . ... e solution p. 433
On considére M € M,,(R) telle que M(MTM)? = I,,.

(a) Montrer que M est inversible.
(b) Montrer que M est symétrique.
(¢) Montrer que M = I,,.

692. RMS 2025 1534 COIIN P P Sl . ... e e e e solution p. 434
Soit N = {M € M, (R), M"™ = 0}. Soit F un sous-espace vectoriel de M,,(R) tel que F C N.

(a) Montrer que toute matrice de A est trigonalisable. Que peut-on dire d'une matrice de A diagonalisable ?
(b) Déterminer F NS, (R).

. n(n—1)
(c) Montrer que dim F < =5,
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Analyse

693. RMS 2025 1535 CCOIN P P Sl ... .o e e e e solution p. 434
- o : ien défini
(a) Soit u, = > T Montrer que la suite (uy,),, est bien définie et qu’elle converge vers 0 .
k=n+41

(b) On pose v,, = (fl) -u,,. Déterminer la nature de la série 3" v,,.

694. RMS 2025 1536 CCINP P SI . ... e solution p. 434
(a) Rappeler le théoréme spécial des séries alternées.

(b) Etudier la nature de la série 3" cos (mn?In (1 + 2)).

695. RMS 2025 1537 CCOIN P P Sl ... e e e solution p.435
On définit une suite (up)nen par ug > 0 et, pour tout n € Ny w1 = S+

(a) Déterminer lim w,,.
(b) En déduire lim nu,,.

c) Déterminer la nature des séries > u,, et —1)"u,,.
(c)

696. RMS 2025 1538 CCOIIN P P SI . ... e e e solution p.435
Soit (uy) la suite définie par ug €]0, 5[ et Vn € N, uy,41 = sin(uy).

(a) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
. 5
(b) Etudier la nature de > u>.

(c) Etudier la nature de > u2.

697. RMS 2025 1539 CCIN P P Sl . ... e solution p. 435
n
Soit a > 1. Pour n € N*, on pose S,,(a) = > A et Ry(a) = > .

(a) Montrer que R, (a) —> 0.

n—-4oo

(b) Montrer que R, () 1

n—;\:i-oo (a=Dno—t-

(c) Nature de la série > 1;:7((3)) ?

698. RIMS 2025 1540 COIIN P P Sl ... e e e e solution p. 436

(a) Citer le théoreme spécial des séries alternées.

1" 2
(b) Montrer que la série > ( Tll) / e~"" dt converge. La convergence est-elle absolue ?
n

1

(¢) En déduire la nature de la série Z(—l)”/ e dt.
0

699. RMS 2025 1541 IV T P Sl ... .o e e e e e e e solution p. 436
On cherche les applications f de classe C! sur R vérifiant : (*) Vn € N*,Vz € R, f/(z) = M
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(a) Soit f vérifiant (*).
. En considérant des valeurs particuliéres de n, montrer que : Vo € R, f'(x) = f'(z + 1).

. Montrer que = — / '(t) dt est constante, puis que f’ est constante.

(b) Donner toutes les solutions du probléme posé.

700. RMS 2025 1542 COIN P P I . .. . e e e solution p. 437
Soit f € C%([a,b],R) telle que Vz € [a,b], f(a +b—z) = f(z).

(a) Montrer que/ tf(t)dt = a+b/ f@)

4 tett
b) Calcul —dt
(b) acuer/_ﬂlJrcos?(t)

701. RMS 2025 1543 IV T P SI ... o e e solution p.438

Soit E = C(R,R). Pour f € E, on pose, pour z € R*, ¢(f)(z) = 1 f(t)dt et ¢(f)(0) = f(0).
0

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme.
(b) Montrer que ¢ est injectif.

(c) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢.

702. RMS 2025 1544 IV T P SI ... e e solution p.438

2 ~
Pour n € N*, on note f,, : x — min (n, %) Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite (f,).

703. RMS 2025 1545 CCOIN P POl ... e e e solution p. 438
Pour tout n € N*, on considére la fonction f, : [0,1] — R définie par Vz € [0,1], f.(x) = sin (mce_mz).

(a) Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que I'on déterminera.
(b) Montrer que la convergence de la suite ( f,, ) est uniforme sur tout intervalle [a, 1] avec a €]0, 1].

(c) Déterminer lirf fn(1/n). En déduire que la convergence de la suite (f,,) n'est pas uniforme sur [0, 1].
n—-+0oo

704. RMS 2025 1546 CCOIN P POl ... e e e solution p. 438

PournGNetmGR,onposefn(x):fﬁjz siz >0, fo(zr) = si z < 0.

n;tg
14+nz?
(a) Etudier la convergence simple de (f,,).

(b) Etudier la convergence uniforme de (f,,).

705. RIMS 2025 1547 IV P Sl ... e e e e e e e solution p. 439
Etudier la convergence simple, puis la convergence uniforme, de la série de fonctions 3 (—1)"%
n>=1
706. RMS 2025 1548 CCIN P P SI ... o e e e solution p.439
Soit f = Z 1_?_7
n=1

(a) Déterminer le domaine de définition réel de f.
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(b) La fonction f est-elle continue sur son domaine de définition ?

(c) Déterminer un équivalent de f(t) lorsque ¢ tend vers 1 par valeurs inférieures.

707. RMS 2025 1549 IMT, CCIN P P Sl ... e e e solution p. 439

Pour z > 0 et n > 2, on pose u,(z) = mlnl(nm()n)

(a) Déterminer le domaine D de convergence de > u,.
(b) Montrer que la série > u,, ne converge pas normalement sur D.

(c) Montrer que, pour z > 1 et n > 2, le reste d'ordre n de la série vérifie : | R, (z)| < m

. too
(d) Etudier la continuité de S = Y u, sur D.

n=2

(e) Montrer que S est intégrable sur D.

708. RMS 2025 1550 CCIN P P ST ... e e solution p. 440
+DO n
Soit @ € R. Soit S : x +— Z_:O Pl

(a) Déterminer le domaine de définition de .S en fonction de a. On suppose pour toute la suite que |a| < 1.
(b) Montrer que S est continue sur R*

(c¢) Exprimer S(z + 1) en fonction de S(z) pour x > 0,

)

)

)
(d) Trouver un équivalent de S en O .
(e) Déterminer la limite de S en +oo.
)

(f) Déterminer un équivalent de S(z) en 4oc.

709. RMS 2025 1551 CCIN P P SI ... e e e solution p.441
+oo n
Domaine de définition de z — > m /
n=2
710. RMS 2025 1552 IV P SI ... e e solution p. 441

Pour n € N*, on note fy : & — 7oy

(a) Etudier la convergence simple de 3 f,..
n>1

(b) Etudier la continuité de S = > f,.

n>1

(¢) Donner un équivalent de S(z) lorsque = tend vers O .

711. RMS 2025 1553 CCOIN P POl ... e e e solution p. 442

+oo tan(
On considere f:z € R — Y, &rctan(nn),

n=1
(a) 1. Veérifier que f est bien définie sur R.
ii. La fonction f est-elle continue sur R?

iii. Que dire de la parité de f?
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+oo
(b) Ondonne: Y & = %2. Montrer que lim f(x) existe et donner sa valeur.
n=1 r—r+00
(c) Montrer que f est de classe C! sur R*.
(d) i. Caleuler lim f'(z).
z—0

ii. La fonction f est-elle dérivable en 07

(e) Que dire alors de I'allure de la courbe représentative de f7?

712. RMS 2025 1554 CCIN P P ST ... o e e solution p.443
Soit (uy,) la suite de fonctions définie par Vo € [0, 1], ug(x) =1 et, pour n € Nyup41(z) =1 +/ up (t —t3) dt.
0

Montrer que, pour tout n,u,, est de classe C*.

(a
(

b) Montrer par récurrence que, pour tout . € N et pour tout z € [0,1], 0 < w11 () — tp (2) <

RRCESNA
(c
(d

Montrer que > (un4+1 — uy,) converge normalement sur [0, 1].

) Montrer que (u,) converge uniformément sur [0,1] vers une fonction f non nulle, de classe C* et solution de Vz €

[0,1], f'(z) = f(z — 2°).

713. RMS 2025 1555 IV T P ST ... e e e solution p. 444

3 . 1. (71)n:1:2"'+1
Déterminer I'intervalle de convergence et la somme de 2>:1 e
n>=

714. RMS 2025 1556 CCINP PSL. ..o oo solution p. 444
“In(1 —
SoitF:x|—>—/ Mdt.
0

(a) Déterminer le domaine de définition de F.

+OO n
(b) Montrer que Va €]0,1], F(z) = > %5.
n=1
715. RMS 2025 1557 CCIN P P SI ... e e e solution p.445

“+ o0
Pour k € N et n € N*, on note I}, , :/ the=m dt et a, = nLLl
0

(a
(b
(c
(d
(e
(f

) Montrer que I}, est définie.

) Calculer I, ,,.

) Déterminer le rayon de convergence de Y a,z".
) Nature de > a,e™.

) Nature de > a,(—e)™.

) En déduire le domaine de définition de ) a,x".

716. RMS 2025 1558 CCIN P P ST ... e e e solution p.446
1
Soit, pour n € N, I, = / eVt de.
0

(a) Montrer que I,, est bien définie. Quel est son signe ?

(b) Déterminer les variations de (I,).
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Montrer la convergence et donner la limite de (1,,).

Montrer que, pour n € N* (n+ 1)I,, + I,_1 = e !

Nature de > I, et de > (—1)"I,?

)
)
(e) Trouver un équivalent de I,
)
) Déterminer le rayon de convergence de Y I,,z".
)

Soit # €] — 1,1[. On pose g, (t) = e~ t"z™ si t # 0 et g,(0) = 0. Montrer que > g,, converge normalement sur [0, 1].

. +oo
(i) Ecrire g(x) = > I,z™ sous la forme d'une intégrale.

n=0
717. RMS 2025 1559 CCOIN P POl ... e e e solution p. 446
+oo +o0o
On pose f(z) = > In(n)a" et g(z) = > In (1 — 1) a™
n=2 n=2

Déterminer les rayons de convergence de f et g.

(a
(b

Montrer que g est définie et continue sur [—1, 1].

d

)
)

(¢) Trouver une relation entre (1 — ) f(z) et g(z) pour z €] — 1, 1].

(d) Montrer que f est continue sur | — 1, 1] et prolongeable par continuité en —1.
)

(e) Trouver un équivalent de g, puis de f, en 17.

718. RMS 2025 1560 IV T P SI ... o e e solution p. 447
On note f:z+— e L

(a) Calculer le développement limité de f a I'ordre 2 en 0 .
(b) Que vaut f((0) pour n =0,1,27

n
(c) On considere la suite définie par ug = 1 et Vn € N,u,11 = > (})uy. Calculer uy et ug. Montrer pour tout n € N: 0 <

k=0
U, < nl.

—+oo
(d) Soit g : @+  “nax™. Montrer que le rayon de convergence R de cette série entiére est non nul.
n=0

(e) Justifier la dérivabilité de g sur | — R, R[ et montrer : Vz €] — R, R, ¢'(z) = e”g(z).
(f) En déduire : Vz €] — R, R, g(z) = f(x).

719. RMS 2025 1561 IV T P Sl ... o e e solution p. 448
1
Pour tout n € N, on pose I,, = / (1 - 2)"e 2" dz.
0

(a) Montrer que la suite (I,),en converge et calculer sa limite.
(b) Déterminer une relation entre I, et I, ;. Donner la limite de la suite (nl,)nen.
(c) Trouver des réels a,b et c tels que I, =a + 2 + -5 + 0 ().

n?2 n2

720. RMS 2025 1562 CCIN P P ST ... o e e e solution p.449

n

(a) Déterminer le rayon de convergence et le domaine de définition de © — > GG
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1
(b) Pour tout n € N, calculer o, = / (1 —t)t3"dt.
0

N-1

(c) Calculer ag + - -+ + a1 de deux maniéres différentes. En déduire que Zo B ETD =
e

(d) Mont JFZ I /1 d
ontrer que = .
q = (3n+2)(3n+3) o 141+ ¢2

1
dt
(e) Calculer I:A m

721. RMS 2025 1563 CCINP P ST ... ... e

1
Pour tout n € N, on note I,, = / In(1 4 ¢")dt.
0

(a) Montrer que (I,,) est bien définie.

(b) Montrer que (I,,) converge et déterminer sa limite.

1
/ In(1+w) du.
0

u

Si=

(c) Montrer que I,

~
n—-+oo

2
(d) On admet que > n% = % . Montrer que I, ~
n>1 n—

722. RMS 2025 1564 CCINP P SI ... ... e

On note pour n € N*z — fo(z) = 2 ((1+2)" —1) et I, = () da.

(a) Citer le théoreme de convergence dominée.

(b) Justifier la définition de I,,.

+oo
¢) Montrer que lim I, = -

723. RMS 2025 1565 IMT P ST ... e

“+o00
Pour n € N*, on pose a,, = / dt.
0

ch(t)»
(a) Montrer que (a,,) est bien définie.
(b) Etudier la limite de (a,,).

(c) Etudier la convergence de la série de terme général (—1)"a,,.

+o0o
(d) Déterminer le rayon de convergence de > a,z™.
n=1

724. RMS 2025 1566 CCINP PSI. ... . e

1
Pour tous p et n dans N*, on pose I,, , = / 2P (Inz)" da.
0

(a) Montrer que les I, ,, sont bien définies.
(b) Déterminer une relation entre I,,_q p, et I, p.

(c) Soit f:x €]0,1] — -L.. Montrer que f est intégrable sur ]0, 1].
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1 +oo
1
(d) Montrer que/ f(z)dx = —.

725. RMS 2025 1567 COIN P P L. .. .t e e e e e e solution p. 452
“+o0
On pose I, , = / the="* dt pour n € N*,k € N et a,, = % pour n € N*.
0

(a) Montrer I'existence de I,, ;, pour n € N* et k € N, et la calculer .

(b) Déterminer le rayon de convergence R de > a,z™.

c) Déterminer la nature de ) 2z et de Ao
e (—e)

tx

+o0 +oo
(d) Démontrer que, pour |z| < R, ona: Y apa” :/ ;
n=1 0 et —tx

726. RMS 2025 1568 COIN P P SI ... . e e solution p.452

+oo e
soitf;m/ arctan(zt)
0 t(1+12)

(a) Déterminer le domaine de définition de f.
(b) Etudier la dérivabilité de f et exprimer f’. Ind. Pour = # =1, trouver des réels a, et b, tels que m =

Ay

by
iz T 14222 -

(c) Donner une expression simple de f.

+oo t 2 t
(d) Calculer / %;Udt.
0

727. RMS 2025 1569 ENSE A P Sl . .. . solution p.453
+oo _—xt
On poseF:x»—>/ ¢ dt.
0 1+t

(a) Montrer que F' est définie sur |0, +o00[, mais pas sur [0, +o0].
(b) Montrer que F est positive et décroissante sur ]0, +oo.

(c) Montrer que F est C! sur ]0, +oo| et déterminer une équation différentielle vérifiée par F.

728. RMS 2025 1570 IMT P Sl ... e solution p.454
+oo —t
Soit ¢ : x — / eT sin(xt) dt.
0
(a) Montrer que ¢ est définie sur R.
(b) Montrer que ¢ est continue et dérivable sur R.

(¢) Exprimer ¢ puis ¢ a I'aide de fonctions usuelles.

729. RMS 2025 1571 CCIN P P SI ... e solution p.455

t —at

+oo _—=x
Soienta e R}, bcRetg:z— / £ -° cos(bt) dt.
0

(a) Montrer que g est définie sur R .

(b) Montrer que g est de classe C* sur R* et déterminer ¢'.
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730.

731.

732.

733.

734.

735.

(¢) En déduire g.

RMS 2025 1572 IV T P S .. e e solution p.456

+I>O 1 1 2t2
On considére f : x / In(1 +2°4%)
0 1+ ¢2

(a) Montrer que f est de classe C! sur |0, +oo].
(b) Calculer f'(z).

RMS 2025 1573 CCIN P POl ... e e e solution p. 457

oo h(t
On considére g : = — / e‘””t#
0

(a) Déterminer le domaine de définition D, de g.

(b) Montrer que g est de classe C! sur D, et calculer ¢/(z).

(c) Déterminer (g(n))n>2-

(d) Déterminer une expression simplifiée de g.
RMS 2025 1574 CCIN P POl ... e solution p. 458
Soit o > 0. Soit fo : t —> %o sin® ¢ cos™ t.

n=0

(a) Donner I'intervalle de définition de f,.

(b) Pour t € [0, 7], donner une expression simple de fo(t).

w/2
(¢) Pour quelles valeurs de «, I'intégrale / fa(t) dt converge-t-elle ?
0

/2
Pour tout n € N, on pose u,(a) = / sin® t cos™ t dt.
0

(d) Pour quelles valeurs de «, la série > wu, () converge-t-elle ?
+oo
(e) Calculer > u,(3).

n=0

RMS 2025 1575 COIN P POl ... . e e e e e solution p. 458
On considére I'équation différentielle (E) : t2y” +ty' +y = % +t sur R

(a) Enoncer le théoreme de Cauchy linéaire.

(b) On pose g : x + f(e”). Montrer que f est solution de (E) sur R si et seulement si g est solution d'une équation
différentielle du second ordre que I'on déterminera.

(c) Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

RMS 2025 1576 IV T P S ... e solution p.459
 =y+z
Résoudre le systtme { 3/ ==z

!

zZ =x+yt+z

RMS 2025 1577 COIN P P Sl . e e e e solution p. 459
-2 -2 0
Soient A = 2 3 0 | et(S5) lesysteme différentiel X' = AX.
1 0 3
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(a) Montrer que A est diagonalisable.
(b) Expliciter P et D telles que A = PDP~!.

(c) On note U = P~1X. Déterminer le systéme différentiel vérifié par U et le résoudre. Déterminer alors les solutions de
(5).

(d) Soit (S') le systéme différentiel X" = AX. Déterminer les solutions réelles de (S’).

(e) Soit E I'ensemble des solutions réelles bornées de (S’). Montrer que E est un espace vectoriel et déterminer sa dimension.

736. RMS 2025 1578 CCIN P P SI ... e e e e solution p. 460
Pour (z,y) € R x R%, on note f(z,y) = 22y + yIn*(y).

(a) Déterminer le(s) point(s) critique(s) de f.

(b) Nature globale de ce(s) point(s) critique(s).

Probabilités
737. RMS 2025 1579 Navale P Sl ... ... e solution p.460
Soit X une variable aléatoire telle que Vk > 1,P(X = k) = 5L
(a) Vérifier que I'on définit bien ainsi une distribution de probabilités sur N*.

(b) Déterminer la fonction génératrice de X.

(c) Calculer E(X) et V(X).

738. RMS 2025 1580 IV T P ST ... e solution p.460
Soient a,n € N*. On dispose N = an boules dans n urnes, indépendamment les unes des autres. Soit T; la variable aléatoire
égale a 1 si I'urne i est vide, égale a 0 sinon. Soient Y,, le nombre d'urnes vides et S,, = };

(a) Déterminer la loi, I'espérance et la variance de T;.
(b) Déterminer I'espérance et la variance de S,,.
739. RMS 2025 1581 CCIN P P SI ... e e e e solution p.461

Une urne contient n > 2 boules numérotées de 1 a n. On effectue une suite de tirages avec remise. On note X, la variable
aléatoire égale au rang du tirage pour lequel on obtient pour la premiere fois une boule différente de celle obtenue au premier
tirage.

(a) Déterminer la loi de X,,. Vérifier que c'est bien une loi de probabilité.
(b) Veérifier que X,, est d'espérance finie, calculer E(X,,) et commenter le résultat obtenu.

On note Y}, la variable aléatoire égale au plus petit rang du tirage pour lequel toutes les boules ont été tirées au moins une fois.
(c) Déterminer la loi de Y5. Déterminer P(x,_; (Y3 = j).

(d) Déterminer la loi de V3.

740. RMS 2025 1582 COIN P P Sl .. . e e solution p.462
Soit N € N*. On dispose d'une urne contenant N boules, dont r blanches et N — r noires. On effectue des tirages successifs
et sans remise. On note X le nombre de tirages nécessaires pour tirer toutes les boules blanches.

(a) Déterminer la loi de X et son espérance pour r =1etr = N.
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(b) Dans cette question, 1 <7 < N.

i. Quelles sont les valeurs possibles de X 7

k—1
ii. Montrer que P(X = k) = (Egi)

(c) Donner une relation entre (*) et (zq’:}), puis montrer que E(X) = r
Ind. On pourra raisonner par récurrence sur N.

N+1
r+1 -

741. RMS 2025 1583 COIN P P SI ... e e solution p.463
Soit ( X,Y ) un couple de variables aléatoires tel que X suive la loi de Poisson de paramétre \ et que la loi conditionnelle de
Y sachant X = n est une loi binomiale de paramétres n et p avec p €]0, 1[.
(a) Déterminer la loi de (X,Y).
(b) Déterminer la loi de Y.

)
(c¢) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
)

(d) Exprimer la loide Z =X —Y.
742. RMS 2025 1584 CCIN P P Sl ... e e solution p.464
Soient p €]0,1], (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N? tel que P(X = k,Y =n) = 2 (})p(1 — p)" si

E<n, et (X =k, Y =n)=0sinon.

(a) Déterminer la loi de Y.

“+o00
(b) Rappeler le développement en série entiére de z — 1 au voisinage de 0. Justifier que Vz €] — 1,1[, 3_ (})a" " =

n==~k
1
(I—z)kTL"
(c) Déterminer la loi de X.
743. RMS 2025 1585 COIN P P SI ... e e solution p.464

On note, pour tout n > 1, p, = @A™ la probabilité qu'une famille ait exactement n enfants, ot 0 < A < let (1+a)XA < 1. La
probabilité d'avoir un garcon est ¢ = 1 — p, ot p €]0, 1] est la probabilité d'avoir une fille.

(a) Calculer la probabilité qu'une famille n'ait aucun enfant.

+o0o
(b) Soit €] — 1,1]. Calculer Y~ (})z™.
n=~k

(c) Calculer la probabilité qu'une famille ait exactement k garcons.

(d) Calculer la probabilité qu'une famille ait au moins deux garcons, sachant qu’elle en a au moins un.

744. RMS 2025 1586 CCOIN P POl . ... e e e e solution p. 465
Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes, toutes les deux de loi P(X) ot A > 0.

(a) Rappeler la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) On pose U = min(X,Y) et V = max(X,Y). Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?

(¢) Méme question avec U +V et U — V.

745. RMS 2025 1587 CCIN P P SI ... o e e solution p.466
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi, d'espérance et de variance finies. On suppose que
X+Y+1~G(p),ou0<p<l.
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(a) Déterminer I'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer la fonction génératrice de X.

(¢) En déduire la loi de X.

746. RMS 2025 1588 CCIN P P SI ... e e e solution p.466

Soit (Xk)>, une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que X} ~ B (py) avec ngr_?oo % =pel0,1].

n
Soit S,, = Z Xi.
k=1
(a) Déterminer I'espérance de %’"

(b) Déterminer la limite éventuelle de (V (%”))n>1

(c) Montrer que Ve > O,HEIEOOIP) (|Sn—" — bEdbe ] > 2) =
. Sn _
(d) Montrer que Ve > 0, lim P (|2 —p| =€) =0.
747. RMS 2025 1589 CCINTP P SI. ... ..ottt e solution p. 466
(a) Soit M = ( 2 ;Z ) € M3 (R). Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) pour que M soit diagonalisable

sur R.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de paramétre p; et py respectivement.
. 0 -X
Soit M = ( X 9y ) € Ms(R).

(b) Pour n € N, déterminer P(Y > n).

(¢) Quelle est la probabilité que M soit diagonalisable ?

(d) Déterminer la probabilité que M soit diagonalisable si X et Y sont indépendantes et suivent la loi B(n,1/2).
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Autres écoles

Algebre
658. RMS 2025 1500 CCOINP P I ... . e e e énoncé p. 107
Soit & : P € R[X] — (X — b) (P’ + P'(b)) — 2(P — P(b)) ot b € R.
(a) Pour P € R[X], montrer que b est racine de ®(P). Déterminer sa multiplicité si ®(P) est non nul.
(b) Déterminer le noyau de ®.
(c) Déterminer I'image de ®.

SOLUTION. — ~ RMS 2024 1549, RMS 2023 1348

(a)

(b)

O(P)= (X —b) (P + P'(b)) —2(P — P(b)) donc ®(P)(b) =0

puis ®(P) = (X —b)P" — (P’ — P/(b)) s’annule en b  puis ®(P)"” = (X — b)P"’ donc si ®(P) est non nul alors la
multiplicité de b dans ®(P) vaut 3+la multiplicité de b dans P"”

P cKer(®) <= ®(P)=0=)®(P)" = (X -b)P" =0 <= P" =0 <= P cRy[X].

Réciproque de I'implication (k) : si ®(P)” = 0 alors ®(P) est de degré < 1 avec b racine de multiplicité au moins 2
donc ®(P) =0

On a alors Ker(®) = Ry[X].

Vu la question 1, Im(®) C (X — b)*R[X]

On pose pour n > 3 : @, : P € R,[X] = (X —b) (P' + P'(b)) — 2(P — P(b)) alors Im(®,,) C (X — b)°R,,_3[X] de
noyau Ry [X] donc par la formule du rang dim Im(®,,) = (n+1)—3 = n—2 = dim(R,,_3[X]) = dim((X —b)3R,,_3[X])
donc ®,, est surjective.

Donc tout élément de (X — b)3R[X] est dans un (X — b)3R,,[X] donc admet un antécédent dans R, [X] par ®,, qui
est un antécédent dans R[X] par .

L’image de ® est (X — b)3R,,_3[X].

659. RIMS 2025 1501 IV T P S, ...ttt e e e énoncé p. 107
Soit F' un sous-espace vectoriel de M,,(C) tel que toute matrice non nulle de F soit inversible.

(a)

(b)
()

On suppose que A et B sont dans F' et non nulles. Montrer que = +— det(zA — B) est polynomiale. Préciser son degré
et son coefficient dominant.

Montrer qu'il existe o € C tel que oA — B ¢ GL,,(C).

En déduire que dim(F') < 1 et préciser la nature de F.

SOLUTION. —
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(a) A,(z) = det(zA — B) est le déterminant de la matrice dont les coefficients sont les a; jo — b; ; Montrons par
récurrence sur n que c'est un polynéme de R, [X] de coefficient de degré n égal a det(A) (on en déduira que c’est
un polynéme de degré exactement n parce que A est dans F', non nulle done inversible donc det(A) # 0).
e n =1:immédiat
e HR aurangn —1
« rang n : par développement selon la ligne 1, A, (z) = det(zA — B) = >7_ (=1)" " (a1 52 — b1 ;) det(A1 ;)
on applique 'HR & A; ; qui a la méme forme donc det(A4; ;) est un polynéme de R,,_1[X] de coefficient de
degré n — 1 égal & det(A4; ;)

par somme de polynémes de degré 1+ deg(A; ;), le degré de A, (x) est inférieur ou égal & n et le coefficient de
degré n est Z?zl(fl)jﬂal,j det(A; ;) = det(A) # 0 (par développement selon la ligne 1 de det(A)).

(b) tout polynéme de degré n # 0 a au moins une racine complexe « d’oti I'existence.

(¢) Si dim(F) > 2 on prend deux matrices A et B de F linéairement indépendantes et on trouve par (b) une matrice
C = aA+ B € F non inversible et non nulle (si elle était nulle A et B ne seraient pas libres) ce qui contredit que
toute matrice non nulle de F' est inversible.

Donc dim(F') < 1 donc F = {0} ou F = Vect(M) est une droite vectorielle engendrée par une matrice M inversible.

660. RMS 2025 1502 CCINP P Sl ... ..o e énoncé p. 107

(a) Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde.
Soit n € N. On souhaite montrer que la famille ((X + k)", est libre.

Soit ag, . ..,a, € C tels que > ax(X + k)™ = 0.
k=0

(b) Montrer que, pour tout p € {0,...,n}, > ap(X + k)P =0.
k=0

n

(¢) Montrer que, pour tout p € {0,...,n}, > apkP = 0. Conclure.
k=0

SOLUTION. —RMS 2020 1187

1 ay a} ap™?
1 ay a3 ... ay™!
(a) Vandermonde : pour V.= | . |yonadet(V) =][,¢;cjcnla; — ai).
. . . . = =
1 a, a2 an—1

(b) Soit ag,...,an, € C tels que Y ap(X + k)™ =0.
k=0

Pour p € {0,...,n}, on dériven—p fois: > (n(n—1)...(p+1))ax(X +k)? = 0 et on obtient le résultat en divisant

k=0
parn(n—1)...(p+1).
1 1 1 ce 1 (67}
0 1 2 ... n aq
2 12 o2 2
(¢) On évalue (b) en 0 pour chaque p, ce qui s’écrit matriciellement VX = 0° 17 27 ... »n @2 | = 0 mais
or 1™ 2 ... n" Qi

V est inversible (voir déterminant de la question (a) en ajoutant une ligne et en transposant) donc X = 0 donc les
«; sont tous nuls.

661. RMS 2025 1503 Navale P SI . ... .. e e énoncé p. 107

Soient E, F et G des K-espaces vectoriels, u € L(E, F),v € L(F,G) et w = v o u. Montrer que w est un isomorphisme si et
seulement si u est injectif, v est surjectif et F' = Kerv & Im .

SOLUTION. —RMS 2015 875
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662.

663.

— soit « € Ker(u) alors u(z) = 0 donc w(z) = v o u(z) = 0 mais w bijective donc u = 0 : u est injective.
— soit z € G, comme w est bijective, il existe € E tel que z = w(x) = vou(x) € Im(v) : v est surjective.

— Soit y € Kerv N Imu alors il existe « € E tel que y = u(z) puis v(y) = w(z) = 0 mais w bijective donc x = 0
donc y = u(x) = 0 : la somme est directe.

— Soit y € F. Apres une petite analyse au brouillon ... : v(y) € G mais g est surjective donc il existe x € E tel
que v(y) = w(x) =vou(zr). On éerit y = (y —u(x)) +u(z) € Ker(v) +Im(u) (Pautre inclusion est immédiate) :
la somme Kerv + Im u vaut F.

= — linéarité par composition
p p
— z € Ker(w) <= vou(z) =0 on décompose y = u(x) € Feny =u(z) =yx +yr ot (yx,yr) € Kerv x Imu.

vou(x) =0= v(yx +yr) = 0 = v(ys) = 0 donc y; € Kerv NImu = {0}. Puis u(x) = yx € Im(u) donc
yrx € KervNImu = {0}. Donc = 0 : w est injective.

(y), on écrit y = yr + yr o
(yx +yr) = vou(r) = w(x) :

— Soit z € G, comme v est surjective, il existe y € F' = Kerv ® Imwu tel que z =
(yx,yr) € KervxImu. Puis y; € Imu peut s’écrire y;y = u(x). Alors z = v(y) =
w est surjective.

RIS 2025 1504 IV T P SI. ..o e e e e e énoncé p. 107
Soient E' un espace vectoriel et A une partie de L(E) finie, non vide et telle que : Yu € A,uou € A. Faux tel quel, prendre
V(u,v) € A2 uov e A

(a) Soit u € A. Montrer qu'il existe n et p dans N* tels que u™™? = u".
(b) Soit m > n. Montrer pour tout k € N : u™TkP = ¢m,

(¢) Montrer que A contient un projecteur.

SOLUTION. —Je pense qu'il faut rectifier ’énoncé en disant V(u,v) € A%, uowv € A. On s’en sort a la question (a) en
choisissant k sous forme de puissances de 2 ce qui ne change pas grand chose au raisonnement, mais je suis plus embétée
pour la question (c¢) ol je ne vois pas comment faire pour que mes puissances soient des puissances de 2. Je confirme :
prendre u une rotation d’angle 27/3. Alors A := {u, u?} est stable par passage au carré mais ne contient pas de projecteur.

CC

(a) {u* | k € N} C A donc est fini donc il existe i < j tels que u’ = u/ donc en composant par u : u*+! = u/*1 (pour ne
pas avoir de puissances nulles), puis on appelle n =14+ 1 et p = j — 4 qui sont bien dans N* et vérifient u" P = u".

(b) Soit m > n. En composant encore par «™~"™ on a u™*P = y™. Puis on montre par récurrence sur k : u™ TP =™

e k=0 évident, k = 1 on vient de le dire
o hérédité : si la propriété est vraie au rang k : vt = ™ on compose par u? : umTEEDP = ymir — 4m
(d’apres le rang k = 1)
(c) On a montré que pour tout m > n et k € N on a u™T+P = y™

on lécrit pour k = n et m = np > n ce qui donne u"P+"P = y"P : y"P est un projecteur et un élément de A (on
montre par récurrence immédiate que les puissances de u sont dans A). Donc A contient un projecteur.

RMS 2025 1505 IV T P Sl .. énoncé p. 108
a 0 b
Etudier la diagonalisabilité de A= 0 a+b 0 | pour (a,b) € C2.
b 0 a
SOLUTION. —RMS 2020 1197
0 0 1 1 0 1
Onobserveque A [ 1| =(a+b) 1] et A| 0| =(a+b) | 0] donc (a+ b) est valeur propre et Vect 11,0 C
0 0 1 1 0 1
E.1(A) : (a+b) est au moins de multiplicité 2.
1 1 1
On observe que A| 0 | =(a—b) | 0 | donc (a—1b) est valeur propre et Vect [ 0 | C E,_(A) : (a—b) est au moins
-1 -1 -1

de multiplicité 1.
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664.

665.

666.

)
—
—

La famille 11,({0],( O est une base de M3 1(C) formée de vecteurs propres de A, donc A est diagonalisable.
1 —1
RMS 2025 1506 ENSE A P Sl . ... o e énoncé p. 108
1
Soit M = 0) € Map11(R). Montrer que M est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.
1 ... 1

SoLuTIiON. —RMS 2019 1221 RMS2009 357 X ESPCI PC RMS2013 971 TPE EIVP PSI RMS2020 1301 CCINP PC
On va supposer que n > 1, je ne vois pas I'avantage d’avoir une matrice d’ordre impair.
M symétrique réelle donc diagonalisable.
M de rang 2, donc 0 est valeur propre et I’espace propre est de dimension 2n — 1, égale a la multiplicité de la valeur
propre 2.
Donc xp = X" H(X — A\)(X — p).
La trace de A est la somme des valeurs propres donc A + p =1
A est diagonalisable donc semblable & D = diag(0, . ..,0, A, u) donc A? est semblable & D? = diag(0, ..., 0, A%, u?). La trace
de A? (matrice de My, 41(R) composée de 1 sauf en position (2n+1,2n+1) ottil y a 2n + 1) vaut donc A\? + p? = 4n+1
On résout { 22 _i\/—;ﬂ:_47$+ | = { 22 i—;ﬁ 2_n1: o les solutions sont A = 7““/@ et u= 71_\/2“’W
SEP : on trouve assez facilement que Eo(M) = Vect (X1 — X;)y¢,; <o, (les X; étant les éléments de la base canonique de
Maony11(R).

1

Puis on trouve que Ex(M) = Vect | - | (et pareil pour E,(M)).

RMS 2025 1507 CCINDP P ST ... e énoncé p. 108
Soit f: P €R,[X]|—~ P+ (X —a)P’' — P(a).

(a) Déterminer Ker(f) et Im(f).

(b) Déterminer les éléments propres de f.

SOLUTION. — RMS 2024 1549

(a) On remarque déja que les polynémes constants sont dans Ker f.
Soit P € Ker f avecdegP =p>1: P =aXP+ ... avec a # 0 et p > 1. En examinant les termes de degré p, on
obtient (p 4+ 1)a = 0 ce qui n’est pas possible.
On en déduit que Ker f = Ro[X].

(b) Par le théoréeme du rang, dimIm f = n. Or f(P)(a) = 0 donc (X — a)|f(P) donc Im f C (X — a)R,,—1[X] et avec
légalité des dimensions, Im f = (X — a)R,,—1[X].

(c) 0 est déja vp et Ker f = Ro[X].
Sik>1, f(X¥)=(k+1)X*+ ... donc les (k+ 1)1<k<n sont vp simples. f admet n + 1 vp 2 & 2 distinctes donc
est diagonalisable et les sep sont des droites.
Pour k > 1, f((X —a)*) = (k + 1)(X — a)* donc Ker(f — (k + 1)id) = Vect((X — a)¥).

RIMS 2025 1508 IV T P SI. .. o e énoncé p. 108
0 —a -b

Sot M=| a 0 —c | avec (a,b,c) € R3.
b ¢ 0

(a) Trouver un polynéme annulateur de M de degré 3 .
(b) La matrice M est-elle inversible ? diagonalisable ?

(c) Montrer que les valeurs propres de M? sont négatives ou nulles.
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SOLUTION. —

0 —a -b —a? — b? —be ac
@ M= a 0 -—c M? = —be —a? -2 —ab
b 0 ac —ab —b? — 2
0 a(a®>+b*+c?)  b(a®>+b*+c?)
M3 = fa(a2+b2+02) 0 c(a2+b2+c2) :—(a2—|—b2—|—62)M
—b (a2 +b2—|—62) —c (a2 + b2 +02) 0

Un polynéme annulateur est P = X? + (a? +b? + ¢?) X = X(X? 4 (a® + b* + ¢?))

(b) o MT=—M donc det(MT) = det(—M) = —det(M) donc det(M) =0 : M n’est pas inversible
o Les valeurs propres de M sont racines de P donc Sp(M) C {0, £iva? + b2 + %}

Si M diagonalisable dans M3(R), elle a pour matrice semblable la matrice nulle car 0 est la seule valeur propre
réelle possible, donc M est la matrice nulle.

Dans M3(C), si M est nulle elle est diagonalisable et si M est non nulle elle annule le polynéme P scindé a
racines simples donc M est diagonalisable dans Mj3(C).

(c) M* = — (a2 + b2 + 02) M? alors Q = X2 + (a2 + b2 + 02) X=XX+ (a2 +b% + 02)) est un polynéme annulateur
de M? donc les valeurs propres de M? sont racines de @ donc 0 ou — (a2 +0% + 02) <0.

667. RMS 2025 1509 CCOIIN P P Sl ... o e e e e énoncé p. 108
Soient n > 3 et A € M,,(R) une matrice non nulle vérifiant A3 +9A = 0.

(a) Montrer que Sp(A) C {0, 3¢, —3i}.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable sur C?

(¢) La matrice A est-elle diagonalisable sur R?

SOLUTION. — RMS 2024 1557
(a) P=X349X = X(X — 3i)(X + 3i) est un polyndéme annulateur de A donc Sp(A) C {racines de P} = {0, 3i, —3i}.
(b) Il existe un polyndme annulateur scindé a racines simples donc A est diagonalisable sur C.

(¢) Si A est diagonalisable sur R elle est semblable & la matrice nulle car 0 est la seule valeur propre réelle, donc A est
nulle, ce qui est exclu ici, donc A non diagonalisable sur R.

668. RMS 2025 1510 CCINP PSI. ... .0 énoncé p. 108
1 g2
Soit A= | j 42 1
1

(a) Quelles sont les valeurs propres de A?
(b) La matrice A est-elle diagonalisable ?
(c) Déterminer la dimension de Ker(A).
Soit ® € £ (M3(R)) définie par VM € M3(R), &(M) = AMA.
(d) Déterminer les valeurs propres de ®.
(e) L'application ® est-elle diagonalisable?

() Quelle est I'image de ®7?

SOLUTION. — ~ RMS 2022 1136
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ii.

ii.

i. On observe que A est de rang 1 (car elle est non nulle et ses colonnes sont 2 & 2 proportionnelles), donc 0 est

valeur propre de multiplicité > 2, et x4 = X?(X — \) pour un certain A € C.

De plus la somme des valeurs propres de A est égale & la trace de A, donc 0 +0+ X =tr(A) =1+j+ 52 =0,
donc A = 0. Ainsi x4 = X2 et 0 est I'unique valeur propre de A.

Rq. On peut aussi calculer directement y 4, mais c’est un peu plus fastidieux.

Si A était diagonalisable, elle serait semblable & la matrice nulle (matrice diagonale de coefficients diagonaux
les valeurs propres de A), donc égale a la matrice nulle, ce qui n’est pas le cas. Donc A n’est pas diagonalisable.

i. L’image de @ est le sous-espace de M3(C) engendré par les neuf images ®(E1 1), ®(E12), ®(E13),...,P(Es,3)

des matrices élémentaires de M3(C).

Or on vérifie par le calcul que ces neuf images sont toutes multiples de A : on trouve ®(E; 1) = A, ®(F; o) = j2A
et ®(E;3) = jA, les six autres cas étant des multiples de ces trois premiers cas (par exemple AEs 1 = j2AFE) 1,
donc ‘I’(Eg,l) = j2(I)(E1’1)).

Donc Im(®) = Vect(A).

Méthode 1.

On note que pour tout M € Mj3(C), ®*(M) = ®(AMA) = A2MA? et ®3(M) = ®(AZMA?) = A3SMA3 =0
puisque A3 = 0 (par Cayley-Hamilton). Donc ®3 = 0 (endomorphisme nul), de sorte que la seule valeur propre
possible de @ est 0.

Et vu le point précédent, 0 est bien valeur propre de ® (puisque Ker(®) n’est pas réduit & {0}, puisque P est
de rang 1, donc de noyau de dimension 8 par théoréme du rang). Donc Sp(®) = {0}.

M¢éthode 2.

Par le point précédent, 0 est valeur propre de ® (de multiplicité > dim(Ker(®)) = 8).

De plus, si M est un vecteur propre de ® associé & une valeur propre A # 0, alors M € Im(®) = Vect(A)
(car ®(M) = AM donne M = ®(;M) si A # 0), donc M est multiple de A. Or ®(4) = A% = 0 (par
Cayley-Hamilton), donc ®(M) = 0, ce qui contredit ®(M) = AM # 0.

Ainsi @ n’a pas de valeur propre non nulle, et donc Sp(®) = {0}.

669. RMS 2025 1511 COIIN P P SI ... o énoncé p. 109
1 3 0
Pour o € R, on note M, = 0 4 0

a —2a a—+1

(a) La matrice M, est-elle diagonalisable ?

(b) Déterminer le rang de M,,.

0 0 O
(c) Montrer qu'il existe P € GL3(R) tel que M_; = PAP 1avecA=|[ 0 1 0
0 0 4

(d)
()
(f)

)

(g

Montrer qu'il existe A € M3(R) telle que A% = M_; si et seulement s'il existe B € M3(R) telle que B2 = A.
Soit B € M3(R) telle que B? = A. Montrer que BA = AB.

En déduire les solutions B € M3(R) de B? = A.

En déduire les solutions A € M3(R) de A% = M_;.

SOLUTION. —

X -1 -3 0
=] 0 X -4 0 = (X —1)(X —4)(X — (v + 1)) par calculs par blocs.
—a 20 X —(a+1)

si o ¢ {0,3} : alors s, est scindé & racines simples donc M, est diagonalisable
sia=0:yu, = (X -1)2(X —4)

o la valeur propre 4 est simple donc dim(E4(My)) = my
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670.

671.

o la valeur propre 1 est double et dim(E;(My)) =3 —rg

o O O

-3 0
-3 0] =2=mq : My est diagonalisable
0 0

e sia=3:yn = (X —1)(X —4)?

o la valeur propre 1 est simple donc dim(E; (M3)) = mq

3 -3 0
o la valeur propre 4 est double et dim(E4(M3))=3—1rg| 0 0 0] =1 my : M3 n’est pas diagona-
-3 6 0
lisable
(b) les deux premieres lignes (ou colonnes) sont libres. Si a = —1, rg(M,) = 2 et sinon rg(M,) = 3.

(c) Vula question 1, M_; est diagonalisable de valeurs propres 1, 4 et 0 donc il existe P € GL3(R) tel que M_; = PAP~!
0 0 O
avecA=| 0 1 O
0 0 4
(d) A22=M_ & P 'A’P=P M P < (P'AP)?=A <= B?=Aenposant P 1AP =B < A=
PBP~!.

(e) Si B2 = A alors BA = B3 = AB.

0 0 0
(f) En résolvant BA = AB on trouve que B est diagonale puis B2 = A donne B= [0 +1 0
0 0 =£2

(g) Les matrices qui vérifient A2 = M_; sont, selon la question 4, les 4 matrices A = PBP~! avec B l'une des 4
matrices de la question 6.

RMS 2025 1512 COIN P P ST ... e e énoncé p. 109
Soit ¢ I'application qui 3 P € R3[X] associe le reste de la division de X2P par X* — 1.

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme.

(b) Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R3[X], matrice que 'on notera A.

(¢) Montrer que ¢ est diagonalisable. Préciser les valeurs propres et les sous-espaces propres.

(d) La matrice A est-elle inversible ? Le cas échéant, préciser son inverse.

SoLuTION. — RMS 2025 1278 Centrale PSI, RMS 2016 908 CCEM PSI
L’application va de R3[X] dans R3[X] (par théoréme de la division euclidienne).
Si A et B sont dans R3[X] et A € R, et si C' = A+ AB alors, le théoréme de la division euclidienne donne l'existence et
I'unicité d'un couple (Qa, Ra) avec deg(R4) < 3 (resp (Qp, Rp) avec deg(Rp) < 3 et (Qc¢, Rc) avec deg(R¢) < 3) tel
que X2A = (X*—1)Qa + Ra (resp X?B = (X*-1)Qp + Rp et X2C = (X* - 1)Q¢c + Ro).
Or X200 = X?2A+)2X2B=(X*—1)Qa+Ra+ MN(X*-1)Qp + Rp) = (X* - 1)(Qa + A\QB) + (Ra + ARp).
Mais deg(R4 + ARp) < 3 donc par unicité de I'écriture Qc = Qa4 + A@Qp et Rc = Ra + A\Rp.
Donc Rc = f(C) = f(A+ AB) = Ra+ ARp = f(A) + Af(B). Donc f est bien un endomorphisme de R3[X].
0 01 0

La matrice de f dans la base canonique de R3[X] est A = , qui est inversible (son déterminant vaut 1) et

0 0 01
1 0 00
01 0O
diagonalisable (A? = I, donc A est une symétrie et donc f aussi).

RMS 2025 1513 CCINP P ST ... . e énoncé p. 109
Soit n un entier impair > 3. On note £ = R,,[X] et on définit & : £ — E par VP € E,®(P) = P(1 - X) + P(0)X™.

(a) Montrer que ® est un endomorphisme de E et déterminer la matrice A de ® dans la base canonique.

(b) Montrer que ®(1) = 2 + nz_jl () (=1)FX* .
k=1
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(c) Expliciter A2. Vérifier que A2 est triangulaire.
(d) En déduire le noyau et I'image de ®.
(e) Montrer que, si A € Sp(A), alors \? € Sp(4?).
(f) Montrer que si A € Sp(A?), alors I'une au moins des deux racines carrées de \ est valeur propre de A.
(g) Déterminer le spectre de ®.
(h) En déduire que ® est diagonalisable.
SOLUTION. —
(a) @ est clairement linéaire. Pour P € R,[X], deg (P(1 — X)) = degP < n et deg(P(0)X™) = —oo ou n donc
deg (®(P)) < n.
d(1) =1+ X" et pour k > 1, d(X*) = (1 - X)k = i M) (-1)ix7.
1 1 =
0 -1 -2 —n
Donc A= |: "-. 1 olt a;; = (1)1 (J7}) pour j > 2.
0o ... 0
1 0 0 (="
(b) ®*(1) =P(1)+P(X") =1+X"+ gnjo (M(-1)'X =1+ X"+14(-1)"X" +nill (M(-1)'X* = 2+T§jll (M(-1)'X?

puisque n est impair.

(c) VP € R,[X], ®%(P) = ®(P(1 — X)) + P(0)®(X") = P(X) + P(1)X™ + P(0)(1 — X)" donc pour k > 1, ®2(X*) =
2 0 0
1
X% 4 X™. On en déduit avec la question b) que A = 0 . -l avec a; = (—1)"1(,",) pour 2 <i < n.
0 0 1 0
0 1 1 2
(d) A? est triangulaire inférieure de diagonale (2,1,...,1,2) donc A? est donc inversible donc A aussi et ® est bijective.

(e) Soit A € Sp(A) et P vecteur propre associé. Alors ®2(P) = A2P donc A? est bien valeur propre de A? avec, en
prime, Ey(A) C Ey2(A?).

(f) Soit A € C une valeur propre de A% et u € C une de ses racines carrées. xyaz(\) = 0 = det(u?l, — A%) =
det(ul, — A)det(ul, + A) = (=1)"xa(p)xa(—p) donc p ou —p est valeur propre de A.

(g) On déduit de e) que Sp(A) C {+1,+v2}.

(h) On montre que ®* — 302 +2id =0 :
®*(P) — 39*(P) + 2P = P(X) + 3P(1)X" + 3P(0)(1 — X)" = 3(P(X) + P(1)X™ + P(0)(1 — X)) + 2P(X) =0
Donc le polynéme X*—3X2+2 qui est scindé sur R & racines simples est un annulateur de ® donc ® est diagonalisable.

672. RMS 2025 1514 CCINP P SI ... ..o it e e e énoncé p. 109
(a) Soit A = < 2 8 ) € M3 (R). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ( a, b ) pour que A soit diagonalisable

dans R.
(b) On considére des réels a1, ..., s, et la matrice A = (a; ;) € Map(R) définie par a; ; = a; sij =2p+1—i, eta;; =0

sinon. On note f I'endomorphisme canoniquement associé a A.

i. Ecrire la matrice A.

422



ii. Notons (e1,...,ea, ) la base canonique de R? et E; = Vect(e;, eap1-;) pour tout i € {1,...,p}. Montrer que
les E; sont stables par f.

iii. Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, pour tout i € {1,...,p}, fig, est diagonalisable.

iv. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur ( aq,. .., @, ) pour que A soit diagonalisable.

SOLUTION. — ~ RMS 2006 1117, RMS 2014 985
(a) xp = X? —ab.

e Siab>0:ily a deux racines distinctes donc deux vp distinctes : B est diagonalisable dans Ms(R)

e Siab = 0: matrice triangulaire de seules valeurs propres 0, diagonalisable ssi elle est déja diagonale ssia =b =0

e Siab<0:iln’y a pas de racine réelle donc pas de valeur propre réelle donc B pas diagonalisable dans M»(R)
(elle le serait dans Ms(C))

Donc B diagonalisable ssi a et b de méme signe ou nuls tous les deux

0 0 e 0 o
0 0 - ag 0
(b) QA= g z
0 Qop—1 - 0 0
a, 0 - 0 0

ii. f(ae; +beapri—i) = af(e;) +bf(e2pr1—i) = a0opr1_ieopr1—i + base; € E;
iii. e Si f est diagonalisable, le restriction a tout SEV stable est diagonalisable, ce qui est le cas des F;.

e comme (eq,...,es2,) est une base de E alors par partition des bases, E = @le E;
Si chaque f|g, est diagonalisable, on prend une base (g1, £;2) de E; qui est formée de vecteurs propres de
fig, donc de f, on concatene ces bases et comme F = @le E;, la base B' = (g;1,€;,2)1<i<p €St une base
de E formée de vecteurs propres de f donc f est diagonalisable.

iv. La matrice de f|g, dans la base (e;, e2p11-i) de E; est B; = ( g_ 82p+1_i ) € M>(R)

B; diagonalisable ssi agp41—; et o; de méme signe ou nuls tous les deux
Donc f est diagonalisable ssi pour tout ¢ € |1|p, aapt1—; €t o; sont de méme signe ou nuls tous les deux.

673. RMS 2025 1515 COIN P P Sl ... . e e e e e énoncé p. 110
On considére deux matrices A et B dans M, (R) de méme polynéme caractéristique x.

(a) On suppose que x posséde n racines distinctes dans R. Montrer que A et B sont semblables.

(b) Trouver deux matrices ayant le méme polyndme caractéristique, mais qui ne sont pas semblables.

SOLUTION. — RMS 2024 1558

(a) Si P an racines distinctes, il est scindé et a racines simples donc A et B sont semblables & des matrices diagonales de
diagonales globalement égales et, quitte a effectuer une permutation sur les vecteurs de la base, elles sont semblables
a la méme matrice diagonale.

(001 (00
(b) Considérer A = (O O) et B= (O 0)

674. RMS 2025 1516 CCINP P Sl .. ... . e énoncé p. 110

Soient A, B € M, (R) et M = < 64 i > € M3, (R). On suppose que AB = BA.

(a) Montrer que, si U et V sont deux matrices semblables et si R est un polynéme, alors R(U) et R(V') sont semblables.
(b) Soit P un polyndme. Exprimer P(M) a I'aide de P(A), P'(A) et B.

(¢) On suppose A diagonalisable et B = 0. Montrer que M est diagonalisable.
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(d) Réciproque?

SoLuTION. — RMS 2015 881, RMS 2018 804, RMS 2020 1219
(a) On commence par calculer les premiéres puissances de M, en profitant de la relation AB = BA :
A? 2AB A? 3A’B
2 _ 3 _
M —<o AQ)’ M _<o A2 )
On démontre ensuite aisément par récurrence sur k € N que

Ak EAR1B
k _
e (A 0B,

Si P = ZZ:O ap X" € C[X], on obtient alors

d q _ d d _
_ a M — “ AF EA*1B _ Si_oarAR (O _arkAF1)B _ P(A) P/(A)B
p(M)—kZ:O KM _kZ:O k<0 Ak ) ( k% %%:OakAk ) < 0 P(A)>.

(b) Si M est diagonalisable, alors elle admet un polynéme annulateur scindé a racines simples noté P. La question
précédente dit alors que P(A) = P/(A)B = 0. On en déduit dans un premier temps que A est diagonalisable.
Comme P est & racines simples, les polynémes complexes P et P’ sont premiers entre eux (ils n’ont aucune racine
commune), donc il existe U et V dans C[X] tels que UP 4+ VP’ =1 (théoréme de Bezout, hors programme de PC).
En substituant X par A, on en déduit que

U(A)P(A) + V(A)P'(A) = V(A)P'(4) = I,

et par conséquent que P’(A) est inversible. Il résulte alors de 1’égalité P'(A)B =0 que B = 0.

Réciproquement, si A est diagonalisable et B = 0, il existe un polynéme P € C[X] annulateur de A et qui soit
scindé a racines simples. La question précédente donne P(M) = 0, donc M est diagonalisable.

REMARQUE. — On peut éviter le recours au théoréeme de Bezout de la maniére suivante. Comme A est semblable a4 une matrice
diagonale D dont les valeurs propres A; sont parmi les racines de P, alors P’'(A) est semblable & P’(D), qui est diagonale
de valeurs propres P’()\;), ces derniéres n’étant pas nulles puisque P et P’ n’ont pas de racines communes. L’inversibilité de
P’(A) en résulte.

675. RMS 2025 1517 CCOIN P P Sl .. e e énoncé p. 110
Soit u un endomorphisme d’'un R-espace vectoriel. On suppose que u admet un polyndéme annulateur P non nul dont O est
racine simple. On rappelle que u est nilpotent s'il existe r € N* tel que v = 0.

(a) Donner une caractérisation de « 0 est racine simple de P » a I'aide des coefficients de P.
(b) Montrer que Ker(u) = Ker(u?).

(c) On suppose u nilpotent. Montrer que u est nul.

SOLUTION. —
(a) ap=0¢et a; #0.

(b) Ker(u) C Ker(u?) car si u(z) = 0g alors u?(z) = u(0g) = 0p.
Soit x € Ker(u?) : u?(x) = 0g donc Vk > 2,u”(z) = 0g. Alors P(u)(z) = 0g = aju(z) donc u(x) = 0p et = € Ker(u)

(c) On montre par récurrence que Yk € N*, Ker(u*) = Ker(u**1) :

e Pour k =1, c’est vérifié.

o Soit k € N tel que Ker(u*) = Ker(u**1). Ker(u**1) C Ker(u**?) comme précédemment.
Soit € Ker(u**2). Alors u?(u*(z)) = Op donc u*(z) € Ker(u?) = Ker(u) donc uf*!(z) = O et x €
Ker(u**1).
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On en déduit que Vk € N*, Ker(u¥) = Ker u.
Pour k = r, on a donc Ker(u") = E = Ker(u) donc v = 0.
676. RMS 2025 1518 CCOIIN P P Sl ... . e e e e e énoncé p. 110
(a) Soient A, B € M, (R) deux matrices semblables. Soit P € R[X]. Montrer que P(A) et P(B) sont semblables.

Soient A € M, (R) et M = ( ’3 i ) € Mz, (R).

(b) Expliciter M* pour k € N.
(c) Soit P € R[X]. Exprimer P(M) en fonction de A, P'(A) et P(A).

(e
(f

)
)
(d) Montrer que si M est diagonalisable, alors A I'est aussi.
) Etudier la réciproque si A est inversible.

)

E
Montrer que, si A n'est pas inversible et si M est diagonalisable, alors A = 0.

SOLUTION. — =~ RMS 2009 712, RMS 2017 809
(a) B = Q@ 'AQ alors par récurrence Yk € N, B¥ = Q~14*Q
enfin si P = "N 5, X* alors P(B) = "N b BF = SN 5,Q 1ARQ = Q! (zﬁzo bkA’f) Q=Q 'P(A)Q.
(b) On commence par calculer les premiéres puissances de M, en profitant de la relation AB = BA :
(). e (5 5)
On démontre ensuite aisément par récurrence sur k € N que

AR kAR
k _
e (1 1Y,

Si P = Zi:o apX* € C[X], on obtient alors

d
Nt = S (AN AR (At (DR axkARTHA) _(P(A) P(A)A
P(M)ikz:%kM ;)k(o Ak)( o kZZ:oakA’“ )( 0 P(A))'

(c) Si M est diagonalisable, alors elle admet un polyndéme annulateur scindé & racines simples noté P. La question
précédente dit alors que P(A) = P/(A)A = 0. On en déduit que A est diagonalisable.

I, I,

(d) En choisissant A = I, diagonalisable et inversible M = < 0 I

> n’est pas diagonalisable (sinon elle serait

semblable donc égale a 'identité).

(e) Si A non inversible et M diagonalisable, on a vu que A est diagonalisable, semblable & une matrice diagonale D
dont les valeurs propres A; sont non nulles et parmi les racines de P.

Alors P’'(A) est semblable & P/(D), qui est diagonale de valeurs propres P’()\;), ces derniéres n’étant pas nulles
puisque P et P’ n’ont pas de racines communes.

On en déduit que P’(A) est inversible, mais P(M) = 0 donc AP’(A) =0 et donc A = 0.

677. RMS 2025 1519 IV T P Sl . ...t e e énoncé p. 110
Soient A € M,,(C) et B = (

(a) Diagonaliser la matrice < (1) (1) >
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(b) On suppose A diagonalisable. Diagonaliser la matrice B.

SOLUTION. —

T N S 1
(a) (O 0>—PDP ouD—(0 O)etP—<0 _1>.

(b) Posons Q = <](—)7 —PP>’ 01— (Pol _PP_11>, OnaB=Q! <€) g) Q.

678. RMS 2025 1520 COIIN P P Sl ... o e e e énoncé p. 111
Soit (4, B) € (M,,(C)). On suppose qu'il existe U € M,,(C) non nulle telle que AU = UB.

(a) Montrer que si P € C[X] annule A, alors les valeurs propres de A sont racines de P.
(b) Montrer que, pour tout P € C[X], P(A)U = UP(B).

(¢) Montrer que Sp(A) N Sp(B) # @. On pourra raisonner par |'absurde.

SOLUTION. — ~ RMS 2009 714, RMS 2015 829, RMS 2013 332, RMS 2013 585, RMS 2016 905, RMS 2018 914, RMS
2022 1143

679. RMS 2025 1521 CCINP P SI ... . e e énoncé p. 111
Soit u € L(C™), ou n > 1.
(a) Si u est diagonalisable, montrer que u? I'est également.
(b) Montrer que la réciproque est fausse a I'aide d'un contre-exemple.
(c) Soit A € C*. Montrer que Ker(u? — A\?1d) = Ker(u — A1d) & Ker(u + A1d).
)

(d) On suppose u bijectif. Montrer que, sous cette hypothése, la réciproque de la premiére question est vraie.

SOLUTION. — RMS 2020 1218

(a) Si Mg(u) = D = diag(\1, ..., \y), alors Mg(u?) = D? = diag(A\?,...,\2) (se généralise & tout polynoéme en u).

(b) Non, exemple : B = Mp(u) = (8 é) n’est pas diagonalisable alors que B? = 0 l'est.

(¢) Puisque A # —), la somme est directe.
Siu? —A?id = (u — Aid) o (u+ Aid) = (u + Aid) o (u — Aid) donc Ker(u £ N id) C Ker(u? — A\?id).
Soit x € Ker(u? — A?id). Supposons & = x1 + 2, u(z) = Ax1 — Azz donc z1 = 55 (Az +u(z)) et 1 = 75 (Az — u(z))
et ces candidats conviennent (facile).

p
(d) En notant uy les vp distinctes de u? et my, leurs ordres de multiplicité, on a par hypotheése > my = n. En notant

i=1
b
+M les racines carrées de py, les £ sont 2 & 2 distinctes et d’apres ce qui précede, > (dim(Ker(u — Agid)) +
i=1
b
dim(Ker(u + A\ id))) = > my = n donc u est diagonalisable.
i=1
680. RMS 2025 1522 CCINP P Sl .. ... e énoncé p. 111
Soient (E,()) un espace euclidien, (e1,...,e,) une base orthonormée de E, (uy,...,u,) une famille de vecteurs telle que :
21 flui||* < 1.
n 2 n n
(a) Montrer que, pour tout (A1,...,\,) € R™ 1Y Nug|| < (Z Af) . (Z ||u,|2>
i=1 i=1 i=1
(b) En déduire que la famille (u; + e, ..., u, + €,) est une base de E.
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SOLUTION. — RMS 2022 1147, RMS 2020 1224

n

(a) Notons u; = znjluijej. f:l/\iul = Z i Z ujje; = Z (Z i u”)ej donc H Z i uZH n (Z u”) .
J= i= Jj=1 i= Jj=1 i=1
L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ donne : ( zn: ) 27: Z ukj et donc
i=1 =1 k=l
’|Z>‘i“i||2< 2. (Z A7 Z THEDIPLEDY E%ZZA?' > (Z“ﬁj)zz)\?' > [l
i=1 j=1 =1 k=1 i=1 Jj=1k=1 i=1 k=1 j=1 i=1 k=1

Autre méthode : Inégalité triangulaire et homogénéité : ||> 1 | Niwg|| < D20y [Nl [Jwil]

puis Cauchy-Schwarz dans R" avec les vecteurs (|A;|)ieqi,ng €t (Jwil)ieing : Dorey [Nl lJwill < v/ >rey A2 /iy [Jug]?

en passant au carré on a le résultat attendu.

n
(b) On utilise I'inégalité triangulaire inversée : soient A1,..., A, € R tels que > A;i(e; + u;) = 0. Alors :
i=1

n avec (a) n n n n n
0= |55 Avtes + w0 S S [ 8 e = [ (1= S i)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 et
>0
On en déduit que Y. A? = 0 puis que tous les \; = 0.
i=1
681. RMS 2025 1523 CCOIN P P Sl ... e énoncé p. 111

+oo
Pour A, B € R[X], on pose (A, B) :/ A(t)B(t)e "t dt.
0
(a) Montrer que (,) est un produit scalaire sur R[X]. Calculer (X* 1).

On note Q = > ax X* le projeté orthogonal de 1 sur Vect(X,..., X").

k=1
n

Soit P=1—- 3% ap(X+1)(X+2)--- (X +Ek).
k=1
(b) En déterminant (1 — @, X*) pour i € [1,n], montrer que Vi € [1,n], P(i) = 0.

(¢) En déduire I'expression de P.

—+oo
(d) Montrer que inf / (1+agt+ - +a,t™) e tdt =
0

(a1,...,0m ) ER™ n+1

SOLUTION. —

(a) {,) est un produit scalaire sur R[X] : pas de difficulté, classique.

(Xk 1) = f+°° the=tdt = Iy. Par IPP I, = (k + 1)I; et avec Iy = 1 on montre par récurrence que pour tout
keN, I, = (XF 1) = k!

On note Q@ = >_,_, ax X" le projeté orthogonal de 1 sur Vect(X, ..., X™). Soit P =1->"1_, ax(X+1)(X+2)--- (X +k).
(b) @ =" p_; arX" est le projeté orthogonal de 1 sur V = Vect(X,...,X") donc 1= Q +1-@Q
—~ ——
ev cv+
donc 1 — @ € V+ donc pour i € [1]n, (1 —Q, X?) =
mais (1 Q, X%) = [ (1= 34, at®) tle~dt = I; - Zwa%zao—ZLWWﬁﬂ=ﬂmn
On en déduit que Vi € [1,n], P(i) = 0.

(c) On en déduit 'expression de P : P = (], (X —4)) Q. Mais P € R,,[X] par somme de polynémes de R, [X]. Donc
Q est constant. On a aussi P(—1) = 1 donc P(—1) = ¢q[[;—,(-1—i) =1 donc ¢(—1)"(n+1)! = 1 donc ¢ = ((nﬂ;

P= CUOTT, (X — ).
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(d) inf(a,, . anern fo (L+ait+ -+ ant™)2etdt = d(1,V)? = |1 = Q| = [[1]* - [|Q|I*.
or [1|>=1et

HQ||2 = /O <Z aktk> (Z agt£> 7tdt Z Z/ akaptztk‘% 7tdt Z Z akag(k + E)'

k=1/¢=1 k=1+¢=1

—Za k! (Zn:ag (k+ 6! > Z k! (1—P ))zZakklzl—P(O)
k=1

Donc inf (o, . a,)ern f0+°°(1 +agt+ -+ aut?)?etdt = P(0) = n-ls-l'

682. RMS 2025 1524 CCINP P Sl .. ... . énoncé p. 111

Pour P, @ € R,[X], on note (P,Q) = zn: PE(1)QM)(1).
k=0

(a) Montrer que (,) est un produit scalaire sur R,,[X].

(b) Soit E = {P € R,[X], P(1) = 0}. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R,,[X] et déterminer sa dimension.

(c) Déterminer d(1, E).

SoLuTION. — RMS 2022 1148, RMS 2017 1268

(a) La symétrie et la bilinéarité sont immédiates.
n
Pour P € R,[X], (P,P) = > (P®(1))? > 0 comme somme de termes > 0 donc ¢ est positive.

De plus, (P,P) =0 <= Vk e [0;n], (P®(1))?> =0 (une somme de termes > 0 est nulle <= tous ses termes
sont nuls) ce qui fait que 1 est racine d’ordre au noins n + 1 de P qui est de degré < n. Donc P est nul et (-,-) est
bien un produit scalaire.

(b) E =Ker¢ ou ¢ est la forme linéaire non nulle P — P(1). C’est un hyperplan donc dimE =n+1—1=n.

(¢) VP € E, (P,1) = P(1) = 0 donc le polynéme 1 est orthogonal & E. On en déduit que d(1,E) = ||1|| =1
683. RMS 2025 1525 CCINP P Sl ... e énoncé p. 112
+o0
Pour P, @ € R[X], on note ®(P, Q) = / e tP(t)Q(t) dt.
0
(a) Montrer que ® est un produit scalaire sur R[X].

+oo
(b) Pour n € N, calculer / t"e "t dt.
0

+oo
(c¢) Calculer inf / et — at — b)? dt.
(a,b)€R2 0

+oo
(d) Soit H=qPe€ RN[XL/ te”'P(t)dt = 0}. Montrer que H est un espace vectoriel et déterminer la distance de
0
X+1aH.

SOLUTION. —

(a) Classique, détail pour la séparation = 0 * e tP(t)%dt est I'intégrale d'une fonction continue positive et elle est
nulle donc par positivité stricte de I'intégrale la fonction intégrée est nulle sur RT donc le polynéme P est nul sur
R* donc a une infinité de racines donc est nul.

(b) On pose I,, = 0+°° t"e~tdt, par IPP, pour tout n, I,,y1 = (n + 1)I,, et Iy = 1. Puis par récurrence I,, = n!
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(©) [ et (t? —at — b)2dt = B(X® —aX — b, X? —aX —b) = | X® —aX — b|?
donc inf (4 p)cr2 f0+°° e H(t? —at — b)%dt = d(X3,R,[X])?
On cherche une BON de R;[X] pour le produit scalaire ®

e Q= ﬁ avec ||1]|2 = f+00 etdt=I=1

0
donc

e Q1=X+a, ®Q,1)=0 < f0+°°e_t(t+a)dt:0 — L +alp=0 < a:—%:_%:—l

donc Q1 = X — 1 puis Q; = -2 avec ||Q1]]2 = 0+OO ettt —12dt=L -2 +Ih=2'-2x1l+11=1

Qull

Par formule du projeté orthogonal, pr,[x](X?) = ®(X?3,Q0)Qo + ®(X3,Q1)Q1
avec @(XS,QQ) = Ig =3=6¢et @(Xd,Ql) = I4 - 13 =41—-3!=18
PR, [x](X?) = 6Q0 + 18Q1 = 18X — 12

enfin d(X3, R, [X])2 = [|X3 — pg, x) (XP)||2 = || X3 — 18X +12||2 = I5 — 361, + 2415 + 1821, — 18 -12-2- I, + 1221, =
720 — 3624 +24 -6+ 182 -2 — 18122+ 122 = 360

Donc inf o pyepz f; e~ (t* — at — b)*dt = 360.

RN[X] —

P [ItetP(t)dt

H est le noyau d’une forme linéaire non nulle (puisque ¢(1) = I; = 1) donc H est un hyperplan de Ry [X] (donc
sev de dimension N).

(d) Soit H = {P e Ry[X], [F¥te tP(t)dt = 0}. H=Kerpouy: { (p linéaire)

’JO

On voit aussi que P € H <= ®(P, X) = 0. On conclut de cela que X un vecteur de H+. Une bon de H est alors

U:ﬁavec ||X||2:12:2d0ncU:%_

La projection orthogonale de X +1 sur H* est alors py 1 (X +1) = ®(X+1,U)U =

P(X+1, X)X =L(L+1)X =
3X
2

1
2

donc la distance de X +1 a H est [[py. (X +1)| = 2| X|| = %

684. RIMS 2025 1526 C O OIIN P P S ... e e e e e énoncé p. 112
Soient E en espace euclidien, (e1,...,e,) une base orthonormée de E et p € L(E) un projecteur orthogonal.

(a) Montrer que Vz € E, (p(z),z) = ||p(z)||*.
(b) Montrer que 3 [p(e:)|* = ra(r).

SOLUTION. — RMS 2006 1119, RMS 2010 1055

(a) On sait qu'un projecteur d’un espace euclidien E est orthogonal si et seulement s’il est un endomorphisme symétrique,
c’est-a-dire 81l vérifie (z, p(y)) = (p(x),y) pour tous vecteurs z et y de E. Ici, p est supposé orthogonal, donc

Vo€ E, |p@)|® = (p(x),p(x)) = (pop(x),z) = (p(x), ).

(b) On note A = (a;;)1<i j<n la matrice de p sur la base e. En appliquant la question (a), on obtient ||p(e;)||*> =

n
(plei),ei) = (D" aijej,ei) = a;; car la base e est orthonormale, donc
j=1

S llp(en)l? = aii = tr(A) =,
i=1 i=1

car on sait que le rang d’un projecteur est égal a sa trace.
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685. RMS 2025 1527 CCOIINP P ST ... . e e énoncé p. 112
b ¢

Soient a,b,c € Ret A = ¢ a b |. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b,c) pour que A soit la
c a

matrice d'une rotation vectorielle.

SOLUTION. — RMS 2024 1567 mais des questions intermédiaires !

(a) L’endomorphisme f est une rotation si et seulement si sa matrice est orthogonale et de déterminant 1, i.e. si et
seulement si
a?+br+c2=1
ab+ac+bc=0
a® + b + ¢ —3abc =1,

(b) Les relations entre les coefficients et les racines et a fortiori les fonctions symétriques élémentaires sont HP'!
a,b, ¢ sont racines de (X —a)(X —b)(X —¢) = X® —(a+b+c) X%+ (ab+ac+be)X —abe = X3 +aX? + X +1.
a?+ >+ =(a+b+c)?—2(ab+ac+bc)=a—28
B+ +c=—al@®+*+c*) - Ba+b+c)—3y=—a®+3aB -3y
Les relations du (a) deviennent alors

a—28=1 _
B=0 <:>{a

=0
—a? +af =1, p
Par conséquent, f est une rotation si et seulement si a, b, ¢ sont les racines réelles de X2 — X2+ ko k = —y =
—abc € R.
On peut montrer qu'un tel polyndéme a trois racines réelles si et seulement si 0 < k < % par la méthode de Cardan.

Enposantm:z—&—%etq:k—z%,onvoitquex3—x2+k=0 = 23—%z+q:0.

En cherchant les solutions de cette derniere équation sous la forme z = z1 + 29 ol 2129 = % (une telle décomposition
existe : z; et 2z sont les racines de X2 — 2X + %), on voit que

1 .
z3f§z+q:0 = 2 +z2=—q

1
93>
A=q®— s;%’ et en notant § une racine carrée de A, et « une racine cubique de

Alors 2} et 23 sont de somme égale & —g et de produit égal & g, donc sont les racines de X2+ ¢X + g5. En posant

—q+d
2

B 1 o1 . 1
(Z1722) - <O[, 90[) ou (]O{,] 90[) ou <.] a,j90[> )

olt j = e2™/3. Les racines de X® — X2 + k sont donc les trois complexes

, on voit que

NN S B R S|
—t+a+—, -+ja — et = a+j—
3 90’ 3 1T 94 37T gy

9
et ces trois complexes sont tous réels si et seulement si A < 0 (exercice ...), i.e. puisque A = ¢ — 5% =k - Q%k' =

k(k — 5=), si et seulement si

4
0<k< —
27
(¢) Sib=c, A est symétrique réelle donc diagonalisable et puisque b # 0, A # I3, c’est donc un demi-tour. On remarque
1
que le vecteur u = | 1 | est propre pour f, associé a la valeur propre a + b+ c = —a = 1, donc f est le demi-tour
1
d’axe u.
686. RIMS 2025 1528 IV T P SI. ... i e e e e e e e énoncé p. 112

Soit M € Ms(R). On suppose que det(M) =0 et que M1 = M2
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(a) Montrer que M* = M.
(b) Montrer que M est semblable a une matrice de la forme ( 8 Z > otacRetbe{0,1}.

(¢) On suppose que b = 0. Que peut-on dire de M ?
(d) Montrer que M? = M.

SOLUTION. —

(a) M*=(MT)?=(M*)"=(M")" =M.
X4 — X est scindé sur C et a racines simples donc M est diagonalisable sur C et Sp(M) C {0, 1, j, j2}.

(b) det M = 0 donc 0 est valeur propre de M et donc M est semblable & une matrice de la forme T = ( 8 Z ) €

Ms(R).
b € R est autre valeur propre de M donc b € {0,1}.

(c) M étant diagonalisable, elle est semblable & (0) donc égale a (0).

(d) Sib=1,alors M a deux valeurs propres d’ordre 1 donc est diagonalisable donc semblable & diag(0, 1) donc M? = M,
ce qui est vrai également si b = 0.

687. RMS 2025 1529 IV T P SI. ... e énoncé p. 112
Soit A € S,(R).

(a) Justifier I'existence d'un vecteur propre pour A.

A XXxT

(b) Soit X un tel vecteur, on pose B = ( xxT A

) etY, = (a);) Pour quelles valeurs de a le vecteur Y, est-il
propre pour B?
(¢) La matrice B est-elle diagonalisable ? Si oui, donner une base de vecteurs propres.

111 1/v2
(d) PourA=11 1 1 |etX= —+/2 | trouver un polyndme annulateur de B de degré trois.
11

1 1/v2

SOLUTION. — RMS 2024 1570

(a) Théoréeme spectral : il existe des valeurs propres et des vecteurs propres, sont X un vecteur propre et A une valeur
propre associée.

o By, - ( A XXT X\ [ AX+aXXTX \ [ (A +allX|)X
c—\XXT A aX )\ XXTX +adX )\ (|X|P+aN)X )
Y, est un vecteur propre de B < || X|?> +aX = a(A + a||X|]?) &= a*=1 < a==+1

(c) Par le théoréme spectral : on prend une base orthonormée (Xi,..., X, ) formée de vecteurs propres de A en conca-

ténant des bases orthonormées de chacun des sep, ainsi on peut supposer que le vecteur X choisi au départ est égal

a bX; (plus précisément on choisit X; = Hﬁi\l et on compléte la base de F)(A) en une BON). On note A; la valeur
propre associée au vecteur propre X; (donc A\; = A).

. A VX X[

Avec ces notations B € Ma,(R) par B = < b2X, XT M

On construit les vecteurs Y; . = <E)§(f) et on calcule

BY. . — A bQXlXir X; . AX; + EbQXlX;—Xi . NX + 5b261,iX1
bE 1)2)(1)(;r A eX;) nglXirXZ +eAX; o b2517iX1 + e\ X

XX

. sii#lonaBYi_ys—(E)\'X‘

> = \;Y; . donc Y; . est vecteur propre de B associé a A;.
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2 2
. SiiZIOHaBYLE: < M Xy +eb’ Xy ):( ()\1+€b )Xl

= 2
b2X1 + el Xy 5()\1 _|_5b2)X1 ) = ()\1 + b )Yl,e

La famille (Y; ) contient 2n vecteurs de My, 1(R) (de dimension 2n), ce sont des vecteurs propres de B, il reste a
vérifier que la famille est libre :

Soit (a; ) des scalaires tels que > a; . Y; . = 0 donc a; 1 Xi + > a1 Xi =0
N 3 ) = ) X?, = ) _Xz

i,€ [

(@i +ai—1)X;

donc = 0 mais comme la famille (X,...,X,) est libre (base)

=0

(am - ai,—l)Xi

i=1

on a pour tout i : a;1 +a;—1 =0 et a;; —a;,—1 = 0 donc tous les scalaires a; 1 et a;,—; sont nuls. CQFD

1/v2

(d) ¢ On remarque que X = —V/2 | € Ey(A), cest un vecteur de norme b = /3 associé a la valeur propre 0.
13

e Ey(A) est un espace de dimension 2.

e F3(A) est un espace de dimension 1.
D’apres les calculs et les notations de la question précédente (il est inutile de déterminer les vecteurs propres ici)
Y . est un vecteur propre associé a la valeur propre A\; + eb* = 0 + 3¢
si i # 1, Y; . est un vecteur propre associé a la valeur propre \; : on a donc comme valeurs propres 0 et 3.

Finalement les valeurs propres de B sont 0 (de multiplicité 2) 3 (de multiplicité 1 +2 = 3) et —3 (de multiplicité 1)

mais comme B est diagonalisable, elle est annulée par le polynome [ (X —X) = (X —0)(X —3)(X +3).
AESP(B)

688. RMS 2025 1530 IIMT P SI. . ...t e e e énoncé p. 113
Soient X € M, 1(R) et A= XXT.
(a) La matrice A est-elle diagonalisable ?
(b) Déterminer le rang de A. Quel est le spectre de A7

(c) Déterminer le polyndme caractéristique de A.

SoLUTION. — Si X =0, A = 0. On suppose dans la suite que X # 0.
(a) A est symétrique réelle donc diagonalisable d’apres le théoréme spectral.

(b) Les colonnes de A sont Cj = z;X, elles sont toutes proportionnelles donc rg A < 1. tr A = tr(XX ") = tr(X ' X) =
XTX =|X|?> donc A#0etrgA=1.

(c) dimKer A = n—1 d’apres le théoréme du rang et la derniére valeur propre est donnée par la trace A = tr A = || X||%.
Done x4(z) = 2"~ H(z — [| X]?).
689. RMS 2025 1531 CCOINP P I ... e e énoncé p. 113
Soit M € M, (R) telle que : M3 =1,,M # I,, e¢ MMT = MT M.
(a) Montrer que MT M est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.
(b) Montrer que M € O, (R).

(¢) On prend n = 3. Déterminer toutes les matrices de M3(RR) vérifiant les conditions de I'énoncé.

SOLUTION. — RMS 2022 1153
(a) On a M3 = I,,, donc (‘M)3 = (M?3) = I,,, et puisque M M = M M, on obtient (‘M M)* = (‘M)*M? = I,,.

Ainsi "M M est une matrice symétrique réelle (...), donc diagonalisable par le théoréme spectral, et elle n’admet
que 1 comme valeur propre réelle (seule racine réelle de 'annulateur X2 — 1), donc ‘M M est semblable & I, donc
égale a I, ce qui signifie que M est orthogonale.
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(b)

e On a de plus det(M)3 = det(M3) = det(I,) = 1, donc det(M) = 1, de sorte que l'isométrie f canoniquement

associée & M est plus précisément une rotation.

Soit @ l'angle de cette rotation (relativement au choix d’un vecteur dirigeant I'axe). Alors M3 = I, est la
matrice de f2, qui est la rotation d’angle 36 autour du méme axe : f est représentée, dans une base adaptée,
0

par la matrice <(1) R(Q))’ donc f3 l'est par ((1) R(00)3> = ((1) R(%H))

Ainsi f? = idgs, donc 30 = 0 [27], i.e. § = 0[2F]. Et on suppose M # I3, donc 6 # 0 [27], donc § = +£2T [2n].
Réciproquement, toute matrice canoniquement associée a une rotation d’angle i%" dans R3 est bien orthogo-
nale et telle que M # I3, M3 = I3 et ‘MM =M'M (puisque ‘MM=MM = Is).

Les matrices vérifiant ces hypotheéses dans M3(R) sont donc les matrices canoniquement associées aux rotations
d’angle +27 dans R®.

690. RMS 2025 1532 CCINP P Sl .. ... e énoncé p. 113

(a) Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

T 2 T
(b) Montrer que, pour tout r € N* et pour tout (A1,...,A;) € R", (Z )\Z) <r YA

i=1

(c) Soit B € S,,(R). Montrer que (tr(B))? < rg(B) tr(B?).

Soit B € S,,(R) tel que b; ; = 1 pour tout i et |b; ;| < ﬁ pour tout i # j.

(d) Exprimer tr(B?) et montrer que tr(B?) < 2n.

(e) Montrer que rg(B) > n/2.

SOLUTION. — RMS 2013 986, RMS 2015 992, RMS 2016 918, RMS 2020 824 pour le début

(a) Cours

(b) Appliquer Cauchy-Schwarz & (A1,...,A.) et (1,...,1).

(c) Onnote { , ) le produit scalaire canonique sur .4, (R), d’expression (A, B) = tr(AT B).

Tout d’abord, tr(A?) = tr(ATA) = (A, A) # 0 car A # 0. Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable :
A= PDPT avec D = diag(A1,...,)p,0,...,0) ott p=1g A. On en déduit que

p
trA = ZA,-
=1

tr A% = i )\?.
i=1

Soit J la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont p uns suivis de n — p zéros. On applique I'inégalité de
CAUCHY-SCHWARZ :

P 2 P
(D, J)* = <Z>w> <IDIPITIP =p ) A,
i=1 i=1

ce qui donne bien 'inégalité demandée.

n

(d) [B%i = 32 X by tr(B%) = X1+ 3 b <nt+ X > p=n+ynn—1)=nt+n—1<2n.
i=1k=1 i=1 =Lk i=1k#i
(e) tr(B) = n et d’apres ce qui précede, tr(B?) > 0. D’apres b), rg(B) > (jrf(ggj > "—2 = 3.
691. RMS 2025 1533 COIIN P P Sl ... . e e e e énoncé p. 113

On considére M € M,,(R) telle que M(MTM)? = I,,.
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(a) Montrer que M est inversible.
(b) Montrer que M est symétrique.

(c) Montrer que M = 1I,,.

SOLUTION. — RMS 2023 1368
(a) Tres banal, en montrant par exemple que le déterminant de A est non nul.

(b) L’identité initiale prouve de plus que A~! = (AT A)2. Donc, en utilisant les propriétés de la transposition, on a
AT =[(ATA) ] = [(ATAATA)T] ' =[AT44TA] " = A,
A est bien symétrique.

(c) Etant réelle et symétrique, A est donc diagonalisable d’aprés le théoréme spectral. Or Déquation initiale qu’elle
vérifie s’écrit, du fait de sa symétrie, A% = I,,, ce qui prouve que ses valeurs propres sont des racines cinquiémes
de T'unité. Donc 1 est la seule valeur propre réelle possible de A et, étant diagonalisable, A est semblable, donc
nécessairement égale, a I,,.

692. RMS 2025 1534 COINP P I ... e e e énoncé p. 113
Soit N = {M € M, (R), M"™ = 0}. Soit F un sous-espace vectoriel de M, (R) tel que F C N.

(a) Montrer que toute matrice de A est trigonalisable. Que peut-on dire d'une matrice de N diagonalisable ?
(b) Déterminer F NS, (R).

, n(n—1)
(c) Montrer que dim F < 55—,

SOLUTION. — RMS 2018 1411

(a) Sp(M) C {0} donc xpr = X™ qui est scindé sur R donc M est diagonalisable.
Toute matrice nilpotente et diagonalisable est donc semble & (0) donc égale a (0).

(b) D’apres ce qui précede et le théoréeme spectral, F N S, (R) = {0}.
(c) On a alors F & .7, (R) C 4, (R), donc dim F + dim .#,,(R) < dim ., (R) = n? donc

nn+1) n(n-1)

dim F < n? — = .
2 2
Analyse
693. RMS 2025 1535 CCOINP P Sl ... . e e e e énoncé p. 114
. oo (—1)F . . i
(a) Soit up, = > —i—- Montrer que la suite (tn)n est bien définie et qu'elle converge vers 0 .
k=n+1

(b) On pose v,, = (771)71 Up. Déterminer la nature de la série Y v,,.

SOLUTION. — RMS 2025 1301 Centrale PSI

(a) La série alternée . (?/15)” satisfait les hypothéses du CSSA. On en déduit qu’elle converge, donc (u,) est bien
n>1

définie et converge vers 0, de plus |u,| < —=

n+1"

(b) |vn| < ﬁ donc > v, est absolument convergente.

694. RMS 2025 1536 CCOIIN P P Sl ... . e e e énoncé p. 114



(a) Rappeler le théoréme spécial des séries alternées.

(b) Etudier la nature de la série 3" cos (mn?In (1 + 2)).
SOLUTION. —
cos (wn2 In (1 + %)) = cos (7m2 (% — # + 3% + O(%)) = cos (7m —5+tg,+ O(#)) = (=1)"sin (Sln + O(#)) =
()" g+ O(#)

Le 1°Tterme converge grace au CSSA et le second converge absolument par comparaison & Riemann donc la série converge.

695. RMS 2025 1537 CCINP P I ... . e e énoncé p. 114
On définit une suite (uy,)nen par ug > 0 et, pour tout n € N w11 = &

(a) Déterminer lim w,,.
(b) En déduire lim nu,,.

c) Déterminer la nature des séries » u,, et —1)"u,.
(c)

SOLUTION. — RMS 2013 993 CCP PSI, RMS 2017 1290 IMT PSI, RMS 2019 1183 CCP PSI, RMS 2020 1342 IMT PC

(a) Par récurrence, on prouve que (u,) est une suite strictement positive. On a alors Vn € N, 0 < up1q < n%rl, ce qui
assure que
lim u,, = 0.
(b) On en déduit que
lim nu, = lim e“» ' =1.
n—-+4oo n—-+oo

(¢) On en déduit que u, ~ % donc que Y u, est divergente par comparaison & exemple de RIEMANN.

Comme uy,_1 ~ % — 0, on peut utiliser un développement limité de l’exponentielle en zéro : (—1)"u,, = (j) -+
O(%) Le premier terme est le terme général d’une série semi-convergente (théoréme spécial des séries alternées)

et le second celui d’une série absolument convergente par comparaison a ’exemple de RIEMANN. On en déduit que
> (=1)"u,, converge.

696. RMS 2025 1538 COIIN P P Sl ... . e e e e e e énoncé p. 114
Soit (u,) la suite définie par ug €]0, 5[ et Vn € N, u, 11 = sin(uy).

(a) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
(b) Etudier la nature de > u?.
(c) Etudier la nature de > u2.

SoruTIiON. — RMS 2022 1161, RMS 2017 1294

(a) L’intervalle I = [0, §] est stable par la fonction sinus et Va € I, 0 < sinz < x, donc Vn € N, upq1 < uy,. La suite

(uy) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge. La fonction sinus étant continue, la limite de (u,,) est
I'unique point fixe du sinus, soit O :

lim wu, =0.
n—-+oo

(b) Comme Y}~ 0(uk+1 —uy) = un—1up et comme la suite (u,) converge, la série Y (up41—uy) converge. Or Uy 11—ty =

sin w, — upy ~ 1 u2, qui est de signe constant donc, par comparaison, Y u? converge.

(c) On reprend la méme démarche avec v, = Inu, : tout d’abord, ZZ;O (V41 — vk) = Inw, — ln ug donc la série

> (V41 — vy,) diverge vers —o0o. Or vy 41 — vp, = In(sinuy,) — Inw, = In(1 — tu? + o(u2)) ~ —2u2, qui est de signe

constant donc, par comparaison, > u? diverge.

697. RMS 2025 1539 CCOIIN P P Sl ... e e e e énoncé p. 114
n —+oo
Soit o > 1. Pour n € N*, on pose S, (o) = 3 7= et Rp(a) = > 5.
k=1 k=n-+1



(a) Montrer que R, (o) —> 0.

n—-+oo

(b) Montrer que R, () L

n—-+o0o (a—D)no—t-

(c) Nature de la série > };7((2)) ?

SOLUTION. — RMS 2016 925 CCP PSI, RMS 2017 1295 CCP PSI
La fonction fo: ¢ — 7& est continue décroissante positive sur |0, +oo[ donc pour ¢ € [k, k+1], on obtient 7-rx < 7% < 7

(k+ )a N o
I k+1 k
et en intégrant : fk+ R R

1 1 1 <S5, < 1 1 1 <1
a—1\20"1 (n+l)a-1) """ g1 no—l ) =7

. En sommant pour 2 < k < n, on obtient

donc la suite (S,,), qui est déja croissante, est aussi majorée, donc converge. On note S = Z:ﬁ k% sa limite.
. + + .
En sommant ’encadrement de k% pour k > n + 1, on obtient fn_ff f—c’f <R, <[] o ?—j i
1 1
< R <

(@ —1)(n+1)e—1 (a — D)no—1

1
W quand n — +00.

On a alors % ~ W quand n — +oo et, d’aprés ce qui précede, la série > % converge si et seulement si a > 2.
n n

En multipliant par n®~! et en utilisant le théoréme des gendarmes, on en déduit que R,, ~ 4

698. RMS 2025 1540 CCINP P Sl .. .. o e énoncé p. 114

(a) Citer le théoreme spécial des séries alternées.

o0
_1\n 2
(b) Montrer que la série > %/ e~'" dt converge. La convergence est-elle absolue ?
n

1
(¢) En déduire la nature de la série Z(—l)"/ e dt.
0

SoLuTioN. — RMS 2023 1372 CCINP PSI
(a) Cours.

(b) La série en question est alternée, de terme général décroissant en valeur absolue et tendant vers 0. La théoréme
spécial s’applique donc, et la série converge.

(¢) Notons u, := (—=1)" fol e’ dt le terme général de la série en question ici. Par un changement de variable affine

et via Chasles, on obtient
_1)n n
Uy = (=1) / e du
0

_1\n +00 +00
= (=1 </ e du— / e v du>
n 0 n

= Un,y

avec v, le terme général de la série convergente vue plus haut. Puisque la série harmonique alternée converge, la
série en question est donc convergente, car somme de deux séries convergentes.

Enoncé étrange : on pouvait directement utiliser le théoréme spécial pour la seconde série : la décroissance en valeur
absolue est évidente et la convergence vers 0 se prouve facilement via la convergence dominée.

699. RMS 2025 1541 IV T P SI. ..o e e énoncé p. 114
On cherche les applications f de classe C* sur R vérifiant : (*) Vn € N*,Vz € R, f'(z) = M

(a) Soit f vérifiant (*).
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. En considérant des valeurs particulieres de n, montrer que : Vax € R, f'(x) = f/(x + 1).

. Montrer que = — / '(t) dt est constante, puis que f’ est constante.

(b) Donner toutes les solutions du probléme posé.

SoLuTION. — RMS 2022 1164 IMT PSI
(a) Soit f vérifiant (*).

i. Soit z € R.pour z et n=1ona, f'(z) = f(x+1)— f(z) (1)
pourz+letn=1ona, f(x+1)=f(x+2)— fz+1) (2
pour x et n =2 on a, f'(z) = w (3)
(1) +(2) — 2 x (3) donne f'(z) + f'(x+1) —2f'(z) =0 donc f'(z+1) = f'(x).

ii. Soit g(z) = f;“ f'(@®)dt = f(x + 1) — f(x) de dérivée nulle donc indépendant de x.
Donc f;“ f/(t)dt = f(x + 1) — f(z) = C ne dépend pas de z.
On avait f'(z) = M Mais, par téléscopage, f(z +n) — f(z) = ZZ;& fla+k+1)— f(z+k)=nC.
Donc f/(z) = C est constante.

(b) Analyse : si f est solution f' = C donc f est de la forme f: 2z — Cz+ D.
C et ern) f(w) _ (C(z+n)+D)—(Cz+D) - C

Réciproquement, si f : x — Cx + D alors Vn € N* Vz € R, f/(z) =

donc ces solutions conviennent.

700. RMS 2025 1542 COIN P P OI ... e e e e énoncé p. 115
Soit f € C°([a, b],R) telle que Va € [a,b], f(a+b—z) = f(x).

(a) Montrer que/ tf(t)dt = a+b/ f(t)

™ it
(b) Calculer / te

—dt
_x 14 cos?(t)

SOLUTION. — RMS 2013 602 Mines Ponts PSI, RMS 2016 930 CCP PSI

(a) On effectue le changement de variable u = a + b — x, on obtient f xf(x = - fb +b—u)f(a+b—u)du =
(a+0b) faf du—fauf( u) du, d’on le résultat :

/abxf( :a+b/f

= fi(z) +ife(z) ou f1: x— Trea, est impaire et fo: z 1izg;§”m est paire. Par conséquent,

T xeix ) iy ] m
/_Wmdmzz _ng(x)dx:%/o fa(z) dz

Comme fo(z) = af(x) avec f: x — 325 qui vérifie f(0+m —x) = f(r —2) = f(z) pour tout = € [0, 7], on peut

1+4cos?
appliquer la question précédente a f avec et on obtient :

T sinz
/1+C082 m/f dx—m/o 1+coszxdx

Le changement de variable u = cos z donne

T . 1 1
sin x du du T
2" dx = ) = 2[arct J
/0 1+ cos?x . /_1 1+ u? /0 1+u2 [axctan uly = 2

(b) On a

lJrcos2

On en déduit que



701. RMS 2025 1543 IV T P Sl . ... e e énoncé p. 115

Soit E = C(R,R). Pour f € E, on pose, pour z € R*, ¢(f)(z) = 1 f(t)dt et ¢(f)(0) = £(0).
0

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme.
(b) Montrer que ¢ est injectif.

(c) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢.

SOLUTION. — RMS 2013 598 Mines Ponts PSI, RMS 2015 906 Centrale PC, RMS 2019 1007 Centrale PSI, RMS 2020
1209 CCINP PSI, RMS 2025 1303 Centrale PSI

(a) T est clairement linéaire.
D’apres le théoreme fondamental de RIEMANN, I'application z +— fo t) dt est de classe C! et sa dérivée est f. En 0,
cela donne que hrr%) T(f)(xz) = f(0) et T(f) est continue en 0. Allleurs c’est le produit de deux fonctions continues.
z—

b) T = \f < VreR, t)ydt = Mz ce qui fournit (en dérivant), que f est nécessairement solution de
0
I'équation différentielle Axy’ + ()\ —1)y=0et donc A #0 et f(x) = Ca'>.
Une telle fonction est continue en 0 <—— % >0 < 0< <1,
On vérifie aisément qu’'une telle fonction convient.
-
On en déduit que Sp(T") =]0, 1] et que le sep associé est la droite dirigée par x — 5
(¢) 0 ¢ Sp(T) donc T est injectif.
Si g € ImT, alors Va €]0, +o0|, = — zg(z) est de classe C! sur |0, +oc[. Prendre pour g une fonction continue sur
, +00o[ mais pas dérivable sur |0, +00], par exemple g : x — |z — 1| : ¢ € ImT donc T n’est pas surjectif.
0 i dérivabl 0 1 1 ImT donc T n’ jectif

702. RMS 2025 1544 IV T P ST . . ..o énoncé p. 115

Pour n € N*, on note f,, : z + min (n, %

/N
w

). Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite (f,).

1 >
SOLUTION. — f,(z) = {Z st [l zn
n

Pour n > |z|, fo(z) = % = 0 donc (f,) converge simplement vers la fonction nulle.
n—-+0o0

fn(n) =n donc ||fn, — 0]|c = n et donc la convergence n’est pas uniforme sur R.

Sur [—a,a] ot a >0:VYn > a,Vr € [—a,a],|fn(x) — 0] = % < ‘12 Wy 0 donc la convergence est uniforme sur [—a, a].
“+o0

703. RMS 2025 1545 CCOINP P I ... e e énoncé p. 115
Pour tout n € N*, on considére la fonction f, : [0, 1] — R définie par Vz € [0, 1], f,(z) = sin <nl’€7n22).

(a) Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que I'on déterminera.
(b) Montrer que la convergence de la suite ( f,, ) est uniforme sur tout intervalle [a, 1] avec a €]0, 1].

(c) Déterminer lir}rl fn(1/n). En déduire que la convergence de la suite (f,,) n'est pas uniforme sur [0, 1].
n—r-+0o0o

SoLUTION. — RMS 2019 1186 CCP PSI RMS 2020 1242 CCINP PSI

(a) La suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle (par croissances comparées si x # 0).

. . — 2 — 2 — — 2 . 7’
(b) Siz € [a,1], alors | sin(nze™""")| < nze """ < ne="", donc ||fn||OO < e~ et ce majorant tend vers zéro quand
n — +o0o par croissances comparées, donc (f,,) converge unlformement vers la fonction nulle sur tout intervalle de
la forme [a, 1] avec a > 0.

(¢) En revanche, comme f, (1) = sin(e=/") — sin1 # 0, la suite (f,) ne converge pas uniformément sur [—1,1].

704. RMS 2025 1546 CCIN P P SI .. ..o e e e énoncé p. 115
2
Pour n € Net x € R, on pose fp(z) = 2&siz >0, f,(z) = HM,Q siz <0.
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705.

706.

707.

(a) Etudier la convergence simple de (f,,).

(b) Etudier la convergence uniforme de (f,,).

— 1 . ,
SOLUTION. — Siz > 0, fn(x) WS ¥ et [fu(z) —2| = 57 < 5 el 0 donc (f,) converge uniformément vers « — z
sur Ry.
Siz <0, folx) WS ® et gn(x) = |fn(z) — 2| = 155 gn(z) = (?:_”;7%2)2 donc g, atteint son maximum en x,, = \;Tin
gn(xn) = 3—\/3 — 0 donc méme conclusion sur R_.
n—-+oo
RIS 2025 1547 IM T P SI. ..o e e e énoncé p. 115
Etudier la convergence simple, puis la convergence uniforme, de la série de fonctions > (—1)"%
n>=1
SOLUTION. — Pour z > 0, la série est alternée et satisfait manifestement les hypotheses du CSSA et pour = < 0, elle
diverge grossierement (CC) : convergence simple sur R .
De plus, |R, ()] < |upt1(z)| = £ :I <1 — 0 donc la série converge uniformément sur R
g n—-+0o00

RMS 2025 1548 COIIN P P Sl .. e e e e e énoncé p. 115

. . tn

n>=1

(a) Déterminer le domaine de définition réel de f.

(b) La fonction f est-elle continue sur son domaine de définition ?

(c) Déterminer un équivalent de f(t) lorsque ¢ tend vers 1 par valeurs inférieures.
SOLUTION. —

(a) Silt]|>1:un(t) = # ~n—stoo 1 : terme général de série divergente

Sift| <1:u,(t)= 1_‘;% ~n—stoot’ t terme général de série absolument convergente

Sit=1:u,(l)=1: terme général de série divergente

Sit=—1":les u, d’indice impair n’existent pas.
Donc Dy =] —1,1]

(b) Les u, sont continues. La série CVN sur [—a,a] C] —1,1] car si t € [—a,a] alors |u, (t)| < % ~n—too @ 2 TGSC.
La fonction f est donc continue sur Dy =] — 1, 1[.

(¢) On travaille pour ¢ €]0, 1] (fixé) et on compare a une intégrale : soit g : x — 1+t1 =1- He%

zlnt

J(z) = (i‘feiﬁ < 0 donc g est décroissante.
décroissance de g : pour n € N* et z € [n,n+ 1] on a up11(t) = g(n+ 1) < g(x) < g(n) = u,(t).
on intégre sur [n,n + 1] : up41(t) < an (z)dz < up(t).

on somme (et Chasles) : f(t) — uy(t) = Zn X U1 (t) < 1+°° g(z)dz = I(t) < Zn % U (t) = f(1).
on réordonne : I(¢) < f(t) < I(t) + =

1+t
On calcule I(t) = 1+°O 1+ﬁ dz avec le CDV : u =t = "t | duy = Inte®dz = Intt*dz.
0 u _In(1 In(1 1
10— J7 5 = 1+ = 50 Done B0 < () < 0 4
Les extrémes sont équivalents a —1n(2) —;_,1- +00 donc par encadrement des équivalents, f(t)~;_1- — l?ﬁ)
RMS 2025 1549 IMT, CCINP P SI .. ... e énoncé p. 116

Pour > 0 et n > 2, on pose u,(z) =

(a) Déterminer le domaine D de convergence de Y u,.
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(b) Montrer que la série > u,, ne converge pas normalement sur D.

(c) Montrer que, pour z > 1 et n > 2, le reste d'ordre n de la série vérifie : |R, (x)] < m

. too
(d) Etudier la continuité de S = Y u, sur D.
n=2

(e) Montrer que S est intégrable sur D.

SOLUTION. — RMS 2020 1248 CCINP PSI
(a) Si0 <z <1, |up(z)] DT TOO siz =1, un(z) =0etsiz > 1, u,(z) = o(:k) donc Y- uy(2) converge absolument.
D =11,+o0].
(b) up(en) = —1— dont la série diverge (comparaison série-intégrale).

“+o0

Inz 1 Inzx 1 1 1 In Inz 1 9 AN 4
(C) ‘RH(ZE) g In(n+1) kzzn:+1 zn - Tn(n+1) il (1_ ) 1n(n+1) Tj OI' :Cf (IAF) oy 1 d ou le resultat.

(d) On en déduit que la série converge uniformément sur D et comme les u,, sont continues, la somme S est continue.

(e) S(z) = -BZ5 + Ro(x) et, en reprenant ce qui précéde, |Ra(z)| < —g = o(22£) donc S(z) et S o(ws%).
Par comparaison a l’exemple de RIEMANN, S est intégrable sur D.
708. RMS 2025 1550 CCINP P ST énoncé p. 116

Soit @ € R. Soit S : z — Z P

(a) Déterminer le domaine de définition de S en fonction de a. On suppose pour toute la suite que |a| < 1.
(b) Montrer que S est continue sur R*

(d

(e
(f

Trouver un équivalent de S en O .

)
)
(¢) Exprimer S(x + 1) en fonction de S(z) pour x > 0,
)
) Déterminer la limite de S en +oo.

)

Déterminer un équivalent de S(z) en +oc.

SOLUTION. — RMS 2014 1263 CCP PSI
On pose uy,(z) = pour a € R et z € R.

n+;c

(a) Si —z € N, la suite (u,(z)) n’est pas définie pour tout n € N. Si —z & N, u,(z) ~ 2.

n—+4oco M

Silal <1, % converge absolument, donc Y u, () aussi.

Si|al > 1, > up(x) diverge grossiérement.
o Sia=1,> uy(z) diverge.

e Sia=-1,> (;41_); converge d’apres le théoreme spécial des séries altenées.
En conclusion, si |a] < 1 ou a = —1, S est défini sur R\ (—N); sinon, S n’est pas défini.

(b) Pour tout n € N, u,, est continue sur |0, +oo[. On montre qu’il y a convergence normale sur tout intervalle de la
forme [, +-00[ ot & > 0, donc S est continue sur R .

+
(c) Soit > 0. On calcule S(z+1) = Z

) donc

aS(@+1) = S(a) - -

x
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710.

(d) Par continuité de S, on a lin}J S(x+1) = S5(1), donc lin%(S(x) — 1) =aS(1). On en déduit que S(z) = 1 + O(1),
z— z— g
donc

(e) La convergence normale sur [a, +oo] et le fait que lirf un () = 0 entrainent que
r—r+00

lim S(z) =0.

r——+00

a"x

n+x’

(f) Posons vy, (z) = zu,(x) = Pour z > 0, |v,(x)| < a” donc ) v, converge normalement sur R .

“+oo
: _.m : _ n_ _1
wginoo vp(x) = a™ donc wginoo xS(x) = ngoa =1
P 11
On en déduit que S(x) ol Toa
RMS 2025 1551 CCINP P Sl ... . énoncé p. 116
+oo n
Domaine de définition de z — > m7
n=2
SOLUTION. — La série est alternée, on cherche a appliquer le CSSA. On a bien liIJIrl |un| = 0 par croissances comparées
n—-+0oo

éventuellement, et la suite (|u,|) est clairement décroissante si x > 0.

Pour =z < 0, on étudie les variations de f, : t — W sur [2,+oo|. fL(t) = 7% < 0 pour ¢t > e~ donc f, est
décroissante sur [e™%, +o00[ et la suite de tg u, = f.(n) est décroissante & partir du rang n > e~*. Le CSSA s’applique
donc également dans ce cas.

Finalement, D = R.

RMS 2025 1552 IV T P Sl ..o e e e énoncé p. 116
Pour n € N*, on note f,, : x — m

(a) Etudier la convergence simple de > f..
n>1

(b) Etudier la continuité de S = > f,.

n>1
(c) Donner un équivalent de S(z) lorsque = tend vers O .

SOLUTION. — RMS 2009 1049 Centrale PC, RMS 2015 746 Mines Ponts PC
Les f, étant impaires, on ne fera I’étude que sur R .

(a) Comme f,(0) =0 pour tout n > 1, la série numérique > f,(0) converge et on a S(0) = 0.
n>1

Soit & > 0. Comme f,(x) ~ ﬁ quand n tend vers 400, la série numérique > f,(z) converge.

n>1
Finalement, la série de fonctions > f, converge simplement sur R.
n>=1
2.2 2,2 2, 2
(b) La fonction f,, est dérivable sur R, avec f/(z) = 12’(’1171;3,2‘)5 = n(%lﬁ?i?)? pour tout z > 0. On en déduit le

tableau de variation de f, sur Ry :

S=

(%) + 0 -

fal@) [0 5 N\ 0

Il en résulte que || fn||]§o+ = 55 = ||fallo par parité, donc Y f,, converge normalement sur R. Chaque f, étant

continue sur R, on en déduit que S est continue sur R.

441



(c) Montrons que S(z) ~ —zInx quand x tend vers 0%, & I'aide d’une comparaison série intégrale. Soit g: u € R —

m Pour x > 0 fixé, il s’agit d’une fonction strictement décroissante. On en déduit que

/n " g du < fula) < / ”1 g(u) du,

linégalité de gauche valant pour tout n > 1, et celle de droite pour tout n > 2. La convergence simple de > f,
n>1
montre que g est intégrable sur [1, +oo[. En sommant les inégalités ci-dessus, on obtient donc

I<S(x) <I+ fiw),

ou I désigne I'intégrale f;roo g(u) du. La décomposition en éléments simples sur R de la fonction rationnelle g de la
acau

Traza? On en déduit le calcul suivant :

variable u est ¥ —

I= lim ({:clnu - gln(l + u2z2)]a ) = lim (xlna - gln(l + a%2?) — gln(l + 502))

a— 400 u=1 a——+oo

= lim (x Ina— gln(a2x2) - gln(l + [ax]72) — gln(l + x2)> =—zlnzx — gln(l + z?).

a——+oo
Comme F In(1 + 2?) et fi(z) = 115> sont négligeables devant —zInz quand x tend vers 0T, I'encadrement I <
S(z) < I+ fi(z) donne alors ’équivalent
S(z) ~ —zlnw.
0+
711. RMS 2025 1553 CCOIN P P I ... . e e e e énoncé p. 116
+oo
On considére f:z € R+— > %W
n=1
(a) 1. Vérifier que f est bien définie sur R.
ii. La fonction f est-elle continue sur R?
iii. Que dire de la parité de f 7
+oo 2
(b) On donne : Y~ -5 = Z-. Montrer que liril f(z) existe et donner sa valeur.
n—1 T—+400

(c) Montrer que f est de classe C! sur R*.
(d) i Calculer lim f'(x).
z—0
ii. La fonction f est-elle dérivable en 07

(e) Que dire alors de I'allure de la courbe représentative de f?

SOLUTION. — ~ RMS 2014 764 Mines Ponts PC, RMS 2017 855 Mines Ponts PC, RMS 2017 736 Mines Ponts PSI
On pose fp,: z €R— %r;(nx) Il s’agit d’une fonction impaire, ce qui permet de réduire ’ensemble d’étude de f a R,..

(a) L’égalité || fn|lcc = 52z prouve la convergence normale de ) f,,, donc f est définie sur R. Elle y est de plus continue,
car chaque f, est continue et Y f,, converge normalement, donc uniformément. On fixe a > 0.

7|—‘5

(b) tligloo Jn(t) = 502 et la convergence est normale donc tiigloof(t) =5

(c) Chaque f, est de classe ¢!, avec
1
vreR, fl(z)=—"s—"

Il est clair que ||f}]lso,**>°l= fl(a) ~ =i, donc la série 3 f. converge normalement sur [a,+oc[. Les deux
hypotheses faibles du théoreme de dérivation des sommes de séries de fonctions ayant déja été cités plus haut, on
conclut que f est de classe € sur [a, +00], et ceci pour tout a > 0. On en déduit que f est de classe € sur R* et

+oo g/
que f'=327 fr.
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(d) En revanche, elle n’est pas dérivable en zéro :
On fixe z €]0,400[, et on pose p,: t € [1,4+00[+— m
décroissante, telle que Zn>1 wz(n) = Zn>1 fn(x) converge. Le corollaire du théoréme de comparaison série intégrale
affirme alors que ¢ est intégrable sur [1,4o00[. Comme ¢, décroit, on a

. On vient de définir une fonction continue positive et

n+1 n
W?L{/ %mw<ww:nm</ ea(t)dt,
n n—1

la seconde inégalité n’ayant pas de sens pour n = 1. En sommant les inégalités de gauche (resp. de droite) pour n
variant de 1 & Uinfini (resp. de 2 & l'infini) , on obtient

[Tewa= [Tl csmcnms [ awa= e [T
1 SDI - 1 t(1+t2x2) = T)s e 1 SDQJ o 1 +I2 1 t(l +t2172)

_1 ta? +oo dt _ t oo _ 2
On remarque que Vit € R+, m = § — Tisee, done [| s = [ln(ﬁ)]t;’f = —Inz + In(1 + 7).
Comme In(1 + 27) et 7 ﬂ,g sont négligeable devant Inz en zéro, on déduit de I’encadrement ci-dessus que

f(z) vt Inz.

En particulier, comme f est continue en zéro, dérivable sur R*, impaire, et que limg+ f' = +oo, on peut affirmer
que f n’est pas dérivable en zéro, mais que son graphe présente en ce point une tangent parallele & Oy (appliquer

Pégalité des accroissements finis Vo > 0, 3¢ €10, z[, 7(x) := % = f'(c)).

712. RMS 2025 1554 CCINP P SI ... . . e e énoncé p. 117
Soit (uy,) la suite de fonctions définie par Va € [0, 1], up(z) = 1 et, pour n € N, up41(z) =1 —|—/ U (t — %) dt.
0

Montrer que, pour tout n,u, est de classe C°.

(a
(

b) Montrer par récurrence que, pour tout n € N et pour tout z € [0,1], 0 < up41(z) — un(z) < Ay

)
)

(¢) Montrer que > (un41 — up) converge normalement sur [0, 1].
)

(d) Montrer que (u,) converge uniformément sur [0,1] vers une fonction f non nulle, de classe C* et solution de Vz €

[0,1], f'(z) = f(z — 2°).

SOLUTION. —
(a) Par récurrence avec, pour t € [0,1], g(t) =t —t> =t(1 —?) € [0,1] :

e ug est constante donc C™

o hérédité : si uy, est C* alors © — [ un(t — t3)dt qui est une primitive d’une fonction C> (par composition)
est encore C*° donc w41 est C™

(b) e uy(x) =1+ fjuo(t—t*)dt =1+ z donc 0 < uy(x) — up(x) = < o5y est vérifié

0+1)
e Hérédité : on suppose que la propriété est vraie au rang n alors, comme t — 3 € [0,1] : on a

0 < tnpa(t = 1%) =t — %) < LEEEE

EEsyy
par positivité de I'intégrale : 0 < [ tny1(t — 3) dt — [ up(t — %) dt < [ % dt
(t—3)+1 z gntl
donc 0 < up42(2) — uptr (@ fo (n+)1)! <Jo (fz+1)' (n+2)!

(¢) > (tpt1 — up) converge normalement sur [0, 1] : immédiat avec la question 2.

(d) ® > (upt1—up) CVN donc CVS vers L = limy 4 oo ZHN;(} (Upt1—tp) = UMy 4 oo (uny—ug) donc uy —)%‘iﬁ_w L+
ug = f
CVU : uy — (Lt1ug) = S (g1 — 1) done [Ju — (L+1ug) oo = Hzn > (tns1 — Un)
Un)|loc TGSC avec la question 3.

+
| < Ti n
o0
Donc la suite (u,,) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction f = L + uyg.
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714.

o L(z) =limy_ 100 Zf::ol (unt1() — un(z)), limite (qui existe) de termes positifs donc L(z) > 0 donc f(z) =
L(z) + uo(x) = L(z) + 1 > 0 : f est non nulle.
e o Les u, sont de classe C* donc C!
o la suite (u,) CVU donc CVS sur [0, 1] vers f
o par théoréme fondamental de I'intégration, z > [ un(t — t*)dt est la primitive de ¢ — u,(t — ¢3) qui
s’annule en 0 donc u},  (x) = up(x — %)
Comme la suite (u,) CVU sur [0,1] vers f, alors la suite (u},) CVU sur [0, 1] vers z + f(z — 23)
On déduit du théoréme de classe C! que f est C1 et f/(z) = lim,_ oo ul,(z) = f(z — 27)
Donc f est solution de Vz € [0,1], f'(z) = f(x — 2?)

e Par récurrence sur k on montre alors facilement que f est C* pour tout k, donc f est de classe C*.

RMS 2025 1555 IV T P Sl .. e e énoncé p. 117

(—1)ng2n+l

Déterminer I'intervalle de convergence et la somme de > D En=T)
>1

=

SoLUTION. —Rayon de convergence par d’Alembert : R = 1.

Et +1 il y a convergence absolue car |, (+1)| ~p— 4o 7oz, donc D = [—1,1].

On pose, pour = € [~1,1], f(z) =31 %

f est continue sur D car les u, le sont et la série converge normalement, en effet, ||un||[ L1 W TGSC
Sur ] — 1,1[ on peut dériver terme & terme et f/(z) = 3.+ % =zy % = zg(x)

Sur ] — 1,1[ on peut dériver terme & terme g(x) (aussi de rayon 1) et ¢'(z) = S22 (=1)"2?" 2 = _(’112) = 15

On en déduit que g(x) = — arctan(z) + g(0) = — arctan(az)
Puis f/(x) = —xarctan(z) et comme f(0) =0 on a f( = [, —tarctan(t)dt

Par IPP: f(z) = [—% arctan(t) } +3 fy o HtQ dt = —%- arctan x)+3 [y (1 - 1+t2) dt = —%- arctan( )+3 (z — arctan(z))
Donge, sur | — 1,1 on a f(z) = 1‘” arctan(z) + § et le resultat reste vrai en &1 par continuité de f.
RMS 2025 1556 CCINP P ST ... . e e énoncé p. 117

x
1 —
0

(a) Déterminer le domaine de définition de F.

(b) Montrer que Yz €]0,1], F(z) = ) %5.

SOLUTION. —

(a) f:t— —M est continue sur | — oo, 0[U]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 par f(0) = 1, on note encore f
ce prolongement.
e si z €] — 00,0[U]0, 1] la fonction prolongée f est continue sur le segment [0, z] donc I'intégrale existe.

e si x =1, f est continue sur |0, 1] et équivalente en 1 & ¢t — —In(1 — ¢). Cette derniére est intégrable en 1 car
t — —In(t) est intégrable en 0 (référence)

e si x> 1, f n’est pas définie sur |1, x[, F n’existe pas
Le domaine de définition de F est D =] — o0, 0[U]0, 1[.
(b) j’ai enlevé 0 du domaine initialement dans 1’énoncé.

e Démonstration de I’égalité sur ]0,1] :

Pour ¢ €]0,1[ on peut écrire f(t) = —ln(lt_t) = -1 7fi'}(—l)”_l(_—;)n =y tnr:l (vrai aussi pour le

prolongement de f défini question 1) : c’est une série entiére de rayon R = 1.

On peut primitiver la série entiére terme & terme sur | — R, R[, F' est la primitive de f qui s’annule en 0 donc
_ +oo g™
pour z €] —1,1[ on a F(x) = z.

n=1 n2

e Démonstration de 'égalité en 1 :
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o comime fol f converge alors par définition F(x) —, 1 F(1)

o Comme les Un @ T ””2 sont continues et EJ“X’ “"—2 converge normalement sur [—1,1] (||un||£;11] =25),

+oo g™ +oo 1
alors n=1nZ z—1 n=1 n?

o Par unicité de la limite F/(1) = 527

ne1 nZ : la formule est encore vraie en x = 1.

715. RMS 2025 1557 CCINP P SI ... . énoncé p. 117

Pour k € N et n € N*, on note I, = /O+<>o the " dt et a, = .
(a)
(b) Calculer Iy .

(c)

)

)

)

Montrer que I}, ,, est définie.

Déterminer le rayon de convergence de Y a,x".

(d) Nature de > ane™.
(e

(f) En déduire le domaine de définition de > a,z™.

Nature de > a,(—e)".

SOLUTION. — =~ RMS 2025 1567 CCINP PSI a compléter avec la derniere question de I'autre sujet (2025 1567)
(a) facile

_n +oo
(b) Par IPP, pour k e Net n € N*, ona: Iy41,, = [—e ttk“} + k£l 0+O° the—ntds = %Ik,n

n 0 n

puis, pour n € N* et par récurrence sur k on a Iy, = n,’f%
A an+1 (n<-:—L1+)1L)Jlr2 1)—(n+1) -1 n
(¢) Par d’Alembert : | = (1 + 5) —nstoc € . Donce R(> ana™) =e.
c 1. V2rn , . .
(d) Par Stirling, a,e" = nfﬁrl €" ~p s too (BZT 27” TGSD. Par équivalence, Y a,e™ diverge

n

(€) un = an(—€)™ est un terme général de série alternée, a,(—€)™ ~p_4oo(—1)"1/2E donc —p, 400 0

Un 41
Un

_ (1 + %)—(n+1) o — el (D) In(1+L) o (1 + %) —In(n+1)—In(n) = fn+1 dt 5 1

décroissance : n t © ntl

donc 1 — (n+1)In (14 1) <0 ce qui donne
Par le CSSA, > a,(—e)™ converge.

Un 41
Un

< 1 d’ou la décroissance.

(f) Vu ce qui précede, le domaine de définition de > anz™ est [—e, e].
(g) énoncé de la derniere question de RMS 2025 1567 CCINP PSI

Démontrer que, pour |z| < R, ona: >.1% a,z" 0+°° se—dt.

correction de la derniere question de RMS 2025 1567 CCINP PSI

Ona 2 = 122;; Posons g(t) = txe™" de dérivée ¢'(t) = x(e™" — te™*) = e~ (1 — t) donc g(t) est majoré par
sa valeur en 1 qui est g(l) =xe ! <1:0nadonc0<tee? <1.

n

ACTI t n __ +oo no —nt
On peut alors écrire : t o = twe” Z S(txem ) =S e My

Interversion série intégrale : pour = €] — e, e[ fixé et n € N*, on pose u,(t) = t"e "z"

e les u, sont intégrables sur RT et on calcule f0+oo up(t)dt = 21, 5, = apz™ et f0+oo [un (t)|dt = ay|z|™

e > u, converge simplement sur R™ vers ¢ —

ttm

. Zf |un (£)|dt = > anlz|™ converge car |x\ <R

Le théoréme s’applique et on a f0+ te_dqt = o0 (B)dt = S0 [T, (H)dt =3 ane

el—tx n=1"4 n=1J0
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716. RMS 2025 1558 C O IIN P P SI ... e i énoncé p. 117
1
Soit, pour n € N, I,, = / eVt dt.
0

Montrer que I,, est bien définie. Quel est son signe ?
Déterminer les variations de (I,).

Montrer la convergence et donner la limite de ().

Trouver un équivalent de I,
Nature de > T, et de > (—1)"I,?

)

)

)

(d) Montrer que, pour n € N*, (n+ 1), + I,,_1 = e *

)

)

) Déterminer le rayon de convergence de > I, z™.

)

Soit x €] — 1,1[. On pose g, (t) = e~ /t"a™ si t # 0 et g,(0) = 0. Montrer que 3 g,, converge normalement sur [0, 1].

. too
(i) Ecrire g(x) = >_ I,z™ sous la forme d'une intégrale.
n=0

SOLUTION. —

(a) f:t— e Y/t est continue sur ]0,1] et est prolongeable par continuité par f(0) = 0, donc I,, est bien définie.

Par intégration d’une fonction continue strictement positive sur [0, 1], I,, > 0.
(b) Iny1—1I, = fol e~ Y/t (t —1)dt < 0 par intégration d’une fonction continue négative sur ]0, 1], donc (I,)nen décroit.

(¢) La suite (I,,) est décroissante minorée par 0 donc converge. On note ¢ > sa limite.

1

(d) Soit n € N* : IPP sur I,, = [; e~ V/4"dt = {%e*w} — eVl = et - g

0 n+1 n+1

Donc (n+ 1)1, + I, 1 =e !

() (n+ I, =e t+ 1, 1 —nsiooe P +£>0.Donc I, ~p 100 e_;M — 100 0 et donc £ = 0. On en déduit que
—1
I’n ~n—+oo ST

(f) > I, diverge (comparaison a Riemann) et Y (—1)"I,, converge par le CSSA.
(g) Avec l’équivalent de la question 5 et d’Alembert, R = 1.

(h) Soit = €] — 1,1 fixé. Pour n > 2 et t € [0,1], ¢/, (t) = a™ (e~ V"2 f e~ Vintn=1) = e~ V/4"=2(1 + nt) > 0 donc
lgn|Y = g, (1) = e~1z™ TGSC (série géométrique), donc >~ gn converge normalement sur [0, 1].

(i) Les fonction g, sont continues sur [0,1] et il y a CVN donc CVU : on peut intervertir série et intégrale :

1 +00 +oo 1 1 e’l/t +oo .1 +o00
/ > gn(t)dt = Z/ gn(t)dt = / ot = Z/ e Virardt =Y Ina” = g(x)
0 n=o0 n=0"0 0 - n=0"0 n=0

Donc g(z) = 3520 I,a" = fol %dt'
717. RMS 2025 1559 CCIN P P ST . ... e e e e énoncé p. 118
+o0 too
On pose f(z) = > In(n)a™ et g(z) = > In (1 — L) a™
n=2 n=2

(a) Déterminer les rayons de convergence de f et g.
(b) Montrer que g est définie et continue sur [—1, 1.

(c¢) Trouver une relation entre (1 — z) f(x) et g(x) pour x €] — 1,1].
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(d) Montrer que f est continue sur | — 1, 1] et prolongeable par continuité en —1.

(e) Trouver un équivalent de g, puis de f, en 17,

SoLUTION. — RMS 2014 943 Centrale PSI
(a) Les deux rayons de convergence valent 1, par D’ ALEMBERT par exemple.

(b) La fonction g est continue sur | — 1,1[ d’apres le théoréme de continuité de la somme. La série définissant g sur
] —1,0] est alternée et satisfait les hypothéses du théoréme spécial des séries alternées. On en déduit que g est bien

définie en —1 et que
1 1
Le reste converge uniformément vers 0 donc la somme est continue sur [—1,0].

(c) Pour x €] — 1, 1], on sépare en deux sommes convergentes d’apres (a) :

“+oo

+oo
gl@) =3 Im(n—1)a" =Y (nn)a" = xf(x) - f(z) = (x = ) f(2).

n=2

(d) La fonction f est continue sur | — 1, 1] d’apreés le théoréme de continuité de la somme.L’étude en —1 est simple : par
continuiré de g en —1,
g(x) 9(=1)
fla) = -2,

r—1 z—-1 2

(e) Etude en 1 : pour tout x €] — 1, 1[, posons

h(z) = f (m (1 - ;) ;>x” — g(z) —In(1 —2) — 2.

n=2

+

b"l
Comme b, = O(-;), la série Y b,z™ converge normalement sur [—1,1] et h est continue en 1. On en déduit que
g(x) ~ In(l— x) puis que
rz—1 (1 )
In(l -z
@) ~ ————

x—1 x—1

718. RMS 2025 1560 IV T P ST . ... e e e e e e énoncé p. 118
On note f:z+— e L

(a) Calculer le développement limité de f a I'ordre 2 en 0 .
(b) Que vaut f((0) pour n =0,1,27

n
n

(c) On considere la suite définie par ug = 1 et Vn € N,u,11 = > (})uy. Calculer uy et us. Montrer pour tout n € N : 0 <

k=0
u, < nl.
+oo
(d) Soit g : @+ ) “=ax™. Montrer que le rayon de convergence R de cette série entiére est non nul.
n=0

(e) Justifier la dérivabilité de g sur | — R, R[ et montrer : Vz €] — R, R[, ¢'(z) = e*g(x).
(f) En déduire : Vz €] — R, R[, g(z) = f(x).

SOLUTION. — RMS 2015 919 Centrale PC
(a) f(z) = vt to@®) — | + (x + “52—2> + L; +o(z?) =1+ 2z + 2%+ o(z?)

(b) Avec Taylor-Young, f(0) =1, f/(0) =1, f"(0) =2
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719.

(¢) On raisonne par récurrence compléte sur n. L’'inégalité ug = 1 < 0! est vraie. Si Vk € [0,n], ux < k!, alors,
compte-tenu de ce qu'une factorielle est toujours plus grande que 1 :

un+1i(z>uk<i(z>k!i(ni!kﬂn!]é(n_lk)!én!(nJrl)(nJrl)!.

k=0 k=0 k=0

4nt—| < |2"| montre que le rayon de convergence de f est > 1.

(d) La majoration |*=

(e) Le théoreéme de dérivation terme & terme des sommes de séries entiéres montre que pour tout = €] — 1,1[, on a

+o0 Zn—1 +o00 " +o00 n n " +o00 nUk 1
/ = —_— —_— —_— —_— —e YL.

Dans l'expression finale, on reconnait la somme de la série entiere produit de Cauchy de g(z) et de exp(x). Par
conséquent, g est solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre

y — ey =0.

(f) Ses solutions sur | — 1, 1] sont les fonctions telles que I\ € R, Vo €] — 1, 1[, y(z) = Ae®”. Comme g(0) = up = 1, on
obtient : A = e~! et donc
Vee]—-1,1, g(z) =exp(e® —1) = f(z).

REMARQUE. — Le coefficient u, est appelé le n-itme nombre de Bell. Il compte le nombre de partitions 7 = {71,...,7p} de
I’ensemble [1,n] en blocs 7; non vides, avec la convention ug = 1 : une telle partition est définie par Vi, @ # m; C [1,n], et
miNmy=0sii#jet U_ m =[1,n].

Pour prouver cette affirmation, on note B, le nombre de telles partitions, et on montre que (By) satisfait la méme relation de
récurrence que la suite (un). Décrivons une partition 7 de [1,n + 1] en notant k& + 1 (avec 0 < k < n) le cardinal du bloc auquel
appartient n + 1. Alors 7 est entiérement déterminée par :

e le choix des k éléments dans [1,n] qui appartiennent au bloc de n + 1;

e le choix d’une partition sur les n — k éléments restants.
n
Cette décomposition se traduit clairement par la formule de dénombrement B, +1 = Z (Z) B—k. Le changement d’indice k < n—k
k=0
et la propriété de symétrie des coefficients binomiaux prouvent que cette relation est équivalente a By,11 = Z::o (Z) By.. Voici les
valeurs des premiers termes de la suite (on a indiqué les partitions correspondantes pour n < 3) :

B =1, {{1}}

By =2, {{1}7{2}}7 {{172}}

Bo=5 (OLELG), HL2LG) (3L 20, (23000, ({1,2.3))
By =15

Bs =52...

La relation de la derniére question est la formule de Dobinski.

RMS 2025 1561 IMT PSL.......o0oiti it énoncé p. 118
1
Pour tout n € N, on pose [, = / (1 _ x)nef2z dz.
0

(a) Montrer que la suite (I,),ecn converge et calculer sa limite.
(b) Déterminer une relation entre I, et I,,1. Donner la limite de la suite (nl,)nen.

(c) Trouver des réels a,b et c tels que I, =a+ 2 + -5 + 0 ().

SOLUTION. —
(a) Théoreme de convergence dominée :

0si z €]0,1]

e pour z € [0,1] : (1 —2)"e 2 —, o { lsiz—0
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e domination : pour x € [0,1] et n € N, |[(1 — x)"e™2%| < e72¥ = (z) intégrable sur [0, 1]

Par théoréme de convergence dominée la suite (I,),en converge vers 0.

(b) une IPP sur I,, donne et I, 41 = %
(c¢) L’égalité de la question 2, puis la limite de nl,, de la question 2 donnent :

nl, —1=—-2I,11 — I, donc n(nl, — 1) = -2 (n+ DIy —nlp —rnsi0o

—2-1=-3.

— "T‘Hln, donc 21,11 +nl, + I, =1 : en passant a la limite : nl,, — ;400 1.

On en déduit que nI, —n=—-3+o0(1) et donc I, — L = -3 +0(%) donc I, =0+ 1 + =2 + o ().

720. RMS 2025 1562 CCINP P Sl . ... . e énoncé p. 118

n

(a) Déterminer le rayon de convergence et le domaine de définition de z — > m

1
(b) Pour tout n € N, calculer o, = / (1—t)t3"dt.
0

N-1

(c) Calculer ag + - -+ + ay—1 de deux manieres différentes. En déduire que n2=:0 m =

+oo . Looae
(d) Montrer que H;O (3n+2)(3n+3) :/o 14+¢+¢2

1 3N
1—t
/7dt
o 1+t+12

1
dt
(e) CaIcuIerI:/ —_—.
0 1+t+1¢2
SOLUTION. —
(a) Par d’Alembert le rayon de convergence de ZW est R ": 1 et en £1 il y a convergence absolue
(Jtn(£1)| ~n—4oc 5oz) donc le domaine de définition de 2 +— > GrihEaTey st [-1,1].

(b) a, = fol t3n t3’n+1dt

1 1
3n+1 T 3nt2 — (3n+1)(3nt2)°

(C) SN—l =apg+--+ay_1= ET]:[_—Ol Q= E,r[:[__ol 01(1 t3ndt fo 1 —t N—Ol t37ldt

t3N

donc Sy = 0= olm Jo (=58 tz di = [y {5t
(d) Montrer que Zn o m 01 H(tlﬁ
© 1= e = I ey =4 (gt Teeten) 30T = s = (5 8) -
.
721. RMS 2025 1563 CCOIN P P SI ... e e i énoncé p. 119

1
Pour tout n € N, on note I,, = / In(1 +¢™) dt.
0

(a) Montrer que (I,,) est bien définie.

(b) Montrer que (I,,) converge et déterminer sa limite.

1
In(1
(C) Montrer que In ~ % / M du.
0

n——+o0o u

(d) On admet que Y & = %2. Montrer que I, ~ Z-.

12n
n>1 n—-+4oo

SOLUTION. —

(a) Pour tout n, I, est définie car on intégre une fonction continue sur un segment.
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(b) pour t €[0,1], 0 < In(1+¢t") <t" donc 0 < I, < fol thdt = n%rl —nstoo 0 done I, —, 41000

¢) nl, = [ nln(l + ¢*)dt. Changement de variable u = " <= t =u# ,dt = Lun~'du : nl, 1 In(l+w) o, 3 du.
0 u
Théoréme de convergence dominée :
e pour u €]0,1] : m(lju)u% = ln(lju)e%h’“ — oo ln(lju)

e domination : pour u €]0,1] et n € N, We%m“ < w = ¢(u) intégrable sur ]0,1] car continue sur

]0,1] et prolongeable par continuité en 0.

P . . 1 1
Par théoréme de convergence dominée la suite (nl,,),en converge vers fo Wdu et donc I, ~p— 100 111 0 ln(lj”) du.
1 1n(1+u) 11 ¢t n—1u" n 1wt
f d — J0 u n=1 (_ ]') fO n= 1 n du

e La série converge uniformément sur [0, 1] car elle vérifie le CSSA

k—1
et donc |y (u)| = [S0125 1 (—1F 22 < (-1 | < oy i 0
Les fonctions mtegrees sont des polynomes donc continues. On peut donc intervertir somme et intégrale :
fol ln(1+“)d fO il 1 n 1u7;71 du = +<X> n 1]‘0 ”;L 1 Z-i—oo (= 1)“ ! -9
+oo(1)”11 +oo —2 1
e On pose T =3 == ™ ot on calcule § — T = Yome 7_Zn 1 TE = vl @7 = 3L
n pair
Donc S = %T = ’{—2
On en déduit que Inwn%Jroo%.
722. RMS 2025 1564 CCOIN P P I ... . e e e e énoncé p. 119
1
On note pour n € N*z = f,(z) = 2 ((1+2)" —1) et I, = ' (z) da.
0

(a) Citer le théoreme de convergence dominée.

(b) Justifier la définition de I,,.

+oo
¢) Montrer que lim 1, = -
(c) q P k:Z::I kx k!

SOLUTION. —
(a) Cours
(b) = fo(z) =1 ((1+ %)n —1) est continue sur ]0,1] et tend vers 1 quand z — 0, d’out la définition de I,,.

(¢) e Théoréme de convergence dominée :
o pour x €]0,1] : fn(x) —notco %
o domination : pour z €]0,1] et n € N*, nln (1 + £) < & donc | f,(z)| = fu(z) < % = ¢(x) intégrable sur
]0,1] car continu et tend vers 1 quand z — 0

P . . 1o
Par théoreme de convergence dominée la suite (I,,)nen+ converge vers fo eTldx.

° 52—1 = Z‘O‘i “‘;1 : il s’agit d’une série entiére de rayon +o0o donc on peut intégrer terme & terme sur [0, 1]
(on a CVN donc CVU sur [0,1]) : ! ergld = fol e IZ, “d =i 01 zi;dx =i T
723. RMS 2025 1565 IV T P ST . ... e e e e e e énoncé p. 119
+oo
. 1
Pour n € N*, on pose a,, = /0 NOR dt.

(a) Montrer que (a,) est bien définie.

(b) Etudier la limite de (a,,).
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(c) Etudier la convergence de la série de terme général (—1)"a,,.
+oo

(d) Déterminer le rayon de convergence de > a,z™.
n=1

SOLUTION. —

(a) fon:tr— ﬁ est continue sur R et équivalente en +oo & (62—,)2 = 2" intégrable (référence) si n € N*. Donc
(an) est bien définie.

(b) Théoréme de convergence dominée :

0siteR™™
° f”(t):ch(lm—m_’*‘x’{ lsit=0

o domination : pour t € RT et n € N*, ch(t) > 1 donc ch™(¢) > ch(t) et donc |f,(t)| < fi1(t) = ¢(z) intégrable
sur R (question 1)

Par théoréme de convergence dominée la suite (a,),en+ converge vers 0.
(¢) le CSSA donne la convergence

(d) De la question 3 on déduit que R >

1
O\ : x
Soit > 1 alors a,a™ = 0+°o ( z ) dt > fdrgcm (

dt > argchz > 0 donc a,x" —~n— 1000 : la série
ch(t)

—_———
>1

ch(t) 0

diverge donc R < 1

Finalement le rayon de convergence de ::;1 anpx™ est R =1.

724. RMS 2025 1566 CCINP P Sl . ... e énoncé p. 119

1
Pour tous p et n dans N*, on pose I,, , = / 2P (Inz)" da.
0

(a) Montrer que les I, ,, sont bien définies.
(b) Déterminer une relation entre I,,_q p, et I, p.

(c) Soit f:x €]0,1] — -=. Montrer que f est intégrable sur ]0, 1].

1

1 +oo
(d) Montrer que/ fl@)da =
0

n=1

SOLUTION. — Voir RMS 2016 952 CCP PSI, RMS 2020 1112 Centrale PC, RMS 2020 1386 IMT PC et aussi RMS 2017
183 ENS PC, RMS 2017 757 Mines-Ponts PSI et encore RMS 2015 852 Centrale PSI

La fonction @ — z%In®(z) est continue sur ]0, 1] et lir% 2%In’(z) = 0 par croissance comparée, ce qui prouve l'existence
r—

de I(a,b). Par une intégration par partie, I(a,b) = —a%:ll(a, b — 1) puis, par récurrence,
—1)%! —1)bb!
I(a,b)zi( ) I(a,O)zi( ) .
(b+ 1) (b+ 1)ot!
1 1 1 (—zlnz)" oo . , .
Pour tout z € R, on a =5 = e "% = Y7 ==15— = 37 u, (), avec une notation évidente. Or :
n=0 n=0

o les fonctions u, sont intégrables sur [0,1];
o la série )" u, converge simplement sur ]0,1] et sa somme f: z — - est continue sur ]0, 1];

e ona fol lup(2)|dz = & fol 2"(—Ilnz)*dz = %I(n, n) = W, qui est le terme général d’une série convergente.
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En appliquant le théoreme d’intégration terme a terme, on en déduit la convergence de 'intégrale et 1’égalité demandée
via une translation de l'indice.

725. RMS 2025 1567 CCOIN P P SI ... o e e e énoncé p. 120
—+oo
On pose I, = / tFe="* dt pour n € N*, k € N et a,, = n”—Ll pour n € N*.
0

(a) Montrer I'existence de I,, , pour n € N* et k € N, et la calculer .
(b) Déterminer le rayon de convergence R de > a,z™.

(c) Déterminer la nature de ) %= et de ) = (EAEE

oo oot
(d) Démontrer que, pour |z| < R,ona: > apz" :/ — dt.
= o et —tx

SOLUTION. — ~ RMS 2025 1557 CCINP PSI le rayon étant e, la question 3 est a modifier

(a) existence facile

ot +o0

Par IPP, pour k€ Net n € N*, ona: [41, = {—eTtk‘H} + % O+°° the—mtdt = %Ik,n
0

puis, pour n € N* et par récurrence sur k on a I , = nf%

(n+1)!

(b) Par d’Alembert : (CESTURLR S (1 + %)7(n+1) —nsioc€ L. Donc R(3 ana™) =e.
nn+1
(c) e Par Stirling, a,e™ = nff!ﬂe” ~n—s 4o # 27” TGSD. Par équivalence, > a,e™ diverge

® u, = a,(—e)" est un terme général de série alternée, a,(—€)™ ~y_4oo(—1)"1/2E donc —, 400 0

_ (1+ %)—(n-i-l)e — A1+ E) e (1+ %) —In(n+1)—In(n) = fn+1 dt

n t

Un+1

décroissance :

1
n+1

donc 1 —(n+1)In(1+ 1) <0 ce qui donne
Par le CSSA, }a,(—e)" converge.

e Vu ce qui précéde, le domaine de définition de Y a,a™ est [—e, €.

Un41
u

< 1 d’ou la décroissance

(d) On a =t " Posons g(t) = tze~! de dérivée ¢'(t) = x(e~t — te~) = ze~*(1 — t) donc g(t) est majoré par

e" tr 1—txe?
sa valeur en 1 qui est g(1) =ze™* < 1:o0n adonc 0 < tze ! < 1.

;. _ —+o0 — “+o0 _
On peut alors écrire : 22— = twe™t Y "% (twe™ )™ = Y tme "

Interversion série intégrale : pour = €] — e, e[ fixé et n € N*, on pose u,(t) = t"e "z"

e les u, sont intégrables sur RT et on calcule f0+°° up(t)dt = 21, ,, = apz™ et f0+oo |, (1) |dE = ay,|2|™

+
e > u, converge simplement sur R* vers ¢ — W

o Zf [un (t)|dt = >~ ay,|z|™ converge car |x\ <R

Le théoréme s’applique et on a f0+ Srdt = 70, ()t = S 0+°° up (t)dt = 3% a2,
726. RMS 2025 1568 CCIN P P SI .. ..o e énoncé p. 120
+oo
arctan(xt)
Soit f T — / Tﬁ) dt.

(a) Déterminer le domaine de définition de f.
(b) Etudier Ia dérivabilité de f et exprimer f’. Ind. Pour x # £1, trouver des réels a, et b, tels que m =

1th2 + 1+m2t2
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(c) Donner une expression simple de f.

+o0 t 2 t
(d) Calculer/ %ﬁ()dt.
0

SOLUTION. — RMS 2006 1135 CCP PC, RMS 2011 1097 ENSAM PSI, RMS 2014 782 Mines Ponts PC, RMS 2018 987
Mines Ponts PC, RMS 2018 1172 Centrale PSI, RMS 2018 1424 CCP PC, RMS 2020 726 Mines Ponts PSI, RMS 2020
1377 CCINP PC, RMS 2020 1382 IMT PC

On pose f: (z,t) € R x R %rﬁf) 1l s’agit d'une fonction de classe €.

(a) Comme f(0,t) = 0 pour tout ¢ > 0, 'intégrale F'(0) converge et vaut zéro. Comme f est impaire par rapport a la
variable z, il en est de méme pour F, et il suffit d’étudier la nature de F(x) pour x > 0. On fixe donc x > 0.

o Quand t tend vers zéro, f(x,t) tend vers la limite finie x : Uintégrale F'(x) est faussement impropre en zéro.

+ Quand ¢ tend vers U'infini, f(z,t) ~ 555, donc t — f(x,t) est intégrable sur [1,4-o0l.
On conclut que D = R.
(b) L’hypothese de domination du théoreme de Leibniz est donnée par le calcul suivant : pour tout (z,t) € R x RY, on

a
of | ¢ - 1 o
‘&s(x’t)‘_'t(1+t2)(1+x2t2) _’(1+t2)(1+x2t2) Se =

La fonction ¢ étant continue par morceaux et intégrable, il s’ensuit que F' est de classe €' avec

vz e R F’(:E)/Mo d
’ o (L) (1 + 2212)

(¢) On effectue le calcul de F(z) pour x > 0, et on conclura griace au caractére impair de F. Si x # 1, la décomposition

IQ

14+x2t2

en éléments simples de la fonction rationnelle d’indéterminée ¢ est —— ( — —L2). On en déduit
( ) z2—1 1+t

1
T+22) (11222
que pour tout x € R \ {1} :

| oo z? 1 1 too T
F'(z) = 71, T2 11 dt = o [z arctan(zt) — arctan(t)], ) = e

De plus, cette expression reste valable pour = 1 par continuité de la dérivée (on a utilisé la positivité stricte de x
de maniére implicite, en écrivant que . liI+n arctan(zt) = 5 dans 'évaluation de I'intégrale). Comme F'(0) = 0, on
—r 00

trouve Vo € Ry, F(x) = 7 In(14 x). Le caractere impair de ' montre ensuite que

ZIn(l1+z siz >0
VreR, F(x)=1(2 ( ) i
—ZIn(l-2z) siz<O0.
(d) L’intégrale est convergente (en zéro, la fonction intégrée a une limite finie égale & 1) et en +o00, elle est dominée
par la fonction ¢ — t%) Son calcul se fait par intégration par parties (on l’écrit sur un segment [0, a], puis on fait
tendre a vers +00) :

0 0 0

727. RMS 2025 1569 ENSE A P Sl ... o e énoncé p. 120
+oo _—xt
On poseF:x»—)/ ¢ dt.
0 1+t

(a) Montrer que F est définie sur |0, +o0o[, mais pas sur [0, 400/
(b) Montrer que F est positive et décroissante sur ]0, +oo.

(c) Montrer que F est C* sur ]0, 4+oo[ et déterminer une équation différentielle vérifiée par F.
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SoruTION. — RMS 2016 971 CCP PC, RMS 2017 1445 CCP PC, (RMS 2017 886 Mines Ponts PC, RMS 2020 904 Mines
Ponts PC, RMS 2016 601 Mines Ponts PC)

T :tt est continue positive sur RT et son intégrabilité sur RT dépend donc
de son comportement en +o00. Six < OonaVvVt >0, 0<

(a) Pour tout = € R, lapplication f,:t —
< fz(t) et comme l'intégrale f0+ T + - dt diverge
Tr At

En revanche si > 0, alors 0 < f,(t) < e™®! et l'intégrale fo e~ "' dt converge, donc aussi [,

je=;
(puisque In(1 + z) — +00 quand & — 400)) il en va de méme de l'intégrale fo

—mt

+o00 gt
T dt

(b)Soient0<x<y.Ona:Vt>0’eyt oot

¢ < 37 et puisque les fonctions sont intégrables : f(y) < f(x). Ainsi F' est
décroissante. . ., et positive.

(c) Posons f: (z,1) = G5¢ " de sorte que F(z) = f0+oo f(z,t)dt. On a :

o Pour tout x €0, +oo], la fonction f(z,-): 61::: (continue par morceaux suffit) et intégrable
d’apres la question a).
o Pour tout ¢ € [0, +oo[, la fonction f(-,t): x — 1:; est de classe ¢ sur ]0, +oo[ avec %(x,t) = —%, qui

est continue par rapport & x sur |0, +oo[.

o Hypothése de domination locale : soit [a,b] C]0,+oo|. Vz € [a,b], Vt € [0,+00[, 0 < 8f L(a,t)| < e =(t)
qui est intégrable sur [0, +oo[ puisque a > 0.

Par le théoréme de dérivation sous le signe [, F est de classe C' sur ]0, +oo[ et

+oo +oo —axt
V>0, F(z) :/ 9F (v tyat = —/ e g,
0 0

ox 1+t
On a alors pour z € RY, F(z) — F'(z) = f0+°° 61_; dt + f+oo te 2! —dt = +°° et dt = L soit aussi
F/(e) = Fla) - -
N x
T28. RMS 2025 1570 IV T P ST . ..o e e e e e e énoncé p. 120

+oo —t
Soit ¢ : z — / — sm(xt) dt.

(a) Montrer que @ est définie sur R.
(b) Montrer que ¢ est continue et dérivable sur R.

(¢) Exprimer ¢’ puis ¢ a 'aide de fonctions usuelles.

SOLUTION. — RMS 2010 1020 CCP PSI, RMS 2018 988 Mines Ponts PC, RMS 2018 1361 ENSAM PSI, RMS 2010 1020
CCP PSI, RMS 2018 988 Mines Ponts PC, RMS 2018 1361 ENSAM PSI

(a) On pose h(z,t) =e™t bm(wt) pour tout x réel et tout ¢ réel non nul, prolongée par continuité par h(z,0) = x pour
tout réel z, de sorte que 1 intégrale proposée soit faussement impropre en zéro. Pour tout réel x et tout réel positif
t, la majoration |h(xz,t)| < % donne l'intégrabilité de ¢ — h(z,t) sur [1,+oo], donc 'ensemble de définition de f
vaut R.

(b) La fonction h est de classe ' sur R x R* avec g (z,t) = e~tcos(xt). La domination |%(x, t)] < e™t, valable pour
tout (x,t) € RxR%, et I'intégrabilité de t — e~ sur R% permettent d’appliquer le théoréme de Leibniz : la fonction
f est de classe ‘51 sur R avec

too +00 ) e(—l—i—ia:)t +oo 1 1
Ve eR, f'(z)= / e "cos(zt) dt = Re (/ el i)t dt) = Re {} = Re ( - ) = 5
0 0 —1+iz ], 1—az 14+ =z

Il en résulte existence d’une constante ¢ telle que f(z) = arctanz + ¢ sur R. La valeur évidente f(0) = 0 fournit
¢ =0, donc

Ve eR, f(z)=arctanz.
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729. RMS 2025 1571 CCOINP P I ... e e énoncé p. 120

t —at

+oo _—=x
Soienta e R}, bcRetg:z— / £ -° cos(bt) dt.
0

(a) Montrer que g est définie sur R .
(b) Montrer que g est de classe C* sur R* et déterminer ¢'.
(¢) En déduire g.
SOLUTION. — RMS 2015 922 Centrale PC, RMS 2016 788 Centrale PSI
dans la correction ci dessous le x n’est pas au bon endroit ? je pense que ’énoncé est a modifier

(a) La fonction F' est définie sur R, en effet quel que soit x € R, on a f,: t — % cos(tx) continue sur R avec

Fult) = 0o (tlz) et lim f(1) =b—a,

e¥_et 1_at+0(t);1+bt+°(t) =b—a+o(1).La fonction f, est donc intégrable.
at

7
Soit, pour tout (z,t) € R x RY , u(x,t) = # cos(tx) = fo(t).

puisque

e Pour tout € R, on vient de voir que u(z,-) = f, est continue (par morceaux) sur R | intégrable.
« Pour tout ¢ > 0, u(-,t) est de classe C* sur R et V(z,t) € R x R}, 2%(z,t) = —(e~* — e %) sin(tx).
o Pour tout z € R, %(l‘, -) est bien siir continue (par morceaux) sur R .

 Enfin pour tout (z,t) € RxR%, on a |%(x, )] < e e~ expression d’une fonction continue par morceaux,
intégrable sur RY .

Le théoréme de régularité des intégrales a parametre donne F de classe C! sur R.

(b) Le théoreme de régularité des intégrales & parameétre dit aussi que 'on peut dériver sous le signe intégral soit, pour
tout x € R :

+oo +oo too
F/(l‘) = / (e—bt _ e—at) sin(xt) dt = Im (/ e—bt+ixt dt) — Im (/ e attixt dt)
0 0 o

1 1 1 1 x T
=Im —Im = — .
b—ix a—iT b2+22 a2+ 22

Primitivant, il existe une constante C' telle que

Vz € R, F(z):%

a? + x2

2 2
In (b*) ‘e

at_efbf

(c) On définit u: R — R par u(t) = <—F— sit > 0 et u(0) = b — a, ce qui définit une fonction de classe €, car
elle est développable en série entiere en zéro avec un rayon de convergence +oo. En effet, pour tout réel ¢, on a

+Oo n +w n
u(t) = +(X %(a” — M) = %(a” — b™)t"~ L. En particulier, elle est de classe €*. Si x > 0, on pose
n=0 n=1

aussi v: t € [0, +oo[— 1 sin(zt), qui est de classe C'. L’intégration par parties suivante, pratiquée sur [0, +oo[, est

alors justifiée par la limite nulle en 400 du produit uv :

x) = +Oou v = [u(®)v()]F> — +Oou' v _ ! Oou' sin(x
Fla)= [ u@r @ =fuouol= - [ v =— [ w@sin)a

X

s 2 . AT . ’ _ t(be Pt —ae ) — (e —e ™)
La fonction h dont parle 1’énoncé est donc u', d’expression u'(t) = = pour tout t > 0. On a

vu plus haut que cette fonction est continue sur Ry, et les théorémes de croissance comparée montrent qu’elle est
négligeable devant t% en +o00, donc elle est inté grable sur R;. Si ’'on pose K = f0+°° |u'(t)| d¢, on déduit du calcul
de F(z) ci-dessus et de I'inégalité triangulaire que que |F(z)| < £, donc que

lim F(z)=0.

r—+o0

455



Or d’apres Pexpression de F'(z) donnée & la question (b), on a aussi lim F'(z) = C' quand = — +o0, donc

C=0.

—at _

Variante. Comme F(0) = lim._,o f;oo e At = hmgﬁo(f—koo <" qt — f+°o e dt) soit par changements de

variables linéaires

t

+oo e U +oo e~ U be e~ U
F(O)limo(/ —duf/ du)lin})/ — du.
e ag U be u e ag u

L, . —u —u__ —u_
écrivant &— = ¢—=1 4 1 : e =1
u u u u

primitive G elle-méme continue, si bien que be e du= ffj e =ldu+ [ 9% = G(be) — G(ac) + In(2), qui tend

vers G(0) — G(0) +In(2) = In(2) quand ¢ tend vers zéro, donc F(O) In(2).
Il vient ¢ + %m(Z—Z) In(%) donc ¢ = 0 et finalement

730. RMS 2025 1572 IV T P L. ..o énoncé p. 121

+oo 1 1 2t2
On considere f : x +— / In(1 +27¢7)
1+ t2

(a) Montrer que f est de classe C! sur 0, +o0.
(b) Calculer f'(z).

SOLUTION. —je vais un peu plus loin que I’énoncé proposé

1n(1+w2t2)

77— continue sur [0, +o0]

(a) pourz € Ronag:t—

o siz#0, g(t) ~t—too 21?2“) =o0 (tgl/z) : g est intégrable

e si x =0 : g est nulle donc intégrable

f est définie sur R. Elle est évidemment paire.

2,2
(b) Continuité : On pose h(z,t) = %
2,2
o I % est continue sur R
e pour t € RT et x € [—a,a] on a |h(z,t)| < ln(lliiaﬁt) = h(a,t) = ¢(t) intégrable sur RT (cas particulier de la
question 1)
Donc f est continue sur R
2,2
(c) On pose h(z,t) = ln(llj'rixtzt)
£ AT oot intégrable sur R*
o t+> Ty est intégrable sur
2
o x> % est O sur J0, +o0o] et & (z,t) = mﬁﬁw

e pour t € RT et a € [a,b] C]0,+oo[ on a |22 (z,1)| < WM = (t) intégrable sur R* (car continue sur
cste

R* et équivalente a <3¢ en +00)

Donc f est de classe C! sur ]0, +ool et f'(z) = f0+oo Wij’iw%dt.

2x 2x
2t%x e R
e Pourz #1ona Aro) (1+270) — 1+t2 Tr22e2
/ _ 2z +oo 1 2 1 +oo _ 2p T 1\ _ &
done f'(x) = #%5 [0 13 — 1+$2t2 dt = 325 [arctan(t) — T arctan(zt)] | = 225 -5 (1—1) = T+

e pour z = 1 on passe a la limite puisque f est C' : f'(1) = %.
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(d) On en déduit que f(z) = 7wln(1 + z) + C sur |0, +o0].
Par continuité de f sur R on a f(z) —,—0 f(0) =1 donc C =0
et par parité de f on a f(z) = wln(1 + |z|) pour tout = € R.

731. RMS 2025 1573 CCINP P SI ... énoncé p. 121

Hoe h(t
On considére g : = +— / e*“¥ dt.
0

(a) Déterminer le domaine de définition D, de g.

(b) Montrer que g est de classe C* sur D, et calculer ¢'(z).
(c) Déterminer (g(n))n>2.

)

=

(d) Déterminer une expression simplifiée de g.

SOLUTION. — RMS 2016 795 Centrale PSI, RMS 2020 719 Mines Ponts PSI

(a) Pour tout z € R, la fonction ¢t — e~ ¢kt

est contlnue sur R* | positive, et Sht — 1 quand ¢ — 0 donc U'intégrale est

faussement impropre en 0. Et comme sht ~ 7 quand t — 400, on obtient

t to+oo 2t

Lorsque x > 1, on a donc e~ ** 5t Sht O+00(t ) donc la fonction est mtegrable

Lorsque x < 1, on a au contralre 7 =01(e ’”%) et comme ¢ — ; n’est pas intégrable, alors I'intégrale diverge.
Finalement F' est définie sur
Dp =]1;400].

(b) Pour 2 > a > 1, on peut par exemple encadrer I'intégrande par V¢ > 0, 0 < e~ 2tsht = e—atshio—(z-a)t < pre=(z=a)t,

ou M = sup (e‘“ts}t‘—t,t € Ri) En effet la fonction ¢ — e‘“t¥ est bornée, puisque continue et de limites finies en
0 (1) et en 400 (0).
Intégrant cet encadrement, il vient 0 < F(z) < M f (z—a)t 4t = A_/[a. Par encadrement,

F(z) — 0.
r——+00

(c) Soit u: (z,t) — e~*tLL définie sur | 1;4o00[ x RY.

« Pour tout x > 1, la fonction u(z, -) est continue (par morceaux) sur R , intégrable d’apres la premiere question.

« Pour tout t > 0, u(-,t) est de classe C! par les théorémes généraux, et pour tout (z,t) € ]1;+o00[ x R%, on a
6u( t —xt sh
Ge(x,t) = —e~ " sht.

e Pour tout z > 1, la fonction g“ (@, -) est continue (par morceaux) sur R .

« Pour tout a > 1, pour tout (z,t) € [a;+o00[ x R%, on a ’%(x,t)‘ < e %sht, expression d’une fonction
continue (par morceaux) sur R , intégrable.

Le théoréme de régularité des intégrales a parametre donne F' de classe 4! avec

oo 1 [t L L 1/ 1 1
Ve>1, F'(z)= / —e "'shtdt = —f/ e~ (@Dt _ o=@+t g — ~ - .
0 2 Jo 2\z+1 =z-1

Primitivant, F' est de la forme  +— £ In(z+1) — 3 In(x — 1) + ¢ = £ In(2%3) + ¢, avec ¢ une constante & déterminer.
Comme In(%%1) — 0 et comme F(z ) — 0 quand x — +00, on a ¢ = 0, donc

Vo > 1, F(x);ln(zii)
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732. RMS 2025 1574 CCOINP P SI ... e énoncé p. 121

+oo
Soit & > 0. Soit fo : t — > sin®tcos™ t.
n=0

(a) Donner I'intervalle de définition de f,.

(b) Pourt € [0, 7], donner une expression simple de fq(t).

(¢) Pour quelles valeurs de «, I'intégrale / fa(t) dt converge-t-elle ?
0

/2
Pour tout n € N, on pose u,(a) = / sin® t cos™ t dt.
0

(d) Pour quelles valeurs de «, la série Y u, () converge-t-elle ?

—+ oo

(e) Calculer 3~ u,(3).

n=0
SOLUTION. — Voir RMS 2016 933 CCEM PSI, RMS 2023 728 Mines-Ponts PSI
(a) Soit a > 0. Soit, pour tout n € N, f,, : t € ]0;7/2] — sin®(¢) cos™(t).

. . oy ;. . sin® (t .
Les fonctions f, sont continues, positives, la série converge simplement et sa somme S : ¢ — 1510_5,(2) est continue.

+oo

Si la série > un (o) =3 fow/ ? | frn| converge, alors le théoréeme d’intégration terme a terme assure que Y up(a) =
n=0

Jo /2§ et que cette intégrale converge.
Or S(t ) ~ 2t°‘ 2 donc si a < 1, le critére d’équivalence assure que 'intégrale de S diverge en 0. Par contraposée,

on conclut alors que la série Y u, () diverge pour o < 1.

Pour a > 1, on a toujours par le crltere d’équivalence le fait que 'intégrale de S converge, cette fois-ci. Et pour

tout n € Nett €]0;7/2],ona0< ka() S(t), donc en intégrant 0 < Euk( ) < OW/QS.
k=0

Ainsi la suite des sommes partielles de la série & termes positifs > u,(«) est majorée, donc la série converge.

+oo
Et le théoreme d’intégration terme a terme assure que Y. uy,(a) = foﬂ/z S.
n=0
+oo
(b) En particulier - w,(2) = ;7% 208 de = [/ et at = [7/% 1+ cos(t) dt = m/2+ 1.
n=0
+ oo .
Et 3 un(3) = f;7/2 50 qt = [ sin(t) 7= @ dt = [ sin(t) + cos(t) sin(t) dt = [/ sin(t) + 2D dt =
n=0
733. RMS 2025 1575 COIN P POl ... e e e e énoncé p. 121

On considere I'équation différentielle (E) : t2y” +ty’ +y =+ + ¢ sur R7.
(a) Enoncer le théoreme de Cauchy linéaire.

(b) On pose g : x + f(e”). Montrer que f est solution de (E) sur RY si et seulement si g est solution d'une équation
différentielle du second ordre que I'on déterminera.

(c) Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

SOLUTION. —
(a) Cours.
(b) f est solution de (E) sur R si et seulement si g est solution de (E') : 2" + 2z =e” + e™® =2chx
(¢) Les solutions de (E’) sont les z(x) = Acosz + Bsina + chz donc les solutions de (E) sont y(t) = Acos(Int) +
Bsin(Int) + 3 (t+ 1)

458



734. RMS 2025 1576 TIVIT P Sl ... ottt ettt énoncé p. 121
¥ =y+z

/ =

!

Résoudre le systéme .
2 =rx+y+z

<

01 1 0 2 1 0 0 O
SoLutioN. — A= 1 0 0 |=PDP'ouP=| -1 1 -1 |e¢eD=| 0 2 0
1 11 1 3 0 0 0 -1
735. RMS 2025 1577 CCOIN P P SI .. .. e e e e e e énoncé p. 121
-2 =2 0
Soient A = 2 3 0 | et(S) lesysteme différentiel X' = AX.
1 0 3

(a) Montrer que A est diagonalisable.
(b) Expliciter P et D telles que A = PDP~1.

(c) On note U = P~1X. Déterminer le systéme différentiel vérifié par U et le résoudre. Déterminer alors les solutions de

(5).
(d) Soit (S') le systéme différentiel X" = AX. Déterminer les solutions réelles de (S”).

(e) Soit F I'ensemble des solutions réelles bornées de (S”). Montrer que E est un espace vectoriel et déterminer sa dimension.

SOLUTION. —

(a) En développant selon C3, y4(X) = (X —3)(X2 - X —2) = (X —3)(X —2)(X +1). xa est scindé sur R et a racines
simples donc A est diagonalisable.

0 1 4
(b) On obtient P= [0 -2 —2| et D =diag(3,2,—1)
1 -1 -1

(c) X = PU et X' = PU’ puisque P est constante. On injecte dans (S) qui devient PU’ = PDP~!X soit
U'=DU (S))
(S1) est constitué d’équations différentielles donc les solutions de (S7) sont
U = ae®e; + beles + ce leg

ou les e; sont les vecteurs de la base canonique et a, b, ¢ trois constantes arbitraires.

Les solutions de (S) sont donc les
X = PU = ae®*Cy + be®'Cy + ce 'Cy

ou les C; sont les colonnes de P.

(d) Avec la méme méthode, (S") devient U” = DU  (S}) donc les solutions complexes sont
U = (ae"? + d'e V3¥)ey + (beV? + Ve V?)ey + (ce™ + e )es
et les solutions réelles sont
U = (aeV? + a'e V3)ey + (beV? + Ve V2 ey + (dcost + d' sint)es
Les solutions réelles de (S’) sont donc les
X = PU = (ae"? + a'e”V3)Cy + (beV? + b e V2)Cy + (dcost + d' sint)Cy
(e) X est bornée < a=da' =b=">V =0 donc

E ={(dcost+d'sint)C3 | d,d € R} et dimFE =2
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736. RMS 2025 1578 CCOINP P I ... e énoncé p. 122
Pour (z,y) € R x R%, on note f(z,y) = 22y + yIn*(y).

(a) Déterminer le(s) point(s) critique(s) de f.
(b) Nature globale de ce(s) point(s) critique(s).

SoLUTION. — RMS 2015 858 Centrale PSI
Comme R x R est un ouvert, les extrema de f sont a chercher parmi ses points critiques. Or

Vi(ey) = @Qey.a® + 1’y + 21ny)
donc Vf(z,y) = (0,0) &z =0cet In(y)(In(y) +2) =0 x=0et y € {1,e72}.

« Nature du point critique (0,1). On a f(0,1) = 0 et f(x,y) > 0 pour tout (z,y) € RY (I'inégalité est stricte si
(x,y) # (0,1)). Donc (0,1) est un minimum (strict) global.

Autrement : H;(0,1) = < (2) g ) qui est bien définie positive.

 Nature du point critique (0,e72). On a f(0,e72) = 4e~2.
2

-2
Hi(l,e7?) = ( 260 _(2)6 > dont les valeurs propres sont de signes strictement contraires : pas d’extremum
local.
Probabilités
737. RMS 2025 1579 Navale P Sl ... ... e e e e énoncé p. 122
Soit X une variable aléatoire telle que Vk > 1,P(X = k) = k{,cl.

(a) Veérifier que I'on définit bien ainsi une distribution de probabilités sur N*.
(b) Déterminer la fonction génératrice de X.

(c) Calculer E(X) et V(X).

SoLuTION. — RMS 2016 961 TPE PSI

(a) Avec la série géométrique et sa dérivée :

gp(xzk) - ;:Z:k(;y_l _;m (é)k - % ((111/2)2 - 111/2) =1

(b) On obtient

cw- Fen (3 (B () e

de rayon R = 2.

(c) Comme G’ (t) = @fi’;)g, le cours dit que
E(X)=G%(1)=4.
De plus, G% (1) = E(X(X — 1)) = BE(X?) — E(X) donc V(X) = G% (1) + E(X) — BE(X)2.

G (t) = Bt done V(X) =16 +4 — 16 = 4.

738. RMS 2025 1580 IV T P SI. ... énoncé p. 122
Soient a,n € N*. On dispose N = an boules dans n urnes, indépendamment les unes des autres. Soit T; la variable aléatoire

égale a 1 si I'urne i est vide, égale a 0 sinon. Soient Y,, le nombre d'urnes vides et S,, = %
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(a) Déterminer la loi, I'espérance et la variance de T;.

(b) Déterminer I'espérance et la variance de S,,.

SOLUTION. — RMS 2016 529 Mines Ponts PSI

(a) Comme T; prend ses valeurs dans {0, 1}, sa loi est la loi de Bernoulli de parameétre p = P(T; = 1). Or 'urne numéro ¢
reste vide si et seulement si les N boules sont réparties dans les n — 1 autres urnes, donc p = P(T; = 1) = (1 - 1)V,

On a alors

V(Ti) =p(1-p) = (1—71)1\[ (1_ (1_71)1\/).

n
T;, donc par linéarité de Vespérance, E(S,) = E(T;) = (1 — L)V et par propriétés
n
i=1

(b) On a manifestement S,, = 1

de la variance,
1 n
V(Sh) = — ZV(TZ») +2 Z cov (T, Tj)
i=1 1<i<jsn

Or E(T;T;) = P(T; = 1,T; = 1) = (1 — 2)" par le méme raisonnement qu’a la question précédente, donc
cov(T;, Tyj) = B(TiTj) — E(T)E(Ty) = (1 — 2)N — (1 — 1)*V et finalement

N N N 2N
V(Sn)=1<1—1> <1—<1—1) >+n_1<<1—2> —(1—1) >
n n n n n n
Calcul des limites.
Ona E(S,) = (1- L) = eanm(=3) ot pln(1 — Ly=n(-L+0(L))=-1+0(1), donc

n

E(S,) — e “.

On obtient de méme (1 — 2)3" — e72% et (1 — 1)29m 5 ¢=22 d’ou

V(Sy) — 0.

739. RMS 2025 1581 CCINDP P I .. ... e énoncé p. 122
Une urne contient n > 2 boules numérotées de 1 a n. On effectue une suite de tirages avec remise. On note X, la variable
aléatoire égale au rang du tirage pour lequel on obtient pour la premiére fois une boule différente de celle obtenue au premier
tirage.

(a) Déterminer la loi de X,,. Vérifier que c'est bien une loi de probabilité.
(b) Vérifier que X, est d'espérance finie, calculer E(X,,) et commenter le résultat obtenu.

On note Y,, la variable aléatoire égale au plus petit rang du tirage pour lequel toutes les boules ont été tirées au moins une fois.
(c) Déterminer la loi de Y5. Déterminer P x,_;) (Y3 = j).

(d) Déterminer la loi de V3.

SOLUTION. — RMS 2017 1358 CCP PSI

(a) Appelons, & partir du second tirage, «succes» le fait de tirer une boule différente de la premiére. La probabilité de
succes est manifestement "T’l, et T, = X,, — 1 mesure le temps d’attente d’'un premier succes dans une suite de
tentatives indépendantes les unes des autres. Donc 7T;, est une variable aléatoire discrete de loi géométrique G ("771)

On en déduit que X,, = T;, + 1 est une variable aléatoire discréte de loi donnée par X, (2) = N\ {0,1} et pour tout
ke N\ {0,1},

n—1>k2_n—1

P(Xn—k)—P(Tn—kl)—n;1<1 -2

n
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(b) On sait que la variable T}, admet pour espérance et E(T,) = "5 (loi géométrique) donc, par linéarité, X,, admet

une espérance, et
n 2n —1
E(X,) =1 = .
(Xn) + n—1 n—1

(¢) o On a manifestement Y2 = Xo.

e OnaY; = X3+T,ouT est une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre % (temps d’attente,
a partir du tirage X3, du tirage de la boule non encore obtenue). Par suite,

Ya(@) = N\ {0;152),

et pour k € N\ {0;1;2}, on a par o-additivité et indépendance de X5 et T (...) :

k—1 k—1 k—1 2 1 9 k—i—1
P(Ys=k)= _ P(Xs=i,T=Fk—i)= ZP(X;; =)P(T=k—1i)= > 313 (3>
=2 1=2 1=2
k—3
2 2, ok=1 _ 9
= 3k-1 Z2J = gk-1 @7 -1 = k-1
§=0

n
Raq. On obtient, en itérant, la formule générale Y,, = > T}, ot T}, suit une loi géométrique de parameétre %
k=1

740. RMS 2025 1582 COIN P POl ... i e e e e énoncé p. 122
Soit N € N*. On dispose d'une urne contenant N boules, dont r blanches et N — r noires. On effectue des tirages successifs
et sans remise. On note X le nombre de tirages nécessaires pour tirer toutes les boules blanches.

(a) Déterminer la loi de X et son espérance pour r =1etr=N.
(b) Dans cette question, 1 <r < N.

i. Quelles sont les valeurs possibles de X 7

ii. Montrer que P(X =k) = (f%i)

r

(c) Donner une relation entre (*) et (5:}) puis montrer que E(X) = r 25

Ind. On pourra raisonner par récurrence sur N.

SoLUTION. — RMS 2022 1180 CCINP PSI, Version détaillée de ??7-RMS 2016 528 Mines Ponts PSI.
(a) Sir = N, alors X est la variable constante égale a N, donc X(2) = {N}, P(X =N)=1et E(X)=N.

Sir =1, alors X(Q2) = [1; N] et en notant B; I’événement « le i-éme tirage donne la boule blanche », on a pour
tout k € [1;N], {X =k} = By N---N Bk_1 N By, donc par formule des probabilités composées et dénombrement
direct des cas favorables :

) Pr B (Be-1) P 5B (Br)

P(X = k) = P(B1)Py(B:
=N x = x- %:ﬁi; X kaﬂ = % par télescopage,
donc X suit dans ce cas la loi uniforme sur [1; N], de sorte que E(X) = &

Rq. La variable X est dans ce cas le temps d’attente d’un premier succes, mais comme les tirage sont sans remise,
les différentes tentatives ne sont pas indépendantes les unes des autres, et la probabilité de succes change a chaque
nouvelle tentative, donc on n’est pas dans le cadre de la loi géométrique.

(b)  i. On a manifestement X () = [r; N, le cas minimal X = r étant réalisé si les r premiéres boules tirées sont
blanches, et le cas maximal X = N étant réalisé si ’on doit vider I'urne pour obtenir la derniere boule blanche.
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ii. Soit k € [r; N]. L’événement {X = k} est réalise ssi la k-¢me boule tirée est blanche et les r — 1 autres boules
blanches ont été tirées aux cours des k — 1 premiers tirages.
Il y a alors (’:j) choix possibles pour les rangs auxquels sortent les 7 — 1 premieres boules blanches, et 7!
ordres possibles de sortie des r boules blanches, puis (JZ::) choix possibles pour les k — r boules noires qui
seront sorties au cours du processus, et (k — r)! ordres possibles de sortie de ces k — r boules noires.
Le nombre de tirages constituant 1’événement {X = k} est donc de (fj)r'(f::) (k—r) = (fj) %, alors
que le nombre de tirages sans remise possibles de k boules parmi N est de N(N —1)--- (N —k+1) = (Nli!k)!.
Par équiprobabilité de ces tirages, on a alors :

by o) Z1\ rI(N—r)! Pl
P(x =) = LD oy (<N3)'

[l "

(¢) 1. Sipzqg=1,alors (2’) = ql(;’iq)! = q(qfl)f'(;p:fl!(qfl))l = %(2’:}) (encore valable si p < g car c’est alors 0 = 0).
()

N

1 k—1 T

k =

0 Z ) = 1
N N

Vu la formule donnée, il reste & montrer que » (f) = Tj:ll (1;[), ie que ) (]:) = (J;fill) par le point précédent,

k=r k=r

M=z

N
ii. Donc E(X)= Y kP(X =k) =
k=r

T

ce qui se fait par récurrence sur N :

e (C’est vrai pour N = r puisque 1’égalité voulue est alors 1 = 1.

N N-1
e Sicest vrai pour N — L, alors > (M) =M+ 3 &) =")+ (TJL) = (Jﬁ'll) par triangle de Pascal.
k=r

N N
Ona done bien 3 (8) = (V1) = 23 (%) puis ECX) = (57 & (4) = "2
k=r "
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Soit ( X,Y ) un couple de variables aléatoires tel que X suive la loi de Poisson de paramétre A et que la loi conditionnelle de
Y sachant X = n est une loi binomiale de paramétres n et p avec p €]0, 1].

(a) Déterminer la loi de (X,Y).
(b) Déterminer la loi de Y.

(c) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

(d) Exprimer la loide Z =X —Y.

SOLUTION. — Hyper classique, non ¢ Je n’ai pas cherché les occurrences passées de cet exercice. CC.

(a) (X,Y) prend ses valeurs dans N? et, pour tout (n, k) € N? on a

n\ k(1 _ . \n—k e*A& si n
P((X,Y)=(nk)) =P(X =n,Y =k) = Pix_y)(Y =k)P(X =n) = {é(k)p Lo si Z i n

(b) Soit k € N. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements associé & X, on
a

P(Y:k):JiOP(Y:k,X:n)
n=0

=X /n A"
_ k(] — p)yn—ke=r2
3 ()rra-mrre )

L O0)EE (A —p)) Tk
:ex(:!) Z(((npz:))!

- (p)* AN1-D)
|

E

e

k!
Ainsi, Y suit la loi de Poisson de parameétre Ap.
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(¢) X et Y ne sont pas indépendantes, puisque, par exemple, P(X = 1)P(Y = 2) # 0, alors que P(X =1,Y =2) =0.

(d) Puisqu’on a toujours X > Y, Z est & valeurs dans N. Si £ € N, on a alors, toujours via la formule des probabilités
totales appliquée au systéme complet d’événements associé a X,

+o0 +oo +oo n
P(Zf)ZP(Zé,Xn)ZP(Ynf,Xn)Z( "€>p”f(1p)%Ai“,
n=0 n=0 n=4~¢ :

et un calcul tout a fait analogue au précédent prouve que Z ~ P(A(1 — p)).
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Soient p €]0,1], (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N? tel que P(X = k,Y =n) = & (})p(1 — p)" si

kE<n, et P(X =k, Y =n)=0sinon.

(a) Déterminer la loi de Y.

“+o00
(b) Rappeler le développement en série entiére de x — - au voisinage de 0. Justifier que Va €] — 1, 1], Zk (HamF =
n=k

1
(I—z)F¥1-

(c) Déterminer la loi de X.

SOLUTION. — Hyper classique, non ¢ Je n’ai pas cherché les occurrences passées de cet exercice. CC.

(a) Soit n € N. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements associé & X, on
a

n

= 1 /n
P(Y =n)=Y P(Y =nX =k) =22n(k>p(1—p)" =p(l—p)".
k=0 k=0

Ainsi, on peut dire que Y + 1 ~ G(p).
(b) Trés banal, presque du cours (expression de la dérivée k-éme terme & terme de la somme géométrique ).

l1-z

(¢) Soit k € N. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements associé & X, on

a
+00 +o0 k +oo n—k 1—p\k
1 /n " " 1-p n 1—-p p(—=5-
P(X=k=) PX=kY=n)=3)_ Qn(k>p(1—p) =p(l=p)" =p (2) > (k> (2) = (lip)k
n=0 n=k n=h 1-(52)
. 2 1— . 2
Puisque ﬁ =1- ﬁ, on peut reformuler en disant que X +1~ G (ﬁ).
743. RMS 2025 1585 C O IN P P I ... . e e e e énoncé p. 123

On note, pour tout n > 1, p, = aA™ la probabilité qu'une famille ait exactement n enfants, ot 0 < A < let (1+a)XA < 1. La
probabilité d'avoir un garcon est ¢ = 1 — p, ot p €]0, 1] est la probabilité d'avoir une fille.
(a) Calculer la probabilité qu'une famille n'ait aucun enfant.
(b) Soit z €] — 1,1[. Calculer Y~ (})z™.
n=~k
(c) Calculer la probabilité qu'une famille ait exactement k garcons.

(d) Calculer la probabilité qu'une famille ait au moins deux garcons, sachant qu’elle en a au moins un.

SOLUTION. —

(a) Si on note chromosomiquement X le nombre de gargons, Y le nombre de filles et Z := X + Y le nombre total
d’enfants, la probabilité de ne pas avoir d’enfants est, par o-additivité,

ad 1= M1+a)

+oo
P(Z=0)=1- P(Z=n)=1- =
(Z=0=1-3 PZ=m=1-725=—F 5

et ’hypothese faite sur a et A assure que ce nombre est bien strictement positif.
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—+oo
(b) Banal (dérivation k-éme terme & terme du développement en série de 12—). On obtient Zk ()" = g 4 (i) =
oo

Ik

(I—x)k+1-

(¢) D’abord le modele indique que, pour tout n € N*, le nombre de garcons X suit, conditionnellement & I’événement
(Z =n), la loi binomiale B(n, ).

Soit k € N*. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements associé a Z, on
a

P(X:k):ioP(X:k,Z:n)
n=0

“+oo
=Y Piz—n)(X =k)P(Z =n)

n=0
= i (Z) (1= p)"p" Far”
= a(lp_kp)k io <Z> (Ap)"

n=~k
a(l=p)*  (Op)*
- pk (1 _ )\p)k-s—l

(A S
N 1-Xp/) 1=Xp

Pour k£ = 0, on calcule comme précédemment la différence suivante :

= « A A—Ap
PX=0)=1- P(X=k=1- R T [P S -
(=0 =1=2 P =) = 1= s = 1oy )

(d) On souhaite donc exprimer P(X > 2|X > 1) = P();%XQ’;D)D = gg;; Si on note r := ’;:iﬁ et f:= %, on a,

pour tout k > 1, P(X = k) = Br*. Alors, pour tout n > 1, on a P(X > n) = 3/ P(X = k) = ﬁl’fr. On en
déduit donc que
e
P X221 X21)=r= .
(Xz2x 31 == o
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Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes, toutes les deux de loi P(A) ou A > 0.
(a) Rappeler la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) On pose U = min(X,Y) et V =max(X,Y). Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?

(c) Méme question avec U +V et U — V.

SOLUTION. — Encore un trés probable classique dont je n’ai pas cherché les références antérieures. CC

(a) Cours.

(b) Non : puisque, pour tout £ > 0 (U = k) et (V = k) ¢
kY = k) = P(X = k)? > 0 et idem pour P(V =
P(U=kV =10)=0<PU=kP(V =0).

ontiennent (X = k,Y = k), on a P
k). Or, si £ < k,on a (U =k V =1{) =

(¢) Non plus : puisque U et V sont a valeurs entiéres, les variables U+V et U —V ont la méme parité. Donc I’événement
(U+V =2,U—-V =—1) est impossible. Or (U+V =2)D>(U=0,V=2)D(X=0,Y=2),et donc P(U+V =
2) > P(X =0,Y =2)= P(X =0)P(Y =2) > 0. Et, de méme, (U~V =-1)> (U=1,V=2)>(X=1Y =2),
et donc PU-V =-1)2P(X=1Y=2)=PX =1)P(Y =2) > 0. On a donc

PU+V=2U-V=-1))=0<PU+V=20U-V=-1).
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Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi, d’espérance et de variance finies. On suppose que
X+Y+1~G(p),ou0<p<l.

(a) Déterminer I'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer la fonction génératrice de X.

(¢) En déduire la loi de X.

SOLUTION. —
(a) Linéarité de l'espérance et X ~Y : E(X +Y +1) =2E(X) +1 = zlz donc E(X) = 12;1)”
XAY et X ~Y : V(X +Y +1) = 2V(X) = % donc V(X) = 5%

2p?
(b) Les variables X,Y et 1 sont indépendantes donc Gxiy11(t) = GxGyG1 = (Gx(t))* = 1f—tqt donc Gx(t) =
12~ mais sur [0,1] on doit avoir une fonction positive car Gx(t) = TROP(X = n)t" somme de termes

positifs, alors Gx (t) = ﬁ

(c) par unicité du DSE et sachant que : Gx(t) = \/p(1 — qt)~/2 = 3T P(X = n)t" on a, pour tout n € N :
PLX =) = pI B i ()" = pEEe" = Vg = V() ()"
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Soit (Xk)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que X ~ B (py) avec Br}rl m =pe[0,1].
n o0

Soit S,, = Z Xp.
k=1
(a) Déterminer I'espérance de %"

(b) Déterminer la limite éventuelle de (V (%"))n>1

(¢) Montrer que Ve > O,HEIEOOIP) (|Sn—" — btdbe ] > 2) =
(d) Montrer que Ve > 0, hm P (|22 —p|>¢)=0.
SOLUTION. —

(a) Par linéarité de l'espérance, E (22) = L 70 (X)) = 2rtoten,
s

(b) Par indépendance des X}, V( n) - # S V(X)) = (pl)(l—Pl)-'r-;-'rpn(l—pn) Lot )

n n

E(R)]25) <G e P R 2 5) < AV () i

(5)°

S p| < |82 - ke | |2t

(c) Bienaymé-Tchebychev : P (| 5=

)
-p| <5

(d) Inégalité triangulaire :

Par hypothese, il existe N tel que sin > N, |p1+7%

p1it-+pn

n

>

=

Sn _ _ £
n P| 2

Sn _ prte4pn =
n n 2 2)

S pit-+pn £
o B > 5) —niee 0

pour un tel n on a donc |S—" —

Soit n > N alors (!5;1 —p’ > 6) — (

donc, avec la question 3, P (|57" p‘ > %) < IE”(
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(a) Soit M = ( 2 ;b ) € Ms(R). Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) pour que M soit diagonalisable
sur R.
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Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de parameétre p; et p, respectivement.
. 0 —-X
Soit M = ( Y oy ) € M3(R).

(b) Pour n € N, déterminer P(Y > n).

(¢) Quelle est la probabilité que M soit diagonalisable ?

(d) Déterminer la probabilité que M soit diagonalisable si X et Y sont indépendantes et suivent la loi B(n,1/2).

SOLUTION. —

(a) Le polynéme caractéristique de M = ( 2 ;b ) € M3(R) est X2 — 2bX + a? de discriminant A = 4(b? — a?).

e si|a| < |b] il y a deux valeurs propres réelles distinctes : M est diagonalisable.
e si |a|] > |b| il n’y a pas de valeur propre réelle : M n’est pas diagonalisable.

e si |a| = |b] : il y a une valeur propre réelle double A = b donc M est diagonalisable ssi elle est égale a by ce
quin’est le casquesia=b=0

Donc M est diagonalisable ssi (Ja| < |b] ou a =b=0)
(b) Pour une loi géométrique Y ~ 4 (p), P(Y >n) = (1 —p)” = ¢" (ot on a noté ¢ =1 — p).

(c) Avec les lois géométriques, (M est diagonalisable) ssi (|X| < |Y|ou X =Y =0) ssi (X <Y) donc

P(M diagonalisable) = P(X < Y) ZIP’ N(Y >n)) ZIP’ P(Y > n)
+oo
— l1-¢ 14q 2-p

(d) Avec les lois binomiales #(n,1/2), (M est diagonalisable) ssi (| X| < |Y| ou X =Y = 0) donc
P(M diagonalisable) = P(X < Y) LU (X =Y = 0)) = P(X < Y) + P(X = 0)P(Y = 0)
OnaP(X <Y)+P(X =Y)+P(X >Y)=1
or par analogie desrélesde X et Y onaP(X <Y)=PY < X) =P(X >Y) donc ]P’(X <Y)=3(1- IP(X =Y))et
n n—k\2 n n—
PX=Y) =>4 o PX=kKPY =k) = 2= 0 (( ) k) = 2o P(X = R)P(Y = k) = D= o( ) FgP(n=k)
P(M diagonalisable) = 3 (1 - >0 (Z) p? qQ(”_k)> + %"

je ne vois pas comment simplifier davantage

467


Richard REVRET


	I Énoncés
	Ecoles normales supérieures
	ENS PSI
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	ENS PC
	Algèbre
	Analyse
	Géométrie
	Probabilités

	Ecole polytechnique et ESPCI
	X PSI
	Algèbre
	Analyse
	Géométrie
	Probabilités

	X ESPCI PC
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Mines Ponts
	Mines Ponts PSI
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Mines Ponts PC
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Centrale-Supélec
	Centrale PSI
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Centrale PC
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Autres écoles
	Autres écoles PSI
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Autres écoles PC
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	II Corrigés
	Ecoles normales supérieures
	ENS PSI
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	ENS PC
	Algèbre
	Analyse
	Géométrie
	Probabilités

	Ecole polytechnique et ESPCI
	X PSI
	Algèbre
	Analyse
	Géométrie
	Probabilités

	X ESPCI PC
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Mines Ponts
	Mines Ponts PSI
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Mines Ponts PC
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Centrale-Supélec
	Centrale PSI
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Centrale PC
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Autres écoles
	Autres écoles PSI
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités

	Autres écoles PC
	Algèbre
	Analyse
	Probabilités














