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RMS 2025 854 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 209
Soit
1 7 —4 0
A=—-16 -7 0
>\o 0 -5

(a) Interpréter géométriquement A.

(b) Donner I'image du plan P d'équation z —y — z = 0 par A.

RMS 2025 855 Mines Ponts PSI. . ... . . solution p. 210
Soit P € M,,(R) représentant un projecteur p de rang r dans la base canonique de R™. Déterminer la trace de I'endomorphisme
de M,,(R) défini par : ¥(X)=PX — XP.

RMS 2025 856 Mines Ponts P Sl . ... ... solution p. 210
Soient n € N*,z € R et P € R,,_»[X]. Montrer que la matrice A € M,,(R) définie par : A; ; = P(x +1i+ j — 2) nest pas
inversible.

RMS 2025 857 Mines Ponts P Sl ... ... . solution p.211
0 10

Montrer que la matrice A= 0 0 1 n'admet pas de racine carrée.
0 0 0

RMS 2025 858 Mines Ponts P Sl . ... ... solution p.211

On note D,, le nombre de permutations sans point fixe de [1,n]. On note Dy = 1.

(a) Soit M = ((%)) € M,,+1(R). Déterminer M 1.

0<i,j<n
(b) Exprimer n! en fonction des Dy, pour 0 < k < n.

(¢) En déduire une expression de D,,.

RMS 2025 859 Mines Ponts P SI. . ... . . solution p.212
Soit r > 2.

(a) Montrer que I'équation X" = < 8 > n'a pas de solution X € My (C).
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(b) Déterminer les solutions X € M3(C) de I'équation X" = ( (1) 1 )
RMS 2025 860 Mines Ponts P SI. . ... .. solution p.212
Soient aq,...,a, des nombres complexes distincts. Soit A € M,,(C) la matrice de terme général

0 sii=j
a; ; =
I a; sii#j.

Soit P: x — det(A + zI,,).

Montrer que P est un polyndme unitaire de degré n.

(a
(b) Calculer P(a;).

P(X)

(d) Décomposer o) (X=a)

)
)
c) Trouver I'expression de P.
p
) en éléments simples.
)

(e) Calculer det(A + I,,).

RMS 2025 861 Mines Ponts P ST .. ... .. solution p.213
Soient Ay,..., A, € M,(C) telles que Vi € [1,n],3p € [1,n], A’ = 0 et Vi,j € [1,n],A;A; = A;A;. Montrer que

I14; =0
1=1

RMS 2025 862 Mines Ponts P SI. .. ... o solution p.213
On dit qu'une matrice A € M,,(R) admet un pseudo-inverse s'il existe B € M, (R) telle que AB = BA,B = BAB et
A= ABA.

(a) Montrer que, si A admet un pseudo-inverse, alors A et A% sont de méme rang.
(b) Justifier I'unicité sous réserve d’existence d'un pseudo-inverse.

(c) Montrer que, si A et A% sont de méme rang, alors Ker(A) et Im(A) sont supplémentaires. Etudier la réciproque de la
premiére question.

RMS 2025 863 Mines Ponts PSI. .. ... . . solution p.214
Soient A, B € M,,(C). On suppose qu'il existe des complexes deux a deux distincts A, ..., A\, tels que A+ \; B est nilpotente
pour tout .

(a) Montrer que l'indice de nilpotence d'une matrice nilpotente de taille n est inférieur ou égal a n.
(b) Montrer que : VA € C, (A+ AB)" = 0.

(c) Montrer que A et B sont nilpotentes.

RMS 2025 864 Mines Ponts P Sl . ... ... solution p.215
Soient n > 2 et A € M, (R) telle que VM € M,,(R), det(A + M) = det(A)+ det(M).

(a) Montrer que A n’est pas inversible.

(b) Montrer que A = 0. Ind. Ecrire A = P.J, Q™.

RMS 2025 865 Mines Ponts PSI. . ... ... . solution p.216



(a) Soit n € N. Montrer qu'il existe un polyndme P, de degré < n tel que X + 1— P?(X) soit divisible par X"*1. Ind.
Penser aux développements limités.

(b) Soit N € M,,(C) une matrice nilpotente. Montrer qu'il existe une matrice B € GL,,(C) tel que B> =1, + N.

211. RMS 2025 866 Mines Ponts P Sl ... ... . solution p.217

Soit B = (bij)lgi,jgn € Mn(R) telle que VZ,bZ’Z >0,V 7& 7 bi,j < 0 et Vi, Z b@j > 0.
=1

]:
(a) Montrer que B est inversible. On prendra X € Ker(B) et on étudiera |z;,| = max |z;|.
K3
(b) Soit X € R™ i coefficients > 0. Montrer que Y = B~1X est a coefficients > 0.

(c) En déduire que B! est a coefficients > 0.

212. RMS 2025 867 Mines Ponts PSSl . . ... . solution p.217
Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2. Soit d € [1,n—1]. Trouver |'ensemble des endomorphismes de E qui stabilisent
tous les sous-espaces vectoriels de dimension d.

213. RMS 2025 868 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 217
Soient A et B dans M,,(R). On suppose que AB = BA et qu'il existe p € N* tel que B? = 0. Montrer que det(A + B) =
det(A).

214. RMS 2025 869 Mines Ponts P Sl .. ... solution p.218

0 —a b
Soient a,b,c € Ret A = a 0 —c
-b ¢ 0

(a) Montrer qu'il existe d tel que A% +dA = 0.

(b) Déterminer d. Soit n € N*, déterminer A?" en fonction de d,n et A2.

+oo )
(c) Déterminer « et 3 tels que Y. Ak—f = I3+ aA + A%
k=0

215. RMS 2025 870 Mines Ponts P S . ... e solution p.219
I
Soit A=| j j%2 1 | ouj=e/3
21 g
(a) La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer une matrice semblable & A, diagonale ou triangulaire.
(b) Expliciter C4 = {M € M3(C),AM = MA}.
(c) Soit fa I'endomorphisme de C? canoniquement associé¢ 3 A. Quels sont les sous-espaces vectoriels f4-stables de C3?
(d) Peut-on retrouver C'4 par des arguments de stabilité ?
216. RMS 2025 871 Mines Ponts PSSl ... ... solution p. 220
01 00
. . 1 £ 1 1 - . g .
Soit k € C. Soit A = 0100 | Etudier la diagonalisabilité de A en fonction de k.
01 00
217. RMS 2025 872 Mines Ponts P SI. ... e solution p. 221

Soit f € L(C™). On suppose f? diagonalisable. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si Ker(f) NIm(f) = {0}.

218. RMS 2025 873 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 221



(a) Soit A € M, (R) telle que A? soit diagonalisable et Sp(A2) C]0, +oo[. Montrer que A est diagonalisable.

a b ... b b -+ b a
. . b a . TR .
(b) Diagonaliser A = et B= - | avecaeRetbeR".
b b b b
219. RMS 2025 874 Mines Ponts P SI. ... e solution p. 222

Soient K = R ou C, E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). On suppose que f2 est un projecteur. Donner
une condition nécessaire et suffisante portant sur f pour que f soit diagonalisable.

220. RMS 2025 875 Mines Ponts P SI. ... e e solution p. 222
Soienta € Cetu: P € C[X]|— (X —a)P.

(a) Montrer que u est linéaire.
(b) Trouver les valeurs propres de w.

(c) Trouver les P dans C[X] tels que P’ divise P.

221. RMS 2025 876 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 223
Soient £ =C,[X],a€Cet f:PEE— P—aX —a)P'.

(a) Montrer que f € L(E) et donner sa matrice dans la base canonique.

(b)  i. Montrer que f est diagonalisable.

ii. A quelle condition sur «, I'endomorphisme f est-il inversible ?

(c) Montrer, pour tout k € N : E = Ker(f*) @ Im(f*).

222. RMS 2025 877 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 223
Soit A € M,,(C) telle que rg(A) = 2,tr(A) =0 et A™ # 0,,. Montrer que A est diagonalisable.

223. RMS 2025 878 Mines Ponts P SI. ... .. solution p. 224
1 0 0
SoitA=1| 1 2 1
2 -2 -1

(a) Donner le spectre de A et ses espaces propres. La matrice A est-elle diagonalisable ?

0 0 -3
(b) Montrer qu'il existe P € GL3(R) tel que A= PTP tavecT=| 0 1 4
0 0 1

(c) Trouver I'ensemble des matrices M € M3(R) telles que MT = T M. Quelle est sa structure? sa dimension ?

(d) Trouver I'ensemble des matrices M € M3(R) qui commutent avec A.

224. RMS 2025 879 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 225
-1 1 1
Soit A = 0 5 —-14
0 3 -8

(a) La matrice A est-elle diagonalisable ?
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(b) Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique (., Bn,¥n) € R? et un unique Q,, € R[X] tels que X" = (X + 1)?(X +
2)Qn(X) + an(X +2) + Bn(X + 1)(X +2) + 7u (X +1)2

(c) Déterminer A™.

RMS 2025 880 Mines Ponts PSI. ... .. solution p. 225
+oo
Soit w I'application définie par : VP € C[X],Vz € C,u(P)(z) =e % > Py(l?) z".
n=0
(a) Montrer que u est un endomorphisme de C[X].
(b) Trouver les valeurs propres de w.
RMS 2025 881 Mines Ponts P SI. .. ... solution p. 226

Soit M € My (Z) telle qu'il existe n € N* vérifiant M™ = I. Prouver que M2 = I,. Ind. Montrer que M est C-diagonalisable
et considérer sa trace.

RMS 2025 882 Mines Ponts P Sl ... ... . solution p. 226
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1. On dit que f € L(E) est cyclique lorsqu'il existe © € E tel que
(x, f(x),..., f"1(x)) est une base de E.

(a) On suppose f"~1 # 0 et f nilpotent. Montrer que f est cyclique.
(b) On suppose que f admet n valeurs propres distinctes. Montrer que f est cyclique.

(c) On suppose f diagonalisable. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit cyclique.

RMS 2025 883 Mines Ponts PSI. ... ... solution p. 227
Soient E un K espace vectoriel de dimension finie n > 2 et u € L(E). On dit que u est cyclique s'il existe xo tel que
(o, u(zp), ..., u""(zg)) soit une base de E. Soient E = Vect(1, cos,sin) dans C*°(R,R) et u la dérivation. Montrer que u
est un endomorphisme cyclique non diagonalisable.

RMS 2025 884 Mines Ponts P SI. .. ... . solution p. 227
Soit A € M,(R) telle que A> — A — I, = 0. Montrer que det A > 0.

RMS 2025 885 Mines Ponts P Sl . ... ... solution p. 227
Soit A € M, (R) telle que la suite (A¥),ecn converge vers une matrice B.

(a) Montrer que B%2 = B.

(b) On suppose désormais que A est diagonalisable avec p valeurs propres. En considérant une division euclidienne, montrer
que : Vk € N, A* e R,,_4[A].

(c) Décrire B a I'aide des éléments propres de A.

RMS 2025 886 Mines Ponts P Sl . ... ... solution p. 228
(a) Soit P € C[X] un polyndme non constant. Montrer que, pour tout n € N*, il existe M € M,,(C) telle que P(M) = 0.
(b) Soit @ € R[X] un polynéme de degré 2 . Montrer qu'il existe M € My(R) telle que Q(M) = 0.

RMS 2025 887 Mines Ponts PSI. .. ... .. solution p. 228

Soit C' € M,,(C) une matrice de rang 7.

(a) Démontrer le théoréeme du rang pour les endomorphismes de C™.
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(b) Montrer qu'il existe P,Q € GL,,(R) telles que C = PJ,.Q ou J, = ( % 8 )
(c) Soient A, B € M, (C) telles que AC = CB. Montrer que A et B possédent r valeurs propres communes en tenant
compte des multiplicités.

(d) Que peut-on dire dans c) quand r =n?

233. RMS 2025 888 Mines Ponts P Sl .. ... solution p. 229
Soit A € M,,(K). Soit fa € L(M,(K)) définie par VM € M,,(K), fa(M) = AM.

a) Pour P € K[X], déterminer P(f4).

(b) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si f4 est diagonalisable.
(c) Trouver le lien entre x4 et xy,.
(d) Donner le lien entre les éléments propres de A et ceux de f4. Retrouver le résultat de la question b ).

234. RMS 2025 889 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 230
Soit En I'ensemble des suites a valeurs complexes N-périodiques.

(a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension finie et en déterminer sa dimension.
Soit T : Ey — En définie par Vu € En, (T(u))n = tUny1-

(b) Montrer que T est un endomorphisme de E.
(c) Déterminer les éléments propres de T' de deux facons différentes, en revenant a la définition et matriciellement.

(d) L'endomorphisme T est-il diagonalisable ?

235. RMS 2025 890 Mines Ponts P Sl .. ... .. solution p. 231
3
Soit E = R3[X]. pour P,@Q € E, on note ®(P,Q) = >_ (P(k) + P(1))(Q(k) + Q(1)).

Pour tout i € [0,3], on note L;(t) = [] &£
0<k<3

ki
(a) Calculer L;(j) pour tous i,j € [0,3]. En déduire que ( Lo, L1, Lo, L3 ) est une base de E.
(b) Montrer que ® est un produit scalaire sur E.

(¢) Trouver une base orthonormée de F.

236. RMS 2025 891 Mines Ponts PSSl ... ... solution p. 231
Soient £ = R4[X], F' le sous-espace vectoriel de FE formé des polyndmes pairs, G le sous-espace vectoriel de E formé des

4
polyndmes impairs. Pour P,Q € E, on note ®(P,Q) = Y. (P(k) + (-1)*P(—=k)) (Q(k) + (—1)*Q(—k)).
(a) Montrer que ® est un produit scalaire sur E.

L
(b) Montrer que E=F & G.

1
(c) Déterminer une base orthonormée de F adaptée a E=F @& G.

37



237. RMS 2025 892 Mines Ponts PSSl ... ... solution p. 232
Soit F un espace euclidien de dimension 3. On considére une isométrie indirecte f. Montrer que f se décompose en une rotation
d’axe A et une réflexion de plan AL, Cette décomposition est-elle unique ? La rotation et la réflexion commutent-elles ?

238. RMS 2025 893 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 233
On munit M,,(R) de sa structure euclidienne canonique.
Soit F = {M € M,,(R),tr(M) = 0}.

(a) Montrer que F est un espace vectoriel et donner sa dimension.

(b) Pour A € M,,(R), donner d(A, F') en fonction notamment de tr(A).

239. RMS 2025 894 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 233
Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de E.

(a) Montrer que F C (FL)L.

1
(b) On munit E = R[X] du produit scalaire donné par : (P,Q) = P(t)Q(t)dt. Soit F = {P € E,P(1) = P'(1) = 0}.
0
Déterminer F- et (FL)L.
(c) Pour E préhilbertien, donner une condition suffisante sur F' pour que F = (FL)L.

240. RMS 2025 895 Mines Ponts P Sl . ... .. solution p. 233
Soit (E, (,)) un espace euclidien. Pour z1,...,x, dans E, on note G(x1,...,xp) la matrice de coefficient G; ; = (x;, x;).
(a) Montrer que : G est inversible si et seulement si (z1,...,x,) est libre.

(b) Montrer que rg(G) = rg(x1, ..., zp).

241. RMS 2025 896 Mines Ponts P S . ... e solution p. 234
Soit (F, (,)) un espace euclidien et F' une partie fermée, non vide et convexe de E. Pour z € E on pose d(z) = ;an lz = £l
fe

et I'(z) ={f € F\[lz — f|| = d(x, F)}.
(a) Caractériser I'ensemble des x tels que d(x) = 0.
(b) Montrer que d est 1 -lipschitzienne. En déduire que I'(x) est non vide.
(d
(e

)
)
(c) En utilisant une identité relative 3 la norme, montrer que : V(f, f') € D(2)?, f # [/ = ||3(f + [') — xH2 < d(z)?.
) Montrer que I'(z) est réduit a un seul élément, que I'on notera p(z).

)

Montrer que p(x) est caractérisé par : Yy € F, (z — p(z),y — p(z)) < 0.

242. RMS 2025 897 Mines Ponts P Sl . ... .. solution p. 235
On munit R3 de sa structure euclidienne canonique. Soit u I'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est
2 2 -1
é -1 2 2 . Déterminer sa nature et ses valeurs propres.
2 -1 2

243. RMS 2025 898 Mines Ponts PSSl ... ... solution p. 235

(a) Que peut-on dire du spectre d'une matrice orthogonale ?

-2 6 -3
(b) Que peut-on dire de la matrice A = % 6 3 2 ? Que décrit-elle?
-3 2 6
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RMS 2025 899 Mines Ponts P SI. .. ... . solution p. 235
Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux d'un espace euclidien.

(a) Montrer que u = p — ¢ est diagonalisable et que Sp(u) C [-1,1].
(b) Déterminer Ker(u + id) et Ker(u —id).

RMS 2025 900 Mines Ponts P Sl . ... ... solution p. 236
Soient (E, (,)) un espace euclidien, « un réel et a un vecteur de E unitaire.
On définit f, : z — o + afx, a)a.

(a) Montrer que f, est un endomorphisme de E.

(b) Soient a, 5 dans R. Calculer f, o fg. Pour quels a, f, est-il bijectif?
(c
(d

Trouver les valeurs et les vecteurs propres de f,,.

Pour quels «, f, est-il une isométrie vectorielle ?

)
)
)
)

(e) Pour quels a, f, est-il auto-adjoint?

RMS 2025 901 Mines Ponts P Sl ... ... o solution p. 237
Soient E un espace euclidien et w € L(E). Montrer qu'il existe une base orthonormée (eq,...,ey,) telle que la famille
(u(ey),...,u(en)) soit orthogonale.

RMS 2025 902 Mines Ponts P SI. ... . solution p. 237

Déterminer |'ensemble des matrices M € M,,(R) telles que MTMM* = I,,.
RMS 2025 903 Mines Ponts PSI. ... . solution p. 237
Soit A € GL,,(R) telle que A2 + AT =1,,.

(a) Montrer que A* — 242 + A = 0.

(b) Montrer que 1 n'est pas valeur propre de A.

(¢) Montrer que A est diagonalisable dans M., (R) et déterminer |'expression des A possibles.

RMS 2025 904 Mines Ponts P Sl ... ... . e solution p. 238
1 1
On munit R,,[X] du produit scalaire (P, Q) = / PQ. On pose pour tout P € R,[X] (u(P))(z) = / (z+¢)"P(t)dt
0 0
(a) Montrer que u est un endomorphisme auto-adjoint de R, [X]. Qu'en déduit-on?
(b) Montrer que u est un isomorphisme.

Soit (P, ..., P,) une base orthonormée de vecteurs propres de u associés aux valeurs propres Ao, ..., \,.

(c) Montrer que, pour tout (z,y) € R% (z +y)" = Mo Pr(2) P (y).
k=0

(d) En déduire que tr(u) = 73:1.

RMS 2025 905 Mines Ponts PSI. . ... ... solution p.239
Soit S = (8i,j)1<i,j<n € Sn(R). On pose D = diag(s1,1;.- -, Sn,n). On suppose S et D semblables. Montrer que S = D. Ind.
Considérer la trace de S2.

RMS 2025 906 Mines Ponts P SI. .. ... . solution p.239
Soit A € S,,(R). On dit que A € S,/ *(R) lorsque, pour toute matrice X € M, 1(R) non nulle, X7 AX > 0.

(a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que A € ST (R).

B C

; ++ A
(b) Soit A € SF (R).A_(CT b

). Montrer que det(B) > 0, puis montrer que det(A) < det(B) det(D).
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Analyse

252. RMS 2025 907 Mines Ponts PSSl . ... ... solution p. 240
Soient £ = CY([0,1],R) et p € E. On note, pour f € E, Ny(f) = ||f¢] -

(a) Montrer que N, est une norme si et seulement si ¢~ ({0}) est d'intérieur vide.

b) Montrer que N, et || ||oo sont équivalentes si et seulement si o ~1({0}) est vide.
® 2

253. RMS 2025 908 Mines Ponts P S . ... e solution p. 241
Soient E un R espace vectoriel, N1 et Ny deux normes sur E.

(a) Soit (uy,) une suite qui converge dans (E, N1). On suppose que N7 et Na sont équivalentes. Montrer que (u,,) converge
dans (E, N).

(b) On suppose qu'une suite (u,) converge dans (E, Ny) si et seulement si (u,,) converge dans (E, N3). Montrer que N et
N> sont équivalentes.
1
(c) On prend E = R[X] et, pour a € R, N,(P) = |P(a)] —|—/ |P'(t)| dt. Montrer que, si a,b € [0,1], N, et N; sont
0
équivalentes.
(d) Soit, pour n € N, P, = )2(—: Trouver les valeurs de a telles que (P,,) converge pour N, et déterminer alors la limite.

(e) En déduire que N, et N; ne sont pas équivalentes si 0 < a <betb> 1.

254. RMS 2025 909 Mines Ponts P S . ... ... solution p. 242
Soit (E,||||) un espace vectoriel normé. Une suite (u,,) € EV est de Cauchy si Ve >0, 3N € N, Vn,m > N, |[u, —un| <e.

(a) Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.

Xk

(b) Dans E = R[X] muni de la norme || 3~ a;, X*|| = max |ax|, montrer que la suite (P,) de terme général P, = 1+> ., %=

est de Cauchy sans étre convergente.

(c) Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.
(d) Montrer que, si (uy) est de Cauchy et posséde une suite extraite convergente, alors (u,,) est convergente.

(e) On admet le théoreme de Bolzano-Weierstrass dans R. Montrer que si E est de dimension finie, alors la suite (u,) est
convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

255. RMS 2025 910 Mines Ponts P Sl . ... ..o solution p. 243
Soit F I'ensemble des applications lipschitziennes de [0, 1] dans R. Pour f € E, on note K(f) = inf{k € Ry, f est k-lipschitzienne}.

(a) Montrer que FE est un espace vectoriel.

(b) Montrer que, pour tout f € E, f est K(f)-lipschitzienne.

(c) Montrer que toute fonction polynomiale P appartient a E et déterminer K (P).
(d) L'application f +— K(f) est-elle une norme sur E'7?

(e) Prouver que Vf € E, |[fllco < infoeo [f(@)] + K(f).

(f) L'application f +— Hlj’ﬁlii est-elle bornée sur E\ {0} 7
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256. RMS 2025 911 Mines Ponts P SI. ... e e solution p. 244
Soit f: (z,y) € (R%)? — 2?2 +y? + % La fonction f est-elle prolongeable par continuité en (0,0)?

257. RMS 2025 912 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 244

Soit a € R. Pour tout n € N*, on définit

(a) Soient a € R et, pour tout n € N*, z, = (14 42)". Montrer que z, — €',
(b) Diagonaliser A,, dans C.

(c) Déterminer lim A7,

258. RMS 2025 913 Mines Ponts P Sl ... .. .. solution p. 245

(a) Etudier la convergence de la suite (y,) lorsque la suite (z,,) est constante.
(b) Etudier la convergence de la suite (y,,) lorsque z,, = ab*" avec a > 0 et b > 0.

(c) Montrer que la suite (y,,) converge si et seulement si la suite (x}/Q ) est bornée.

259. RMS 2025 914 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 246
Pour n > 2, on s'intéresse a I'équation e — z" = 0.

(a) Montrer que cette équation admet exactement deux solutions positives u,, et v, avec u, < vy,.

(b)  i. Montrer que (u,) tend vers une limite £.

ii. Trouver un équivalent de u,, — £.

(¢) Montrer que la suite (v,,) diverge.

260. RMS 2025 915 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 248
On définit la suite (un)nen par : ug, = m et Usni1 = Usni2 = mrnrsy

(a) Montrer que la série Y u,, est convergente et calculer sa somme.
(b) Soit (ay,)nen une suite réelle telle que la série Y a,, converge. A-t-on nécessairement la convergence de la série > a2 ?

(¢) Montrer, pour tout entier p > 2, la divergence de la série > u?.

261. RMS 2025 916 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 249
On donne H, =Y} _; + =Inn+~+o(1).

_ 1)k
(a) On pose u = %

. Etudier la convergence et la somme de ), - us.
=

(b) On donne o bijection de N* avec

| k|
[ o(k) |

7 8 9 10 11 ... |
9 11 6 13 15 ... |

1 2 3 4 5 6
1 3 2 5 7 4
Donner o (k).

(c) Déterminer la somme de la série ), - tq(1)-
=
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262. RMS 2025 917 Mines Ponts PSSl . .. .. solution p. 250
Soit (un)n>1 une suite définie par u; > 0 et, pour tout n € N*, wu, 1 = == + 5.

(a) Etudier la convergence de la suite (u,)n>1.

(b) Etudier la convergence de la série 3 u,,.

263. RMS 2025 918 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 250
Soit f: R} — RY.

N _1\k . .
(a) A quelle condition nécessaire la série > (f(lk)) est-elle convergente ? Cette condition est-elle suffisante 7 On suppose par
la suite que cette condition est vérifiée.

(b) On suppose de plus que f est croissante a partir d'un certain rang.

+o00o k
On pose u, = kz (JZ(;)) . Déterminer le signe de wu,, et la limite de la suite (uy).
=n
5 1 1 2 4 . -
(c) On suppose également que, pour tout k assez grand, ORI IC=) > T Déterminer la nature de la série > wu,,.
264. RMS 2025 919 Mines Ponts PSSl ... .. solution p. 252

Soit f : Ry — R continue et surjective. Montrer que tout y € R admet une infinité d'antécédents par f.

265. RMS 2025 920 Mines Ponts P SI ... ... e solution p. 252
Soit f une application continue de R dans R telle que fo f =2f —id.

(a) Montrer que f est une bijection strictement croissante de R dans R.
(b) On pose fo = f et, pourn € N, f,41 = fo fn. Montrer que (%fn) admet une limite, que I'on précisera.

(c) Déterminer f.

266. RMS 2025 921 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 253
b

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] ol g est a valeurs dans [0,1] et f décroissante. On pose ¢ = / g. Montrer
a

b b a+c
que / f< / fg < / f- Ind. On pourra introduire une fonction d'une variable bien choisie.
b—c a a

267. RMS 2025 922 Mines Ponts P S . ... ... solution p. 254
T
Trouver les fonctions f € C'(R,R) telles que Vz € R, f(x) +/ (x—t)f(t)dt = 1.
0

268. RMS 2025 923 Mines Ponts P S . ... e solution p. 254
Soit § € R\ 27Z.

) ko ! ol — (tew)n . .
(a) Soit n € N*. Montrer que ) 4~ = e Wde. La variable de I'intégrale est ¢, pas 0
k=1 0 —te

i too 1 620
(b) En déduire que Y % converge et que kz—:l e}:G = /o md@. Méme chose ici

+oo .
(c¢) En déduire que kz_:l 3”127769) = = pour 0 €]0, 7[.

Foo
(d) Déterminer de méme > % pour 6 €0, 7|.
k=1
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269.

270.

271.

272.

273.

274.

275.

276.

RMS 2025 924 Mines Ponts P Sl .. ... solution p. 255
“+o0

Calculer/ |z]e™® dx.
0

RMS 2025 925 Mines Ponts P SI. . ... solution p. 256
Soit, pour n € Net z € R, I,(z) = /
0

(a) Montrer que I,(z) est bien définie.

(b) Calculer I,,11(z) + I,—1(x) et trouver une relation de récurrence.

RMS 2025 926 Mines Ponts P SI ... ... . solution p. 257
+oo 1
(a) Justifier que I = / {J dx converge.
0 vV
+oo 2
(b) Calculer explicitement I en admettant que k21 ==
RMS 2025 927 Mines Ponts PSI. ... ... solution p. 257

Soit f : R — R*_ continue par morceaux telle que L2t /¢ [0, 1[. Etudier I'intégrabilité de f sur R,
+ f@) st

RMS 2025 928 Mines Ponts P ST ... ... solution p. 257
On définit f sur Ry par f(z) =227 + .

(a) Montrer que f réalise une bijection de Ry sur R,.

(b) La fonction F: 2 € Ry + sin(2z” + x) est-elle intégrable en +00?

+o0o
(c) L'intégrale / F(z)dx est-elle convergente ?
0

RMS 2025 929 Mines Ponts PSI. .. ... .. solution p. 259
Soit f : R — R continue et T-périodique. On se propose de prouver |'existence d'un unique A € R tel que l'intégrale

+o00
A—f(t
/ %U dt converge.
1

(a) Etudier le cas particulier ot f = sin.

(b) Traiter le cas général.

RMS 2025 930 Mines Ponts P Sl . ... ... e e solution p. 260

“+ o0
2
Soit f:x — / e~"" dt. Déterminer la limite puis un équivalent de f(z) quand x tend vers +oc.
xr

RMS 2025 931 Mines Ponts PSSl .. ... ... solution p. 260
Mots-clés : inégalité de Wirtinger
Soit f: [0,1] — R une fonction de classe C! telle que f(0) = f(1) = 0.

1 1
(a) Soient Iy = / f(x)f'(z) cotan(mrz) dx et Iy = / f?(z) (1 + cotan®(7z)) dz. Montrer que I; et I> sont convergentes
0 0

et exprimer I en fonction de I5.
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1 1
(b) En déduire que/O 2 < ! /0 (f2.

T2

277. RMS 2025 932 Mines Ponts PSSl ... .. solution p. 261
Soit la suite de fonctions définies par f,,: = — %e‘x.
(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,,).

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,).

+oo
(¢) Calculer / fn puis sa limite lorsque n tend vers +o0. Est-ce cohérent avec les théorémes du cours?
0

278. RMS 2025 933 Mines Ponts P SI . ... e solution p. 262
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f;,)n>0 définie sur R*. par Vo > 0, fo(z) = =

etVn e N, foi1(z) = % (f"(x) + fnL(x))

279. RMS 2025 934 Mines Ponts PSI

—+oo

SOIt f: T = %.
n=2

.................................................................... solution p. 263

nx

(a) Trouver les domaines de définition/continuité/dérivabilité de f.

(b) Trouver la limite de f en +oo puis un équivalent.

280. RMS 2025 935 Mines Ponts P SI . ... ... e solution p. 264
Pour a € R, on considére la suite de fonctions définie par fo = 1 et, pour n € N*, f,,: x> e~ .

(a) Pour quelles valeurs de a, la série Y f,, converge-t-elle simplement sur R ?

—+oo
On suppose cette condition remplie dans la suite. On pose S = > f,.
n=0

(b) Montrer que S est de classe ¥ sur R et calculer ) (0) pour k € N. Il s'agit plutét de calculer S)(0)

(c) En utilisant le théoréme de Fubini, montrer que S est développable en série entiére au voisinage de 0 .

281. RMS 2025 936 Mines Ponts P SI . ... e solution p. 265

(a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere ) %5

n U n(t)
(b) Montrer que pour tout z € [0, R[, > %43 = x/ dt.
n>1 " 0 xt—1

(¢) Que se passe-t-il pour z =17

282. RMS 2025 937 Mines Ponts PSI
Soit f:x— > (2:):17”

n=>0

.................................................................... solution p. 266

(a) Déterminer le rayon de convergence de f.
(b) Quel est le domaine de définition de f? La fonction f est-elle dérivable ? Si oui, déterminer sa dérivée.

(c) Déterminer une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par f.
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(d) Quevaut Y (¥ )(4}3

n>=0

283. RMS 2025 938 Mines Ponts P Sl ... .. solution p. 267

284.

285.

286.

Soient f: x — Z (nH,etF :1:»—)/

(a) Déterminer le rayon de convergence de f et exprimer f a I'aide de fonctions usuelles.
(b) Montrer que F est définie et dérivable sur R. Que vaut F'?

(c) Montrer que F est développable en série entiére et déterminer ce développement.

RMS 2025 939 Mines Ponts P SI. .. ... . solution p. 268
Mots-clés : chemins de Motzkin

On cherche a déterminer le cardinal m,, de I'ensemble M,, formé des n-uplets (a;)1<i<n tels que :
(i) Vi,a; € {—1,0,1},
n

(i) > a; =0,
i=1
p
(i Vpe[l,n],> a; =20
i=1
On pose mgy = 1.
(a) Calculer my, mg et ms.
(b) Soit n € N*. Soit (ai)lgign € M, tel que a; = 1.
Montrer qu'il existe r € [0,n — 2], (b1,...,b.) € M,., (¢1,...,Cn—pr—2) € My_,_o tels que
(a'17~ e ,Gn) = (17b17~ . '7bTa _17017' e 7C77,—7‘—2)
et justifier I'unicité de cette décomposition.

(¢) En déduire une formule de récurrence sur les mq,...,my,.

(d) Soit f: x> Z mnx™. Montrer que le rayon de convergence de cette série entiére est > 0 et déterminer f.
n=0

RMS 2025 940 Mines Ponts PSI. ... ... solution p. 270
Soit g: x — .

(a) Montrer que g est développable en série entiére au voisinage de 0.

(b) Donner un encadrement du rayon de convergence.
RMS 2025 941 Mines Ponts P SI. .. ... solution p.271

Mots-clés : fonctz’on de Bessel
Soit f : x> Z ((_ i

2nnl)2

(a) Trouver I'ensemble de définition de f.

(b) Trouver une équation différentielle vérifiée par f.

+oo
(c) Calculer / ft)e " dt pour x €)1, +o0].
0
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287. RMS 2025 942 Mines Ponts PSSl ... ... solution p. 272

+oo
On pose f(z,s) = > 2.

n=1

(a) Calculer f(z,0) et f(x,1) lorsque cela est possible.

(b)  i. Donner le rayon de convergence de = — f(z,s).

ii. Déterminer |'ensemble de définition de x — f(x,s), en discutant selon les valeurs de s.
(c) Déterminer une relation entre f(x,s) et f(x,s — 1). En déduire f(z,—1) et f(z,—2).

(d) Soit p € N. Déterminer un équivalent de f(x, —p) lorsque x — 1.

288. RMS 2025 943 Mines Ponts PSSl ... .. ... solution p. 274
On définit la suite (uy,) par : up = 1 et, pour n € N*, u, = /n+ up_1.

(a) Montrer que, pour tout n € N, on a: /n <u, <2vn+ 1.
(b) Montrer que u,, ~ /n et déterminer la limite de (u,, — /n).

(c) Donner le rayon de convergence R de la série entiere > u,x".

“+o0
(d) Calculer lim > w,a™.
z—=R~ n=0

289. RMS 2025 944 Mines Ponts P Sl .. ... .. solution p. 275

1 2
: L+t = : (- .
Soit a,, = / (T)” dt. On pose f: 2 +— > anz™ et I'on note R le rayon de convergence de cette série entiére.
0

n=0

(a) Montrer que Vn € N, 2% < a,, < 1. En déduire un encadrement de R.

(b) Montrer que ¥n € N, (2n+ 3)ap+1 =14 (n+ 1)ay,.
+o00

(c) En déduire que Vz €] — R, R[, 2z —2?)f'(z) + (1 —z)f(z) = > 2™
n=0

(d) Trouver ainsi une expression de f(z) pour z €] — 1,1].

(e) Trouver une autre expression de f(z) en montrant que :

1+ 2 n 1
1+t%)x 1
Va E] - 171[7 f(l’) :/ E <( 2 ) ) dt :/ (1+t2)x dt
0 0 01—+

et en calculant cette intégrale.

290. RMS 2025 945 Mines Ponts P Sl ... .. . solution p. 277
Soit a € R

+o0o +o00
(a) Montrer que / sin(t)e”*" dt et / |sin(t)|e~ " dt convergent et déterminer leur valeur.
0 0

+oo
(b) Montrer que/ dt converge.
0

+0 sin(t) 2
M = —_—.
(¢) Montrer que /0 (D) dt Z TFon T 1)y
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) , +°0 sin(t)
(d) Adapter les questions précédentes pour déterminer / ) dt.
0 c

291. RMS 2025 946 Mines Ponts PSSl . ... ... solution p. 278
+oo +oo —t
Soient u,, = / e dret [ = / ¢ dt.
1 1 t

(a) Montrer que u,, est bien défini pour tout n > 1.
(b) Montrer que I est bien définie.

(c) Déterminer la nature de Y u,,. Ind. Effectuer un changement de variable.

292. RMS 2025 947 Mines Ponts PSSl . ... ... solution p.279
1
Soient f € C°([0,1],R) et, pour n € N, I,, :/ f(t™)dt. Limite de (I,)?
0

293. RMS 2025 948 Mines Ponts P Sl . ... ... solution p.279

1 j4a-—1 too (_1)n
(a) Soient a et b deux réels > 0. Montrer que /0 T dt = ngo iy

+ n n
(b) Calculer 3 1+3)n et Z 1+4)n.

n=0 n=0

294. RMS 2025 949 Mlnes Ponts P Sl . .. solution p. 280
Soit f 2+ / etan(ta) g

(a) Montrer que : Yu € R, |arctan(u)| < |ul.

(b) Montrer que f est de classe C! sur R.

(c) Déterminer le développement en éléments simples de ¢ — m pour |z| # 1.
)

(d) Montrer que f(z) =

+o0 2
(e) Déterminer/O <arCt;m(t)) dt.

ﬁ pour x > 0. En déduire la valeur de f sur R,

295. RMS 2025 95(+)Olc§/lmes Ponts P Sl ... solution p. 281
Soit f: al—>/ to‘(t-i-l)

(a

(b

Déterminer le domaine de définition D de f.

Montrer que f est continue sur D.

d

)
(c) Montrer que la courbe représentative de f admet la droite © = 1/2 pour axe de symétrie.
(d) Justifier I'existence d'une borne inférieure pour f; la déterminer.

)

(e) Déterminer un équivalent de f en 0.

296. RMS 2025 951 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 282
+oo
Soit f: x> / arctan(zt)e " dt.
0
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(a) Montrer que f est définie et de classe C! sur R.

(b) On définit la suite (uy) par ug € R} et Vn € N,u,1 = f(u,). Montrer que la suite (u,) posséde une limite et la
déterminer.

(¢) Trouver un équivalent de u,, en 4oo.

297. RMS 2025 952 Mines Ponts PSSl ... ... solution p. 283
+oo 1
Soit f:x +— / dt
0

T 4+et

(a) Montrer que f est définie au moins sur un intervalle de la forme | — «, o[ avec a > 0.
(b) Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0 .

(c) Calculer ce développement et en déduire une expression f(z).

298. RMS 2025 95% Mines Ponts PSI. .. ... solution p. 284
Soit f: x »—>/ et dt.
0
(a) Montrer que f est de classe C! sur R et donner f’.
(b) Soit g : z — e®” f(z). Montrer que g est solution de (E) : 4/ — 22y = 1 avec y(0) = 0.
(c) Déterminer les solutions de (F) développables en série entiére et préciser le rayon.
)

(d) La fonction g est-elle développable en série entiére ?

299. RMS 2025 954 Mines Ponts PSSl .. ... solution p. 284
+oo
SoitI' : z — / t*"le~tdt.
0

(a) Montrer que I est définie sur ]0, +0o[ et qu’elle est de classe C2. Montrer de plus que I'(z) > 0 pour tout x > 0.

(b) Etudier la convexité de T et celle de InoT.

n

(c) Pour tout z > 0, établir : lim t" 1 —t/n)"dt = T'(z).

n—-+oo 0
n 1
(d) Exprimer / t*=1(1 — t/n)™ dt en fonction de / u” (1 — u)" du.
0 0
(e) Montrer que la suite de fonctions f,, : x € R} —— 'l converge simplement vers I Ind. Procéder par intégrations

. ) z(z+1)...(z+n)
par parties successives.

300. RMS 2025 955 Mines Ponts PSSl ... ... solution p. 285
oo 2 ﬁ +oo 2
On admet que / et dt = 5 On pose f : x / cos(2zt)e™ " dt.
0 0

(a) Montrer que f est définie et de classe C! sur R.
(b) Trouver une relation entre f et f’.

(c) En déduire une expression simple de f(x).

301. RMS 2025 956 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 286
+o0 3
t
Soit F': x — / e Tt
0 V14t
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(a) Déterminer le domaine de définition I de F’
Montrer que F est de classe C! sur I et donner son sens de variation.

(b) Déterminer les limites de F' aux bornes de I.
+oo
(c) Calculer G(x) = / t3e~ "t dt pour z > 0.
0

(d) Montrer que F(z) ~ 5.

r—4oo T
Ind. On pourra étudier |F' — G| et utiliser la relation de Chasles.

302. RMS 2025 957 Mines Ponts P SI . ... e solution p. 287

1 o= (t*+1)2? e
Onposef:xn—>/ Zidtetg:xw/e_t dt.

(a) Montrer que f est définie sur R et qu'elle est paire. Que vaut f(0)?
(b) Montrer que f est de classe C! sur R et donner I'expression de f'(x).

d

)
)

(c) Montrer que g est définie et de classe C! sur R.

(d) A I'aide d'un changement de variable affine, montrer que : Vz € R, f'(z) = —2¢'(x)g(x).
)

A
(e) Montrer que : Vo € R, f(z) = T — g(x)>.
N3

+oo
(f) En déduire la limite de g en 400 puis conclure que / et dt = 5
0

303. RMS 2025 958 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 288
Soit f : R — R une fonction de classe C* telle que f(0) = 0. Soit g : z +— @ A I'aide de la formule de Taylor avec reste
intégral, montrer que g se prolonge en une fonction de classe C* sur R.

304. RMS 2025 959 Mines Ponts P Sl . ... ..o solution p. 289
Soit (E) I'équation différentielle : 223/ (z) + y(x) = 22.

(a) Montrer que (F) n'admet pas de solution développable en série entiére.
(b) Résoudre I'équation différentielle sur |0, 4+o0].

(c) Montrer qu'il existe une unique solution tendant vers 0 en 0F.

305. RMS 2025 960 Mines Ponts P Sl .. ... ... solution p.290

+oo e—te—x/t
Soitf:x|—>/ —dt.
0 NG

(a) Montrer que f est définie sur R.

(b) Montrer que f est de classe C? sur RY et vérifie I'équation différentielle (E) : 2zy” + ¢ — 2y = 0.

(¢) Résoudre I'équation (F) en posant y(z) = z(\/x).
)

(d) Donner I'expression de f(x).

306. RMS 2025 961 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 291
On s'intéresse aux solutions f : x — > a,x™ de I'équation différentielle (E) : 2%y + 4y’ + (2 — 22)y = 1.
n=0
(a) Montrer que ag =1/2,a1 =0etVn > 2,a, = m
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(b) En déduire I'unicité de f.

(c) Déterminer les a,,, le rayon de convergence de f puis exprimer f a I'aide de fonctions usuelles.

307. RMS 2025 962 Mines Ponts P Sl . ... .. solution p. 291
On note ( E ) I'équation différentielle z(1 — z)y” + (1 — 3z)y’ —y = 0.

(a) Déterminer les solutions de (E) non nulles développables en série entiére. Préciser le rayon de convergence.
(b) Déterminer I'ensemble des solutions de (F) sur un intervalle raisonnable.

(¢c) Les raccorder entre elles.

308. RMS 2025 963 Mines Ponts PSSl . ... ... . solution p.292
On note (E) I'équation différentielle 2%y” — 2zy’ + 2y = 2(1 + z).

(a) Trouver les solutions de I'équation homogéne associée de la forme x — z%, ol o € R.

(b) Trouver une solution particuliére de (E), d'abord sur ]0, +o0], puis sur | — 0o, 0][.
Ind. On la cherchera sous la forme za(z)+x?3(x), ol « et 3 sont des fonctions de classe C! telles que za/(z) +22 3 (z) =
0.

(c) L'équation (E) admet-elle des solutions sur R ?

309. RMS 2025 964 Mines Ponts P SI . ... e solution p. 293
bet + ce~t
Pour (a,b,c) € R3, on définit fop.:t € R~ 2a — be! € R3.
a+cet

Soit ' = {fa’b,c, (a,b,c) € RS}.
(a) Montrer que F' est un espace vectoriel, en donner la dimension et une base.
(b) Trouver M € M3(R) telle que : Vf € F\Vt € R, f'(t) = M f(¢).

(c) La matrice M est-elle inversible ?
)

(d) Quelles sont les valeurs propres de M ? Pouvait-on s'y attendre?

310. RMS 2025 965 Mines Ponts P Sl . ... .. solution p. 294

(a) Soit @ € R. A I'aide d'un changement de variables classique, résoudre I'équation wg—i(x,y) + yg—i(:c,y) = af(x,y)
d'inconnue f € C*(R% x R%,R).

(b) Résoudre x%(m,y) +yg—£(x,y) = /2?2 + y2f(z,y) d'inconnue f € C}(R% x R%,R).

311. RMS 2025 966 Mines Ponts P SI . ... e solution p. 294
Soit J : z — / cos(xsin(6)) d6.
0

(a) Montrer que J est bien définie et de classe C? sur R.
(b) Montrer que J est développable en série entiére et déterminer le rayon de convergence.

(¢) Montrer que = - J"(x) + J'(x) + J(x) = 0. Correction : x.J" (z) + J'(x) + aJ(x) = 0.

(d) Soit (z,y) — p(x,y) = J (\/I2 + y2). Montrer que  est de classe C? sur R?\{(0,0)} et que Ay + ¢ = 0.
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312. RMS 2025 967 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 295
On pose f(z,y) = ﬁ In ( Ity ) On note (2 I'ensemble de définition de f.

T+ay
(a) Représenter €2 et montrer que c'est un ouvert.

(b) Monter que f est de classe C! sur Q.

(c) Comparer f(1/x,y) et f(x,y). Donner une interprétation géométrique pour z > 0 et y €]0, 1].
)

(d) Montrer que f vérifie : 2yf + (1 — 1;2)% —(1- y%% =

313. RMS 2025 968 Mines Ponts P Sl ... ... solution p.297

(a) Résoudre (1 —t2)y"” —2ty’ =0sur I =] —1,1[.

(b) Soit f de classe C? sur I a valeurs dans R. On pose g(z,y) = f (COS(%)). Probléme de définition, I'argument de f pouvant

ch(2y)
étre +1 si y = 0 et x = kx/2... Il faudrait donc stricto sensu se limiter 3 I'étude de g sur U := R? \ {(kx/2,0) | k € Z},
qui est un ouvert de R?... ou alors considérer que f est définie sur I = [—1,1] et parler de prolongement (sans doute

plus simple pour modifier I'énoncé... mais qui aboutirait a la non existence de solutions non constantes). CC.

2
Déterminer I'’ensemble des fonctions f telles que g soit non constante et de laplacien nul, c'est-a-dire telles que %(m, y)+
82

314. RMS 2025 969 Mines Ponts P Sl . ... ..o solution p.299
On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit p : = +— ||z ||%.

(a) Montrer que p € C*(R™,R).
(b) Soient g € C3(R*%,R) et f: R"\{0} — R définie par z — f(z) = g (||z||?). Déterminer les fonctions g vérifiant A f = 0.

315. RMS 2025 970 Mines Ponts PSSl .. ... solution p. 300
Soit D = {(z,y) € R} >0,y >0,z +y < 1}. Soient a,b,c des réels > 0 et f : D — R la fonction définie par (z,y) —
2%°(1 — 2 — y)°. Montrer |'existence d'extrema locaux pour f et les déterminer.

Probabilités

316. RMS 2025 971 Mines Ponts P S . ... ... e solution p. 300
On considére une classe de PSI constituée de IV éléves, dont n provenant de PCSI et N —n de MPSI. On envoie successivement
au tableau des éléves choisis au hasard. Un éléve peut passer plusieurs fois au tableau.

(a) Quelle est la probabilité qu'au cours des n premiers passages, il n'y ait que des éléves de PCSI?
(b) Quelle est la probabilité qu'au cours des n + 5 premiers passages, il y ait n éléves de PCSI?

(c) Soit i € N*. On note X, la variable aléatoire qui compte le nombre de tirages nécessaires pour faire passer i éléves de
PCSI distincts au tableau. Déterminer la loi de X;.

317. RMS 2025 972 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 301
Mots-clés : Urne de Polya
On considére initialement une urne contenant une boule blanche et une boule rouge. On tire une boule, on note sa couleur, on
la remet dans |'urne et on rajoute deux boules de la méme couleur que celle tirée. On répéte indéfiniment le processus.

(a) Calculer la probabilité de ne tirer que des boules rouges lors des n premiers tirages ?

(b) Calculer la probabilité de tirer indéfiniment uniquement des boules rouges?

o1



(c¢) Calculer la probabilité de tirer une boule blanche au 42-ieéme tirage.

(d) Le résultat de la question b) reste-t-il vrai si on rajoute 3 boules (au lieu de 2)? 4 boules?

318. RMS 2025 973 Mines Ponts P Sl .. ... solution p. 302

1
(a) Calculer / a2P(1 — x)?dx avec p,q € N.
0

(b) On dispose de p urnes contenant chacune p boules. Pour i € [1,p], I'urne i contient ¢ boules noires et p — ¢ blanches. On
choisit une des urnes aléatoirement et on en tire successivement des boules avec remise. On note A,, , I'événement : on
tire 2n boules et on a autant de boules noires que de boules blanches.

i. Exprimer P(A,, ,) sous forme d'une somme.
ii. Déterminer la limite de P(A, ;) quand n tend vers +oo.

ili. Déterminer la limite de P(A4,, ;) quand p tend vers +o0.

319. RMS 2025 974 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 303
On considére des lancers indépendants avec la probabilité p €]0,1[ d'avoir pile. On pose par convention T, = 0 et pour
r € N*, T, est la variable aléatoire qui compte le nombre de lancers nécessaires pour avoir r piles. On pose Z, =T, — T,_1
pour r € N*,

(a) Déterminer la loi de Z,.

(b) Déterminer la fonction génératrice de T..

+oo
(¢) Pour tout z €]0, 1], calculer > (’:)xkﬂ” et en déduire la loi de T;.. (le calcul de somme sert plutét pour I'espérance)
k=r

(d) Calculer E(T;.) de deux facons différentes.

320. RMS 2025 975 Mines Ponts P Sl . ... ..o solution p. 304
+o00
Soient s > 1 et ((s) = > 5. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que Vn € N*,P(X =n) = +5;+.
k=1

(a) Soit n € N*. Calculer P(n divise X).

(b) Soit p un nombre premier et v, (k) = max {i € N,p’ divise k} pour tout k € N*.
Déterminer la loi de v,(X) puis son espérance.

321. RMS 2025 976 Mines Ponts PSSl .. ... solution p. 304
On effectue des lancers avec une piece dont la probabilité de donner pile est p €]0,1[. On lance la piéce jusqu'a obtenir pile
pour la deuxieme fois. On note X le nombre de faces obtenues au cours de I'expérience.

(a) Donner la loi de X.
(b) Montrer que E(X) < 400 et la calculer.

(¢) On prend une urne et, si X =n, on pose n + 1 boules numérotées de 0 a n dans I'urne. Donner la loi de Y ou YV est le
numéro de la boule tirée dans I'urne. Calculer ensuite I'espérance de Y ainsi que sa variance.

322. RMS 2025 977 Mines Ponts PSSl . ... .. ... solution p. 305
+oo
(a) Soit S:t— > %’f“t”. Déterminer le rayon de convergence et donner une expression de S.
n=0

(b) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N de fonction génératrice Gx = A\S. Déterminer \ et la loi de X.
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(c) Calculer E(X) et V(X).

323. RMS 2025 978 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 306
Soient n € N et p €]0, 1[. On considére une variable aléatoire X telle que X () C N et Vk € N,P(X = k) = a("}")p".

(a) Quelle est la valeur de a?

(b) Déterminer E(X) et V(X)) si elles existent.

324. RMS 2025 979 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 306
Soit (X};) une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de parametre 2/3.

p
On pose Ay = (XQ}cleQk = O),Bp = ﬂ Ap. Soit T = mln{k >2, X 1=X = 1} eNU {+OO}
k=1

“+oo
(a) Montrer que P ( N Ak) =0 et en déduire que P(T' e N) = 1.
k=1

(b) Etablir une relation de récurrence linéaire d'ordre deux vérifiée par (P(T = n)). Correction : d’ordre 3

(c) Calculer I'espérance de T'.

325. RMS 2025 980 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 307
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(p) et G(g), ol p et g sont éléments de ]0,1[. On

X

pose U = 3.

(a) Donner la loi de U.
(b) Calculer I'espérance de U.
(c) Si p=gq, montrer que E(U) > 1.

326. RMS 2025 981 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 307
Soient X1,..., X,, des variables aléatoires i.i.d. de loi B(p). On note U la matrice ligne (X;---X,,) et M = UTU.

(a) Déterminer les lois de rg(M) et tr(M).
(b) Déterminer la probabilité que M soit une matrice de projecteur.

(c) Dans cette question, on prend n = 2. On note V la matrice ligne (1 1) et X = VMVT. Déterminer I'espérance et la
variance de X.

327. RMS 2025 982 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 308
Soient a,b > 0,X,Y,Z des variables aléatoires indépendantes telles que X ~ P(a), Y ~ P(b),P(Z =1) =1 —p et
P(Z = —1) = p. Quelle est la probabilité que la matrice A = ( Y)'(Z )}; ) soit diagonalisable 7

328. RMS 2025 983 Mines Ponts P Sl ... ... solution p. 308

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur {—1,1}. On définit (S,,), > 0 par Sop = 0 et
Vn e N*, 8, = Sp_1 + X

(a) Déterminer la loi de SQJF” En déduire E(S,,) et V(S,,).
(b) On pose A,, = |Sy|.

i. Déterminer A, (Q).
ii. Pour tout n € N, établir : E(A,41) = E(A,) +P(S, =0).
Ind. Exprimer E(A,,+1) et appliquer la formule des probabilités totales a X,,11.

n—1
iii. En déduire pour tout n € N* : E(Ay,) = E(Aa, 1) = > (2%) (1)".
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Corrigés
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Mines Ponts

Algebre
199. RMS 2025 854 Mines Ponts P ST . ... .. . énoncé p. 32
Soit
7T —4 0
A=—-16 -7 0
0 0 -5

(a) Interpréter géométriquement A.

(b) Donner I'image du plan P d’'équation 2z —y — z = 0 par A.

SOLUTION. —

(a) On constate que
A2 = 137

donc que A est la matrice d'une symétrie. On cherche ensuite les sous-espaces propres en résolvant AX = X et
AX=-XouX=(zyz)" €#1(R):

Tr—4y = bx 2x — 4y

0
z = 0
-5z = 52 2 = 0
71‘—43} = —hx B
AX =X & { 6o —-Ty = -5y < 120 =4y =0 — 3z —y=0.
_52 _ —5z 6%‘—2],/ = O

La matrice A est donc celle, dans la base canonique de R?, de la symétrie par rapport & la droite engendrée par
(2,1,0) parallelement au plan d’équation 3z —y = 0.

(b) La famille (u1,us2) est une base du plan P, ot u; = (1,1,0) et ug = (1,0,1). Comme Au; = é(S,—l,O) et
Auy = £(7,6,—5), I'image de P par A est le plan P’ (on savait que c’était un plan car A est inversible) de base
(1)1,’02) ou

vy =(3,—-1,0) et wvy=(7,6,-5).

Une équation de P’ est donnée par

3 -1 0
7 6 —5|=3(6z4+5y)+ (72 + bx) = bz + 15y + 25z = 0,
r Yy oz

ou encore r + 3y + 5z = 0.
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200. RMS 2025 855 Mines Ponts P Sl . ... ... énoncé p. 32

201.

Soit P € M,,(R) représentant un projecteur p de rang r dans la base canonique de R™. Déterminer la trace de I'endomorphisme
de M,,(R) défini par : ¥(X)=PX — XP.

SOLUTION. — RMS 2020 775 Mines Ponts PC
On va démontrer que

tr(y) = 0.

Si & est la base canonique de R™ et %’ une base adaptée & E = Im p & Ker p alors, en notant @ la matrice de passage
de % vers %', on a

1 (I, 0\ _
Q™ PQ = (O 0] = Jr.
Nous allons démontrer que ¥ est diagonalisable. Le calcul de sa trace en découlera.
Pour X € .#,(R) et A € R on a, en multipliant & gauche par Q! et a droite par Q :

U(X)=MX < PX-XP=XX < J,(Q7'XQ) - (Q7'XQ) J, =X (Q7'XQ).

A B
-1 o
en blocs analogues a ceux de J, il vient alors :
I, 0\ (A B A B\ (I, 0\ _ A B
V(X) =AY = (0 0) (C D)_ (O D) (0 0) _)‘<C D)

0 B\ (M AB
= ¢ o)~ \xc D

Si on découpe

A = 0
A—1)B = 0
A+1C = 0

AD = 0

En discutant les valeurs de A on trouve aisément que Sp(¢) = {—1,0,1} et que

Eo(¢)

{Q (61 10))@—1, Ae///T(R),DE///nT(R)}
nw={e() 5ot Bes. @)

E_1(¢) = {Q (c 8) Q' Ce ///n_r,r(R)} .
Comme () est une matrice fixée il vient
dim Ey(¢) =% + (n — )%, dimEy(¢) =r(n—7r), dimE_1(¢)=r(n—71).

Enfin, dim Ey(¢) +dim By (¢) +dim E_1 () = 2 + (n —r)? + 2r(n — r) = n® = dim .#,,(R), donc I'endomorphisme 1 de
My (R) est diagonalisable et avec une base de .4, (R) de matrice propres pour ¢ on obtient :

tr() =0x (rP+(n—r))+1xr(n—r)+(=1) xr(n—r)=0

RMS 2025 856 Mines Ponts P SI .. ... . énoncé p. 32
Soient n € N*,z € R et P € R,,_5[X]. Montrer que la matrice A € M,,(R) définie par : A; ; = P(x + i+ j —2) n'est pas
inversible.

SOLUTION. — RMS 2006 1111 Télécom Sud Paris PC
On note (C})1<j<n+1 la famille des colonnes de A.
L’espace vectoriel R,,_1[X] est de dimension n. Une famille comportant n + 1 polynémes de degré au plus n — 1 est donc
liée. En particulier, si I’on pose
Vieln+1l, QX)=P(X+j-1),
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202.

203.

n+1

la famille (Q1,Q2,...,Qnt1) est liée. Il existe donc des scalaires a1, g, ..., apn41 non tous nuls tels que > a;Q; = 0.
j=1
n+1
En évaluant cette égalité en o + 7 — 1 pour ¢ variant de 1 & n+ 1, on obtient ) «o;P(z+1i+ j —2) =0, c’est-a-dire que
j=1
n+1

Z O[jCj =0.
Jj=1

La famille des colonnes de A étant liée, la matrice A n’est pas inversible.

RMS 2025 857 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 32
01 0

Montrer que la matrice A= 0 0 1 n'admet pas de racine carrée.
0 0 0

SOLUTION. — RMS 2013 965 ENSAM PSI, RMS 2017 771 Mines Ponts PC

Supposons qu’il existe une telle matrice B telle que B? = A. Puisque A% = 0, B est nilpotente donc ses valeurs propres
sont toutes nulles et B> = 0 d’apres le théoréme de CAYLEY-HAMILTON. Comme BB? = 0, on a Im B? C Ker B C Ker B2.
Or rg A = 2 donc dim Ker A =1 et on ne peut avoir Im A C Ker A. Une telle matrice B ne peut donc pas exister.
AUTRE METHODE utilisant le théoréme de trigonalisabilité (polynome caractéristique scindé) : les valeurs propres de B
étant toutes nulles, B est semblable & une matrice de la forme

0 x x

0 0 x

0 0 O
Alors B? serait semblable & une matrice de la forme

0 0 x

0 0 O

0 0 O

qui est de rang < 1 et donc ne peut étre égale & A qui est de rang 2.

RMS 2025 858 Mines Ponts P Sl .. ... o énoncé p. 32
On note D,, le nombre de permutations sans point fixe de [1,n]. On note Dy = 1.

(a) Soit M = ((1))

7 . _1
) ocijn € M1 (R). Déterminer M.

(b) Exprimer n! en fonction des Dy, pour 0 < k < n.

(¢) En déduire une expression de D,,.

SoLUTION. — RMS 2014 1327 CCP PC, RMS 2018 894 Mines Ponts PC pour a), RMS 2016 782 Centrale PSI pour b)

(a) M est la matrice de 'endomorphisme f : P — P(X + 1) dans la base canonique de R,,[X] d’apres la formule de
binéme.
f est inversible d’inverse f~! : P+ P(X — 1) donc M est inversible d’inverse la matrice de f~! dans la base

canonique, son terme général est donc, d’apres la formule du binéme, b;; = (—1)7—¢ (Z)

(b) Soit n € Net k € [0; n]. Le nombre de permutations de [1; n] ayant exactement n — k points fixes vaut (})Dy,

en effet (Z) représente le nombre de choix des k points non fixes, puis Dy le nombre de facons de les permuter sans
qu’aucun ne soit fixe.
Sommant sur k, on a ainsi dénombré toutes les permutations de [1; n], donc

nl = zn: (Z) Dy..

k=0

(c) D’aprés ce qui préceéde, en notant D et E les colonnes de termes généraux respectifs Dy, et k!, ona E = M " D donc

D= (M~Y)TE. On en déduit que D,, = kgo bnk! = kz;o(—nn—k(g)k! = kzo(—m—km%!k)! ==k ) kgo SHLy
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204. RMS 2025 859 Mines Ponts P SI .. ... .. énoncé p. 32
Soit r > 2.

01 ) n'a pas de solution X € My(C).

(a) Montrer que I'équation X" = ( 0 0

(b) Déterminer les solutions X € M3(C) de I'équation X" = < (1) 1 )

SOLUTION. — RMS 2009 341 X ESPCI PC pour b)

(a) Si X" = A, alors X?" = A% = 0 donc X est nilpotente donc yx(Y) = Y? donc X? = 0 d’aprés Cayley-Hamilton et
donc X" = X"2X?2 =0 ce qui n’est pas.

(b) On note U,, 'ensemble des racines n-iemes de 1'unité dans C. On ne parle dans cet exercice que de réduction sur le
corps des nombres complexes. On pose
11
a=(p 1)

On remarque que 1 est I'unique valeur propre de A, que E;(A) = Vect(E7), donc que A n’est pas diagonalisable.
Si V est un vecteur propre de X, associé a la valeur propre complexe A, alors AV = X"V = A"V, donc A € U, et
V est colinéaire a Fq, donc Ey est propre pour X, de valeur propre A. La matrice X n’a qu’une seule valeur propre,
sinon elle serait diagonalisable, et A = X™ le serait aussi. Par suite, il existe a € C* tel que
A«
X = - I E .
(0 )\) Ao + aEq o
Comme I et Fj 5 commutent, on a A = \"I5 + nA\"~!aF) 5, ce qui implique que nA" " 'a = 1, donc que a = %,
puisque A" = 1. La réciproque étant évidente, les solutions sont les n matrices
1

1 S
A <O 1) pour A € U,.

205. RMS 2025 860 Mines Ponts P Sl . . ... ... énoncé p. 33
Soient aq,. .., a, des nombres complexes distincts. Soit A € M,,(C) la matrice de terme général

0 sii=j
a; ; =
I a; sii#j.

Montrer que P est un polyndme unitaire de degré n.

Soit P: x — det(A+ z1,).
(a

(b) Calculer P(a;).

P(X)

)
)
(¢) Trouver I'expression de P.
(d) Décomposer m en éléments simples.
)

(e) Calculer det(A + I,,).

SOLUTION. —
(a) Comme P = x_4, le cours affirme qu’il est unitaire de degré n.

(b) Sil'on note # = (E;)1<;<n la base canonique de I'espace des colonnes .#, 1(C), et U = E; + --- 4+ E,, la colonne
dont tous les éléments valent 1, on a

P(a;) =det(a;U + (a; —a1)Eq, ..., a;—1U+ (a; —a;—1)Ei—1,a;E;, a;41U + (a; — ai41) Eig1, - -, 0, U + (a; — an) Ey),
ou det est le déterminant sur #. Par multilinéarité et alternance, il ne reste que
P(a;) =det((a; —a1)Er, ..., (a; —a;—1)Fi—1,0; E;, (a; — aiv1)Fig1, ..., (i — an)Ey)
=a; H(ai - aj).

J#i
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206.

207.

(c) Comme P est unitaire de degré n, la division euclidienne de P par N =[], (X — a;) s’écrit sous la forme
P=1xN+R,

ou R € C,,_1[X]. En évaluant cette relation en a;, on obtient P(a;) = R(a;). La majoration de degré deg(R) < n—1
et le caractere deux a deux distincts des a; montrent que R est le polynéme d’interpolation de Lagrange valant
P(a;) en a;, donc

n n

PN+ZP<%>H2§_Z§ T a0+ S a IX - ap).

i=1 j#i i=1 i=1 i

(d) L’expression de P ci-dessus montre immédiatement que la décomposition de % en éléments simples est

P(X) ~ a
= ]_ + .
—ap) ; X —a;

(e) On utilise 'expression de P :

det(A+1,) = P(1) = [[(1 —a) + > a; [J(1 — ).
1

i=1  j#i

1=

RMS 2025 861 Mines Ponts P Sl .. ... énoncé p. 33
Soient Ay,..., A, € M,(C) telles que Vi € [1,n],3p € [1,n],AY = 0 et Vi,j € [1,n],A;A; = A;A;. Montrer que
IT A; =0.

i=1

SoruTIioN. — RMS 2012 304 X ESPCI PC, RMS 2019 414 X PSI
Par récurrence sur k € [1,n] on montre que
rg(Ay ... Ag) <n—k.

La propriété est claire au rang 1, en effet A; est nilpotente donc non inversible. Soit & € [1; n — 1], supposons
rg(A; ... Ax) < n—k. Sicerang est nul, il n’y a rien a prouver. Sinon Im(A4; ... Aj) est stable par Ay, gridce a I’hy-
pothese de commutation. Si 'on note fi41 ’endomorphisme induit, toujours nilpotent car Agyq est, on a Im(fry1) S
Im(A; ... Ag), Cest-a-dire Im(Ag41 41 ... Ag) C Im(A4; ... Ag).

Comme les matrices commutent, il vient Im(A; ... AxAg+1) S Im(A; ... Ag) et en passant aux dimensions,

rg(Ay ... AgAgyr) <rg(Ar... Ag) <n—k

par hypothése de récurrence. Et donc rg(A; ... AxAgy1) < n—k — 1, ce qui acheve la récurrence.
En particulier pour k& = n, on obtient rg(A; ... A,) < 0 donc

A A, =0,

RMS 2025 862 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 33
On dit qu'une matrice A € M, (R) admet un pseudo-inverse s'il existe B € M, (R) telle que AB = BA,B = BAB et
A= ABA.

(a) Montrer que, si A admet un pseudo-inverse, alors A et A? sont de méme rang.
(b) Justifier I'unicité sous réserve d’existence d'un pseudo-inverse.

(c) Montrer que, si A et A% sont de méme rang, alors Ker(A) et Im(A) sont supplémentaires. Etudier la réciproque de la
premiere question.

SOLUTION. —

(a) Supposons que A admet un pseudo-inverse B. Alors A = ABA = A?B donc Im(A) C Im(A?), 'inclusion réciproque
étant toujours vraie. Donc Im(A) = Im(A2), et a fortiori A et A% sont de méme rang.
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(b) Supposons que A admet un pseudo-inverse B. On a donc rg(4) = rg(A?).
Via le théoréme du rang, on en tire dim Ker(A) = dim Ker(A4?), et comme Ker(A) C Ker(A4?), Ker(A) = Ker(42).

Et donc Ker(A) et Im(A) sont en somme directe, en effet si X € Ker(A) NIm(A), alors X sécrit X = AY et
AX = 0= A?Y donc Y € Ker(42%) = Ker(A) et donc X = AY = 0. Comme dim Ker(A) + rg(A) = n, on en déduit
que Ker A et Im A sont supplémentaires.

Le théoreme d’isomorphisme assure que A (vu comme un endomorphisme de M,, 1(R)) induit un automorphisme de
Im(A). Notant p = rg(A4), dans une base adaptée a la décomposition M,, 1(R) = Im(A) ® Ker(A4), 'endomorphisme

b 0), avec D € GL,(R). Et il existe P € GL,(R)

canoniquement associé & A a une matrice de la forme A’ = (0 0

tel que A = PA'P~1.

Soit alors B’ = P~'BP, que l'on écrit par blocs B’ = (V[{/ ;)

DU DV) B (UD 0

— IR/ __ ! Al :
AB = BAdonc A'B _BA,ceqmdonne( 0 0 WD 0

et WD =0 donc W = 0.
BAB = B donc B’A’B’ = B, ce qui donne (

). Ainsi DV = 0 donc V = 0 (D est inversible)

UDU 0)

U 0 o B
0 o) =~ ( >, en particulier X = 0.

0 X

0 0

Enfin ABA = Adonc A/B’A’ = A’, ce qui donne < 0 0

soit U = D~ 1.

Ainsi U, V, W et X sont entierement déterminés donc B’ aussi et B aussi, ce qui prouve l'unicité du pseudo-inverse.

puD 0>(D 0> donc DUD = D et donc DU =1, =UD,

(c) Supposons que A et A sont de méme rang. Alors Ker(A) et Im(A) sont supplémentaires comme montré & la question

précédente. Il existe donc P € GL,(R) tel que A = P (10) 8) P~! avec D € GL,(R).

D=t 0

1l suffit de poser B = P ( 0 0

ABA = A et BAB = B).

> P~1 pour obtenir un pseudo-inverse de A (on vérifie sans peine que AB = BA,

208. RMS 2025 863 Mines Ponts P SI . ... . énoncé p. 33

Soient A, B € M,,(C). On suppose qu'il existe des complexes deux a deux distincts A, ..., A\, tels que A+ \; B est nilpotente
pour tout 7.

(a) Montrer que I'indice de nilpotence d'une matrice nilpotente de taille n est inférieur ou égal a n.
(b) Montrer que : YA € C,(A+ AB)" = 0.
(c) Montrer que A et B sont nilpotentes.

SOLUTION. — RMS 2009 701 Mines Ponts PC, RMS 2013 964 ENSAM PSI, RMS 2014 359 X ESPCI PC, RMS 2014
1203 ENSAM PSI

Soient r1, ..., 7,41 des complexes distincts tels que N, = A+ry B est nilpotente, pour tout k& € {1,...,n+1}. Un exercice
classique prouve que N;' = 0.

e Dans un premier temps, on suppose que A et B commutent, et on donne une solution purement algébrique. En
développant les égalités (A + rB)™ = 0 par la formule du bindme, on obtient le systéme de n + 1 relations

matricielles :
n

Vke{l,...,n+ 1}, Z (Z)rZAn_po =0,

p=0
ce qui s’écrit formellement

A™ 0
oo @ [atis) (o
1 (Y (G)rd - ()73 . )
) n n n\ .n n—1
U@ @t o Q) A2 {0
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Or la matrice M de ce systéme a pour déterminant det M = (Tll) (g) . (Z)V(rl, ey Ty Trt1), OU le déterminant
de Vandermonde V' (ry,...,7,,7,+1) est non nul car les ry sont distincts (autre exercice classique, n’exigeant pas

d’ailleurs la précision de la formule exacte). On multiplie alors & gauche par M ! et il vient

A™ 0
A"1B 0
AB"1 0
B" 0
Cela donne en particulier A” = B" = 0.
REMARQUE. — Pour ceux que ce calcul formel géne, on écrit que 1’on a les relations (L), pour k € {1,...,n+ 1} :
n+1
S e AT B
p=1
n+1
On remarque que M = (my,;) est inversible dans .#,+1(C), et on note (mj, ,,) son inverse. La combinaison linéaire ) m} ;L
k=1

des lignes du systéme ci-dessus donne
n+1 n+1
1— —1
E mllyk E mk,pATH' po = 07
k=1 p=1

n+1 n+1
soit <Z m'l’kmk,p> Arti=ppr=1 — 0. Comme M ~'M = I, on en déduit que A™ = 0.
P

—1 \k=1
De maniere similaire on obtient B™ = 0.

e Dans un deuxiéme temps, on donne une solution analytique pour le cas général, ou les matrices A et B ne sont pas
supposées commuter. On part du systeme de n + 1 relations matricielles :

Vke{l,....,n+1} (A+rB)" =0.

— Pour tout k € N, écrivons la matrice (A + 2B)¥ sous la forme (Py; j(2)); . On prouve aisément par récurrence
sur k € N que, pour tout (4,5) € {1,...,n}?, la fonction z — Py ; ;(z) est polynomiale en z de degré < k. En
particulier, I'égalité (A + 2B)" = (P, j(2)):; et 'hypothese donnent, pour tout (i, ) € {1,...,n}? fixé :

Vke{l,...,n—i—l}, Pn,i,j(rk)zoc
Le polynéme P, ; ; est de degré < n et admet au moins n + 1 racines distinctes ry,..., 7,41 : il est nul. Cela
étant vérifié pour tout (i,5) € {1,...,n}?, il vient : V2 € C, (A + zB)" = 0.

— Pour z = 0, on obtient A™ = 0. En divisant par z # 0, et en faisant tendre z vers 400, il vient B™ = 0.

e Voici une solution indépendante des précédentes.
On consideére, pour A € R, la matrice A + AB et son polyndme caractéristique : xx(x) = det(zl, — [A + AB]).

D’une part, xx(z) = 2" 4 a,—1(A)2" " 4+ -+ 4 ag(\) ou les fonctions a; sont polynomiales de degré < n (par
développement du déterminant). D’autre part, Vi € {1,...,n + 1}, x,,(z) = 2™ car A + r; B est nilpotente et donc
les polynémes a; admettent tous comme racines les r;, au nombre de n 4 1. On en déduit qu’ils sont tous nuls et
que VX € R, xa(z) = 2™

Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON (par exemple) permet alors de conclure que VA € R, A + AB est nilpotente.
En particulier, pour A = 0, A est nilpotente.

On a également Vp € N, B, = %(A + pB) est nilpotente : B," = 0 et lim,_,;, B, = B donc par continuité de
M — M™, on a B™ =0 et B est nilpotente.

209. RMS 2025 864 Mines Ponts P Sl ... ..o énoncé p. 33
Soient n > 2 et A € M, (R) telle que VM € M,,(R), det(A + M) = det(A)+ det(M).
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(a) Montrer que A n'est pas inversible.

(b) Montrer que A = 0. Ind. Ecrire A = P.J, Q™.

SOLUTION. — RMS 2012 1311 Petites Mines PC, RMS 2017 772 Mines Ponts PC, RMS 2010 1036 Navale PC, RMS 2013
623 Mines Ponts PC, RMS 2015 696 Mines Ponts PC

(a) On choisit M dont la premiére colonne est I’opposé de la premiére colonne de A, et dont les autres sont nulles. Alors
det M = det(A + M) = 0, puisque M posséde au moins n — 1 colonnes nulles et que la premiére colonne de A + M
est nulle. En appliquant 'hypothese, on en déduit que det A = 0.

(b) Sans l'indication! On raisonne par contraposition. Supposons A ne soit pas la matrice nulle : elle possede au moins
une colonne C, non nulle. On compléte alors la colonne —Cj; en une base (X1,..., X ,—1, —Cjy, Xjo+1,-..,Xy) de
R™. Ces colonnes forment les colonnes d’une matrice inversible M telle que det M # 0 alors que det(A + M) =0

;eme

puisque la matrice A + M a sa j§™° colonne nulle : contradiction

210. RMS 2025 865 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 33

(a) Soit n € N. Montrer qu'il existe un polynéme P, de degré < n tel que X + 1— P?(X) soit divisible par X", Ind.
Penser aux développements limités.

(b) Soit N € M,,(C) une matrice nilpotente. Montrer qu'il existe une matrice B € GL,,(C) tel que B> =I,, + N.

SoruTIioN. — RMS 2015 398 X ESPCI PC
Voir aussi les exercices 77, 77 et 77.

N—1
PREMIERE METHODE. Si on note P(z) = arz® la partie principale du développement limité en zéro de /1 +  on a :
k=0
VI+z=P(x)+o0o(zN71) et, en élevant au carré :
1+ x = P?*(z) 4 og(zV 1),

Il s’ensuit que le polyndéme formel P? — X — 1 est divisible par X~ (pour que la fonction polynomiale associée soit
négligeable devant x + V1 en 0). En écrivant alors dans R[X], P2 — X — 1 = X~ Q et en posant B = P(A) on a bien

B* - A—1,=ANQ(A) = 0.

DEUXIEME METHODE. On part du développement en série entiere de /1 + ¢, valable sur | — 1,1] :
o0
V1i+t= Z art®  (peu importe, ici, la valeur des ay)
k=0

Par produit de Cauchy, il vient :

0o k
Vee]l- L1, 14+t=>)_ (Zamk@> t*.

k=0 \¢=0

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit :
k
Z aa o 1 sik < 1
710 sik>2
=0
Posons maintenant m tel que A™ = 0 puis
(oo} m
B=) apA* =) ap A"
k=0 k=0

En effet, puisque A¥ = 0 pour tout & > m, la somme est faussement infinie et donc B est parfaitement définie. Les
sommes étant faussement infinies, on peut intervertir et réorganiser les sommations si bien que

oo 2 oo k
B? = (Z akAk> = Z <Z a(ak_g> Ak = I,+A
k=0 k=0 \/{=0
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211.

212.

213.

d’apres la formule démontrée ci-dessus sur la suite (ax)r>0-

RMS 2025 866 Mines Ponts P Sl ... ... o énoncé p. 34
Soit B = (bij)lgi,jgn € MH(R) telle que Vi,biﬂ' > 0,Vi # j, bi,j < 0 et Vi, Z bi,j > 0.
j=1

(a) Montrer que B est inversible. On prendra X € Ker(B) et on étudiera |z;,| = max |z;|.
3

oit S a coefficients > 0. Montrer que ¥ = B~ est a coefficients > 0.
(b) Soit X € R™ 2 fhi 0. M Y=B"1X 3 ffi 0

(c) En déduire que B! est a coefficients > 0.

SOLUTION. — Voir RMS 2013 272 ENS PSI.

(a) Soit X € Ker(B) et i un indice tel que |z;,| = max; |z;|.
La coordonnée numéro ¢y de BX est nulle, soit by, i, 2, + Z#io biy,jx; = 0, soit by, 40%s, = — Z#io biy,jx;.
Passant & la valeur absolue, et par inégalité triangulaire, by, i, [io| < D2 i) —bio,j 1751 < 22,25, —bio.j [%io |, et donc
Z?:l bio.j |io| < 0.
Comme Y77, bi, j > 0, il vient |z4,| < 0 et donc |z4,| = 0 = max; |z;], soit X = 0.

Ainsi Ker(B) = {0}, ce qui prouve que B est inversible.

(b) Soit X € R™ & coefficients positifs et yi,...,y, les coefficients de Y = B~1X.

Soit i € [[1; n] tel que y; est minimal. BY = X est & coefficients positifs, en particulier en position i, ce qui donne

n
0 < biiyi + Z bi,jy; < biyi + Z bijyi = Vi Zbi,j
it i i=1

Et donc y; > 0, ce qui prouve que tous les coefficients de Y sont positifs.
(c) En particulier, pour tout j € [1; n], en notant E; le j-eme vecteur de la base canonique de M,, 1(R), & coefficients

positifs donc, on a B~ E; a coefficients positifs.

Or B*IEJ- est la j-éme colonne de B!, autrement dit toutes les colonnes de B~! sont & coefficients positifs, donc
B! est & coefficients positifs.

RMS 2025 867 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 34
Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2. Soit d € [1,n—1]. Trouver I'ensemble des endomorphismes de E qui stabilisent
tous les sous-espaces vectoriels de dimension d.

SoLuTION. — RMS 2020 388 X ESPCI PC

Montrons par récurrence descendante sur j € {1,...,d} la propriété (27;) : « Tout sous-espace de dimension j est stable
par u ».

Initialisation. La propriété (£2;) est vraie par hypothese.

Hérédité. Supposons que (Z;) est vraie pour un certain j € {2,...,d} et montrons (£;_1). Soit F' un sous-espace vectoriel
de dimension j — 1 muni d’une base (e1,...,e;_1), complétée en une base e = (e1,...,€j_1,€;,€j41,-..,€,) de E. Comme
j+1 < n, on adeux vecteurs (au moins) de e qui ne sont pas dans F. Les sous-espaces vectoriels G = Vect(eq, ..., €j_1,¢€;)
et H = Vect(e1,...,ej_1,ej4+1) étant de dimension j, ils sont stables par u, et comme F' = G N H, le sous-espace F' est

aussi stable par wu.

La propriété () dit alors que toute droite est stable par w.

Or tout endomorphisme stabilisant les droites est une homothétie (classique).
Conclusion : ce sont les homothéties.

RMS 2025 868 Mines Ponts P SI ... ... . énoncé p. 34
Soient A et B dans M,,(R). On suppose que AB = BA et qu'il existe p € N* tel que BP = 0. Montrer que det(A + B) =
det(A).

SOLUTION. — RMS 2018 887 Mines Ponts PC, RMS 2019 817 Mines Ponts PC
On propose trois démarches.

217



o Une preuve par récurrence sur n. Sin =1 alors A = (a) et B = (0) puis A+ B = A donc det(A + B) = det(a).

Soit n > 2 tel que le résultat est vrai pour ’entier n — 1. Montrons qu’il est encore vrai pour des matrices de format
n X n. On reprend alors les notations et hypotheses de I’énoncé.

Soient f et g canoniquement associés & A et B respectivement. x s est scindé (le corps de base est C) donc f possede
une valeur propre et comme f et g commutent, E(f, \) est stable par g. L’endomorphisme induit posséde aussi une
valeur propre et donc il y a dans E(f,\) un vecteur propre e} pour g qui 'est. aussi pour f. En complétant ce
vecteur en une base ¢’ de C™ et en notant P la matrice de passage de la base canonique e & ¢’ on a :

PlAP_<’O\ Z,) et PlBP_(’(“)‘ ;> avec A',B' € M, 1(C).

On retrouve aisément les propriétés : A’B’ = B’ A’ et B’ nilpotente et u = 0. L’hypotheése de récurrence donne alors
det(A’ + B’) = det(A’) et enfin

A *

det(A + B) = det [P™' (A + B)P] = det <0 A+ B

) = Adet(A" + B') = Mdet(A4") = det A.

e Une preuve par cotrigonalisation. On montre par récurrence sur n € N*, a I’aide de matrices par blocs la propriété :
(Z,,) : deux matrices de .#,,(C) qui commutent sont simultanément trigonalisables.

Appliqué & A et B, ce résultat donne P € GL,(R) telle que

piap= |0 2 | o pipp= |0 0 ,
0 -+ 0 M\, 0 --- 0 0

puisque B étant nilpotente, sa seule valeur propre est 0. Alors

)\1 %/ %/
Pia+Bp=|" *
0 - 0 M\,

On en déduit que det(A + B) = det[P~1(A+ B)P] = [] A\ = det A.
k=1

e Une preuve par densité.
— Si on suppose que A est inversible, det(A+ B) = det A x det(A~'B+1,,) et comme A~!B est encore nilpotente

(A~! et B commutent), A~!B est semblable (dans .#,(C)) a une matrice triangulaire de diagonale nulle, donc
det(A='B + I,,) = 1 puis det(A + B) = det A.

— Si A n’est pas inversible alors Ay = A + %In lest pour n assez grand (classique), et commute avec B donc
Vk > ko, det(Ar + B) = det Ay. La continuité du déterminant donne le résultat.

214. RMS 2025 869 Mines Ponts P ST . ... . énoncé p. 34
0 —a b
Soient a,b,c e Ret A = a 0 —c
b ¢ 0

(a) Montrer qu'il existe d tel que A® + dA = 0.

(b) Déterminer d. Soit n € N*, déterminer A% en fonction de d,n et A2

+o0
(c) Déterminer « et 3 tels que Y. Ak—f = I3+ aA + A%
k=0
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SOoLUTION. — RMS 2016 282 X ENS PSI
(a) On reconnait dans A la matrice (dans la base canonique) de 'application
fre—uAlz,

avec u = (a, b, c). Pour tout z € R3, on a f?(z) =uA (uAz)= (u|z)u— (u|u)z donc f3(x) =uA ((u|z)u— (u]
wyr) = —||ul*u Az = —(a® + b? + ¢2) f(x). Autrement dit f2 = —(a® + b + ?) f, et matriciellement

A% = —(a® +b* + A)A.
D’ott le résultat voulu avec 6 = a? + b? + 2. (On peut bien entendu aussi calculer A & la main. . .)
(b) Multipliant par A 1'égalité précédente, il vient A* = —9A2. Une récurrence élémentaire donne
Vn e N*, A% = (—9)" 1A%
YneN, A= (-9)"A.

(¢) On rappelle qu’en dimension 3 on a [|[MN||c < 3||M||oo||N||co pour toutes matrices M, N € .#5(R). En particulier,
une récurrence élémentaire donne ||A¥||o, < 3¥ L[| A%, pour tout k € N*.

n ky. . ky. .
Or, pour tout é,j € [1; 3], on a [Spli; = > %, n-iéme somme partielle de la série > % Et pour tout
k=0 k>0

k1A Py - ;. 3l Al
,!, ”°°, terme général d'une série numérique convergente (de somme “— =)
. PV . AR S
donc par comparaison de séries & termes positifs > [k# converge absolument, donc converge.
k>0 '

A*); AF o
k)l,ona|[k},]|<” k!” g

Ceci prouve que la suite de terme général [S,];; converge, autrement dit que (S,) converge (coordonnée par
coordonnée).

N.B. On peut aussi utiliser une norme d’algeébre, i.e. vérifiant |MN|| < ||M]||| V]

En particulier

S

) n A2k+1 ) ) )k

Et U'on peut calculer les sommes des deux séries numériques. Comme

L—0)F 1 s (Ve sin /0
2 b v

1 ! n oo
poars 2k +1)! 0= (2k + 1)! —t Vo
Z": (=9 1 Xn: (—0)* ) cosvVh—1 1—cosVl
(k) 0 (2k)! n—+oo 0 N 0 ’
k=1 k=0
il vient /7 /7
sin v 6 1—cosvé
N.B. On a 6 = |lu|? et on pose v = m L’endomorphisme associé id +af + 3f2 est donc
. 1
zeR sz + Snlwu Azt W (@ | wpu — [Ju]?) = = cos ||ul|z + (1 — cos |[ul]) (x| v)v + (sin [|ul|)v A z.
Cest la rotation d’axe dirigé par v = i et d’angle ||
215. RMS 2025 870 Mines Ponts P ST . ... . énoncé p. 34
g j?
Soit A=| j j%2 1 | ouj=e¥/3,
1
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La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer une matrice semblable a A, diagonale ou triangulaire.

(a
(b) Expliciter C4 = {M € M3(C),AM = MA}.
(c

d

Soit f4 I'endomorphisme de C3 canoniquement associé 3 A. Quels sont les sous-espaces vectoriels f4-stables de C3?

) Peut-on retrouver C'4 par des arguments de stabilité ?

SOLUTION. —

(a) Notons que A = JJT, ot J est la matrice colonne J = (1 J jz)T. A est donc de rang 1, et A2 = JJTJJT =0
puisque J ' J = 0. Ainsi A est nilpotente non nulle, donc non diagonalisable.

U=(1 1 1)T est élément de Ker(A) tout comme J et (J,U) est libre, donc forme une base de Ker(A). Enfin
Ey=(1 0 0)T ¢ Ker(A) donc (Eq, J,U) est libre, et donc forme une base de M3 1(C).
0 0 0
L’endomorphisme canoniquement associé & A admet dans cette base pour matrice A’ = [1 0 0 |, semblable &
0 0 0

A.

(b) Si P est la matrice de passage de la base canonique vers la base (Ey,J,U), de sorte que A = PA’P~1.
Pour tout M € M3(C), AM = MA si et seulement si /N = NA’, ot N = P"'MP.

a b c
Posant les deux produits, on obtient que N = | d e f | commute avec A’ si et seulement si b =c =h =0 et
g h i
a=e.
a 0 0
Ainsi C4 est ensemble des matrices de la forme P |d a f | P~%, avec a,d, f,g,i € C.
g 0 1

(c) {0} et C? sont bien sfir stables.

Les droites stables sont les droites engendrées par un vecteur propre, or ici Sp(fa) = {0}, les droites stables sont
donc les droites incluses dans le noyau Vect(U, J) de f4.

Enfin Ker(f4) = Vect(U, J) est un plan stable. Un autre plan stable contient nécessairement un vecteur X hors
de Ker(fa), et fa(X) = AX multiple non nul de J car Im(fa) = Vect(J). Réciproquement, tout plan de la forme
Vect(X, J) avec X non colinéaire a J contient Im(f4) donc est stable par fa.

(d) Si M € C4 est si g est 'endomorphisme canoniquement associé, alors Ker(f4) = Vect(U, J) et Im(f4) = Vect(J)
a 0 0

sont stables par g, ce qui donne pour g une matrice dans la base (F1,J,U) de la forme [ d e f]. Il reste tout
g 0 1

de méme a prouver que a = e.
Pour cela, il suffit d’exploiter la relation g o f4(E7) = fa o g(E1) qui donne eJ = aJ donc e = a.

Réciproquement, si cette condition est vérifiée, alors g o fa(E1) = faog(E1) = aJ, go fa(J) = faog(J) =0 et
go fa(U)= faog(U)=0donc go fa=faoget MA=AM.

216. RMS 2025 871 Mines Ponts P S ... ... énoncé p. 34
01 00
. . 1 k£ 1 1 - . ey .
Soit k € C. Soit A = 0100 | Etudier la diagonalisabilité de A en fonction de k.
01 00

SOLUTION. —

Bien siir si k£ est réel, alors A est diagonalisable d’apres le théoréme spectral.

A est de rang 2 donc dimKer(A) =4 —-2=2

Notons (E1, Es, E3, E4) la base canonique de My 1(C). E; — E3 et Ey — Ey sont deux vecteurs non colinéaires de Ker(A)
donc en forment une base.
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217.

218.

E5 et E1+ E3+ E4 sont deux vecteurs non colinéaires de Im(A) donc en forment une base. Et AEy = kEy+(E1 + Es+ Ey),
A(El + E3 + E4) = 3Es.

La famille (Ey — Es, Eq — Ey, Eo, E1 + Es + E,) est libre (de déterminant non nul) donc forme une base de My 1(C), dans
00 0 O
. , . . N / 00 0 O X
laquelle la matrice de I'endomorphisme canoniquement associé a a est A’ = 00 k 3l semblable & A.
0010

k 3

1 0) lest (une matrice diagonale par blocs est

Donc A est diagonalisable si et seulement si A’ est, soit B = (

diagonalisable si et seulement si ses blocs diagonaux le sont).

Or xp = X? — kX — 3, de discriminant A = k2 + 12.

Ainsi, si k%2 +12 # 0, xp est scindé & racines simples donc B est diagonalisable et A aussi. Si k2 + 12 = 0, B a une seule
valeur propre et n’est pas scalaire donc ne peut étre diagonalisable, et A non plus.

RMS 2025 872 Mines Ponts P Sl .. ... énoncé p. 34
Soit f € L(C™). On suppose f2 diagonalisable. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si Ker(f) NIm(f) = {0}.
SOLUTION. —

Si f est diagonalisable, alors Im(f) = @ Ex(f), et C" = @ EX(f) = Eo(f) @ @ EA(f) = Ker(f) & Im(f).

A#0 AESP(f) A#0
Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires donc en somme directe.
Réciproquement, supposons Ker(f) et Im(f) en somme directe, donc supplémentaires grace au théoréme du rang.
Gréce au théoréme d’isomorphisme, f induit alors un automorphisme g de Im(f).

f? est diagonalisable, soit P = [T%_, (X — A\;) un polynome annulateur de f? scindé a racines simples. Notons qu’au plus
un des A; est nul.

e Si 0 n’est pas racine de P alors P(X?) = [[*_, (X — a;)(X + a;) en notant, pour i € [1; p], a; une racine carrée
complexe de A;.
P(X?) est donc scindé & racines simples, annulateur de f donc f est diagonalisable.

o Si 0 est racine de P, on peut supposer A; = 0 quitte & renuméroter. Alors P(X?) = X2T[_,(X — a;)(X + a;) en
notant, pour i € [2; p], o; une racine carrée complexe de ;. Soit @ = [[}_o(X — a;)(X + ;).

P(X?) est annulateur de f2 donc de g2, autrement dit g% o Q(g) = 0. Comme g est un automorphisme, on peut
composer par g1 (deux fois) pour obtenir Q(g) = 0.

Q est scindé a racines simples donc g est diagonalisable, autrement dit Im( f) posséde une base constituée de vecteurs
propres de f. C'est aussi trivialement le cas de Ker(f). Comme Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires, on obtient
en concaténant une base de C™ formée de vecteurs propres de f, autrement dit f est diagonalisable.

RMS 2025 873 Mines Ponts P Sl .. ... o énoncé p. 34

(a) Soit A € M,,(R) telle que A? soit diagonalisable et Sp(A?) C]0, +oc[. Montrer que A est diagonalisable.

a b ...b b -+ b a
(b) Diagonaliser A = boa etB=| b avec a € R et b € R*.
b b b b

SOLUTION. —

(a) Soit A € M, (R) telle que A? soit diagonalisable et Sp(A?) C]0, +oo[. Notons A\; < ... < A, les valeurs propres de
A? strictement positives.

Le polynoéme P = [[}_, (X — \;) est alors annulateur de A? donc P(X?) = [T0_; (X — VX)) (X 4+ v/\;) est annulateur
de A, scindé & racines simples, donc A est diagonalisable.
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(b) Notant J,, la matrice Attila de taille n, on a A = bJ,, + (a — b)L,.

1 1 1
1 -1 (0)
Or J, = PDP~!avec D = diag (n,0,...,0)et P = | . ) ,donc A = Pdiag(a+ (n—1)b,a—b,...,a—b) P
1 (0) -1
(0) 1
De méme, en notant U la matrice : ,ona B=>5bJ,+ (a—0b)U.
1 (0)

U? = I, est diagonalisable & valeurs propres strictement positives donc U est diagonalisable. U commute avec .J,
et donc B? = b2J2 + 2b(a — b)J,,U + (a — b)?U? = b*>J2 + 2b(a — b) J,, + (a — b)%I,, = A? est diagonalisable, & valeurs
propres (a + (n — 1)b)? et (a — b)? positives, strictement sauf si a = b (auquel cas B est trivialement diagonlisable)
oua=—(n—1). Sia#—(n—1)b, la premiére question assure que B est diagonalisable.

Précisément, si n est pair, une base de vecteurs propres de U est (E1+FE,,, E1—E,, Es+FE,_1,FEs—E,_1,..., Enjpo+
Ey o415 Enj2 — Epjat1), associés aux valeurs propres 1, —1,1,—1,...,1,—=1. (Ici Ey,..., E, désignent les vecteurs
de la base canonique de M,, 1(R)).

On obtient une base de vecteurs propres de B en considérant les vecteurs

o Ey+...+ E, quiest dans E,,(J,) N E1(U) C Eqy(n-1)5(B).
e F1+FE,—FE>y—FE, 1, Fh+FE,—FE3—F, _o,... ,E1+En—En/2—En/2+1, qui sont dans Eo(Jn)mEl(U) - Ea,b(B).
e By —E,,Ey—E, 1,...,E, /5 — E,541) qui sont dans Eo(J,) N E_1(U) C Ey_o(B).

On a trouvé n vecteurs propres linéairement indépendants, donc B est diagonalisable, de valeurs propres a+ (n—1)b
(multiplicité 1), a — b (multiplicité n/2 — 1) et b — a (multiplicité n/2).

Le cas n impair se traite de la méme fagon en remplacant le dernier vecteur propre associé a la valeur propre a — b
par By + Ep — 2E(,41)/2-

219. RMS 2025 874 Mines Ponts P Sl ... ... . énoncé p. 35
Soient K = R ou C, E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € £(E). On suppose que f2 est un projecteur. Donner
une condition nécessaire et suffisante portant sur f pour que f soit diagonalisable.

SOLUTION. —

Si f est diagonalisable, alors rg(f) = rg(f?) donc par le théroéme du rang, dimKer(f) = dim Ker(f?), et comme
Ker(f) C Ker(f?), il vient Ker(f) = Ker(f?).

Réciproquement, supposons Ker(f) = Ker(f?), et donc rg(f) = rg(f?) via le théoréme du rang, donc Im(f) = Im(f?)
puisque Im(f?) C Im(f).

f? est un projecteur donc E = Ker(f?) @ Im(f?) = Ker(f) ® Im(f). Le théoréme d’isomorphisme assure que f induit
un automorphisme g de Im(f) = Im(f?). Et comme f? est un projecteur, on a Vo € Im(f?), f%(z) = 2 = ¢g?(x). Donc
g% = id, si bien que g est une symétrie, diagonalisable donc.

Finalement, Im(f) posséde une base de vecteurs propres de g donc de f. On la concaténe avec une base de Ker(f) et 'on
obtient une base de E formée de vecteurs propres de f, donc f est diagonalisable.

220. RMS 2025 875 Mines Ponts P Sl ... ... e énoncé p. 35
Soienta € Cetu: P e C[X]— (X —a)P.

(a) Montrer que u est linéaire.
(b) Trouver les valeurs propres de w.

(¢) Trouver les P dans C[X] tels que P’ divise P.

SOLUTION. — RMS 2014 1198 TPE PSI
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(a)

Soit A une valeur propre et P vecteur propre associé, on note n = degP : P = a,X™ + ... avec «, #* 0.
(X —a)P'=nP <= na,X"+--- =X, X" +... ce qui implique que A = n. On en déduit que Sp(u) C N.

Réciproquement, soit n € N. On remarque que u((X — a)”) =n(X —a)” donc (X — a)™ est propre pour la valeur
propre n. Or on sait que ((X — a)”)n cny €st une base de K[X], on a donc une base constituée de vecteurs propres

de w.
On en déduit que Sp(u) = N et que Ker(u — nid) = Vect (X —a)™).

On complete ce qui précede : une cl de ces vecteurs propres est un vecteur propre <= cette cl est elle-méme un
vecteur propre.

Soit P divisible par P’, n = deg P. Le quotient s’écrit @ = +(X — a). On utilise alors (a) : u(P) = (X —a)P' =
nQP' =nP donc P € Ker(u — nid) = Vect (X — a)").

Les polynomes divisibles par leur dérivé sont dons les A(X —a)™ ou A € K;n € N.

221. RMS 2025 876 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 35
Soient £ =C,[X],a€eCet f:PEE— P—aX —a)P'.

()
(b)

()

Montrer que f € L(FE) et donner sa matrice dans la base canonique.

i. Montrer que f est diagonalisable.

ii. A quelle condition sur «, I'endomorphisme f est-il inversible ?

Montrer, pour tout k € N : E = Ker(f*) @ Im(f*).

SOLUTION. —

(a)

()

La linéarité de f découle de la linérité de la dérivation. Et pour tout P € E, f(P) est bien siir un polynoéme et
deg(P) < n, deg(X — a)P' < n donc deg f(P) < n, si bien que f(P) € E. Donc f € L(E).

f(1) =1 et pour tout k € [1; n], f(X*) = (1 — ak)X* + a?kX"*~1, Aot la matrice de f dans la base canonique :

1 a? 0o ... 0
0 1—a 22

0
: . . na?
0o ... oo 0 1—-na

i. La matrice de f est triangulaire, on lit donc les valeurs propres de f sur sa diagonale. Si « # 0, f admet n+ 1
valeurs propres distincte 1,1 — «,...,1 —na et dim £ = n + 1 donc f est diagonalisable. Si a =0, f = id est
diagonalisable.

ii. det(f) = [[,_o(1—ka) donc f est inversible si et seulement si Vk € [1; n], 1—ka # 0soit o ¢ {1/k, k € [1; n]}.

f est diagonalisable donc pour tout k € N, f* 'est aussi, et donc E = Ker(f*) & Im(f*).

222. RMS 2025 877 Mines Ponts P SI ... ... . énoncé p. 35
Soit A € M,,(C) telle que rg(A) = 2,tr(A) =0 et A™ # 0,,. Montrer que A est diagonalisable.

SoruTIioN. — RMS 2008 973 CCP PSI, RMS 2014 1196 TPE PSI, RMS 2017 803 Mines Ponts PC, RMS 2018 1314 TPE

PSI

Comme rg(A) = 2, zéro est valeur propre de A d’ordre au moins n — 2, le sous-espace propre correspondant (le noyau)
étant de dimension n — 2 d’apres la formule du rang.

Il reste (au plus) deux (autres) valeurs propres a découvrir, notées A et . Pour cela, on utilise la trace : tr A = (n —2)0+
A+ p = 0 par hypothese. On en déduit que les deux derniéres valeurs propres sont opposées.

Si elles étaient nulles, alors zéro serait la seule valeur propre de A : comme A est trigonalisable sur C, elle serait semblable
a une matrice triangulaire supérieure stricte, donc serait nilpotente d’ordre au plus n selon un calcul bien connu, donc A™
serait nulle, ce qui n’est pas le cas. On peut aussi invoquer le théoréeme de Cayley-Hamilton pour dire que Sp(A) = {0}
implique x4 = X", donc A™ = 0.

Par suite, A posseéde, outre zéro, deux valeurs propres non nulles et opposées, donc distinctes. Elles sont donc simples,
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puisque zéro est déja d’ordre au moins n — 2. Par suite, la somme des dimensions des sous-espaces propres de A vaut
n—24+1+1=n, donc A est diagonalisable.

223. RMS 2025 878 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 35
1 0 0
Soit A= 1 2 1
2 -2 -1

()

(b)

()
(d)

Donner le spectre de A et ses espaces propres. La matrice A est-elle diagonalisable ?

0 0 -3
Montrer qu'il existe P € GL3(R) tel que A= PTP tavecT=| 0 1 4
0 0 1

Trouver |'ensemble des matrices M € M3(R) telles que MT = TM. Quelle est sa structure ? sa dimension 7

Trouver 'ensemble des matrices M € M3(R) qui commutent avec A.

SOLUTION. —

(a)

Un calcul sans piege donne x4 = X(X — 1) donc Sp(A) = {0,1}.

0 0
Cy—2C3=0donc | 1 | € Ker(A) = Eg(A). Comme 0 est valeur propre simple, Ey(A) = Vect | 1
-2 —2
0 0 0 0
Et A—Is= |1 1 1 | est derang 2 donc Ej(A) = Ker(A — I3) est de dimension 1, contient [ 1 | donc
2 =2 =2 -1
0
Ei(A)=Vect | 1
-1

dim E1(A) =1 < 2 =my donc A n’est pas diagonalisable.

0 0
Ul = 1 vérifie AU1 = 0, et U2 = 1 vérifie AU2 = U2.
-9 -1
T 0 O 0 T 0
Reste a trouver Us = |y | tel que AUs = —3U; +4Us + Uz soit |1 1 1 y| = | 1]. On obtient le
z 2 -2 =2 z 2
. z+y+z=1 . N x=1
systeme { % — 2 — 2z =2 soit de maniere équivalente { y+z=0"
1
Us = | 0] convient. La famille (U, Uz, Us) est une base (son déterminant vaut 1) et par construction, 'endomor-
0

phisme canoniquement associé & A a pour matrice T dans la base (U1, Uz, Us). Donc A est semblable a T', de de la
forme PTP~! avec P € GL3(R).

a b ¢
Soit M =|(d e f
g h 1
0 b —3a+4b+c -39 —3h —3i
MT =TM siet seulement si [0 e —-3d+4de+f|=|d+49g e+4h [f+4i
0 h —-3g9g+4h+i g h i

L’égalité des premieres colonnes donne d = g = 0. Les deuxiémes colonnes donnent b = h = 0. Enfin les troisiemes
colonnes donnent i = e et ¢ = 3a — 3e.

a 0 3a-—3e
Le commutant C'r de T est donc ’ensemble des matrices de la forme | 0 e f ,avec a, e, f € R. C’est donc
0 0 e

un sous-espace vectoriel de M3(R), de dimension 3.
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(d) Soit M € My(R) ot N = P~LMP.
MA = AM si et seulement si MPTP~' = PTP~'M soit P"'MPT =TP~'MP ou encore NT = TN.

Le commutant C4 de A s’écrit donc {PNP_l, N e CT}. Comme N — PNP~! est un automorphisme de M3(R),
C' 4 est aussi un sous-espace vectoriel de M3(R), de dimension 3.

224. RMS 2025 879 Mines Ponts P Sl . ... ... énoncé p. 35
-1 1 1
Soit A = 0 5 -—14
0 3 -8

(a) La matrice A est-elle diagonalisable ?

(b) Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique (v, Bn,vn) € R3 et un unique Q,, € R[X] tels que X" = (X + 1)3(X +
2)Qn(X) + an(X +2) + Bn(X + 1)(X +2) + 7a (X +1)2

(c) Déterminer A™.

SOLUTION. —

(a) Un calcul sans piege donne x4 = (X + 1)%(X + 2) donc Sp(4) = {-1, -2}.

0 1 1

A+I3=[0 6 —14| est derang 2 donc par le théoréme du rang dim E_1(A) =1 < 2 = m_1, donc A n’est pas
0 3 -7

diagonalisable.

(b) Soit n € N. Le théoréme de division euclidienne assure qu'il existe un unique couple (@, R,) € R[X] x Ry[X] tel
que X" = XAQn + Ry
La famille (X 42, (X +1)(X +2), (X+1)?) est libre (si a, 3,7 € R sont tels que a( X +2)+B(X+1)(X+2)+v(X+1)? =
0 alors en évaluant en —1 il vient o = 0, en évaluant en —2 il vient v = 0, et donc S = 0), et de cardinal 3 donc
c’est une base de Ry[X].
Le polynoéme R, s’écrit donc de maniere unique R, = a,(X + 2) + Bo(X + 1)(X + 2) + 7, (X + 1)%, et donc
X" = (X +1DAHX +2)Qn(X) + an(X +2) 4+ Bn(X + 1)(X +2) + 70 (X +1)2, avec (an, Bn, o) € R? et Q,, € R[X]
uniques.

n

Précisément la relation évaluée en —2 donne +,, = (—2)", évaluée en —1 elle donne (—1)" = a,,, enfin en dérivant

puis en évaluant en —1 on obtient n(—1)""! = a,, + 3, donc B, = (n + 1)(—1)""1.

(c) Tl suffit d’évaluer en A la relation X = (X + 1)2(X +2)Qn(X) + (—1)"(X +2) + (n + (=D)L (X + 1)(X +2) +
(=2)"(X +1)? pour obtenir, comme y4(A) = 0 par le théoréeme de Cayley-Hamilton, A" = (—1)"(A + 2I3) + (n +
D(=1)" A+ I3)(A+ 2I3) + (=2)" (A + I3)*.

Le calcul explicite de tout ceci est laissé aux lectrices et lecteurs scrupuleuses/eux.

225. RMS 2025 880 Mines Ponts P Sl . .. ... .. énoncé p. 36
—+oo
Soit u I'application définie par : VP € C[X],Vz € C,u(P)(z) = e~* 3 £l zn,

n=0
(a) Montrer que u est un endomorphisme de C[X].

(b) Trouver les valeurs propres de w.

SOLUTION. —

P(?) 2™ est de rayon de convergence

n:

2" r"
n!

(a) D’abord u est bien définie. En effet pour tout polyndéme P, la série entiére

——— 0 donc en faisant le
n—-+o0o

infini (pour tout r > 0, on a par croissances comparées P(n)2™" —— 0 et
n—-+oo

produit M —— 0, et donc M est bornée).
n: n.:

n—-4oo

La linéarité de u ne pose pas de probléme, reste & justifier que u est bien & valeur dans C[X].
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Soit, pour tout k € N, Hy, le polynéme X(X —1)... (X —k+1). (Hy=1,H; =X en particulier).

Alors ¥z €€, Sorop Hean = Yoo memn ek o = S e = o ma T = e*2F donc u(Hy)(2) =
. Et donc u(Hy) = Xk e C[X].

Comme (H},)ren forme une base de C[X] (c’est une famille étagée en degré), par linéarité u envoie tout polynéme

sur un polyndme.

Soit A € C une valeur propre de u et P un vecteur propre associé. Notons p = deg(P), de sorte que P s’écrit
P = Y7 _,oiHy avec a,...,ap—1 € C et a, € C* ((Hy,...,H,) est une base de C,[X], et a;, # 0 sinon
deg(P) < p).

Alors u(P) = YV _gagu(Hy) = D8 _oaxX¥, et AP =Y"0_ Aoy Hy.

L’égalité u(P) = AP entraine 1’égalité des coefficients dominants, donc Aa, = «;, et donc A = 1.

Ainsi 1 est I'unique valeur propre possible, et 1 est bien valeur propre puisque par exemple u(1) = u(Hgy) = 1 (et
uw(X) =u(H;) = X).

226. RMS 2025 881 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 36
Soit M € My (Z) telle qu'il existe n € N* vérifiant M™ = I. Prouver que M2 = I,. Ind. Montrer que M est C-diagonalisable
et considérer sa trace.

SOLUTION. — RMS 2023 690 Mines-Ponts PSI

Soit n € N* tel que M™ = I5. Le polynéme P = X™ — 1 est annulateur de M, scindé a racines simples dans C[X] donc
M est diagonalisable dans M3(C) et ses valeurs propres sont des racines n-émes de 'unité.

De plus M est réelle, donc si elle admet une valeur propre non réelle X alors elle admet aussi A pour valeur propre.

Les seules racines de 'unité réelles possibles sont 1 et —1, donc soit M est semblable & une matrice de la forme D =
diag (1, #1), auquel cas M? est semblable & D? = I, donc M? = I et donc M'? = I, soit M est semblable & une
matrice de la forme D = diag (/\, X), avec A une racine de I'unité non réelle.

Dans ce cas, on a tr(M) = tr(D) = A + X = 2R(\) € ] —2;2[. Comme tr(M) est un entier, il reste trois possibilités :

227.

Si tr(M) = —1 = 2R()), alors A = e=*5" et donc {NA) = {ezéw,e’zéw }
Dans ce cas M3 est semblable & D3 = I, donc M? = I, donc M2 = I,.
Si tr(M) =0 = 2R()), alors A = +i et donc {A, A} = {i, —i}.

Dans ce cas M* est semblable & D* = I, donc M* = I, donc M2 = I,.
Si tr(M) = 1 = 2R()), alors A = e= % et done {\, A} = { Te_T}

Dans ce cas M® est semblable & D% = I, donc MS = I, donc M2 = I,.

RMS 2025 882 Mines Ponts P Sl . ... .. énoncé p. 36
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1. On dit que f € L(F) est cyclique lorsqu'il existe z € E tel que
(x, f(z),..., f""1(z)) est une base de E.

(a)
(b

)
()

On suppose f*~! #£ 0 et f nilpotent. Montrer que f est cyclique.
On suppose que f admet n valeurs propres distinctes. Montrer que f est cyclique.

On suppose f diagonalisable. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit cyclique.

SOLUTION. — RMS 2019 1014 Centrale PSI

(a)

n—1
Soit x € E tel que u"~(z) # 0g. Soit (Ag,..., n_1) € K" tel que > Mpu¥(x) = 0p. Si les Az sont non tous
k=0

nuls, on note p = min{k, a; # 0} et en composant par u" 177 la somme devient apu”’l(x) = 0p ce qui n’est pas
possible donc la famille est libre et x est un vecteur cyclique.
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228.

229.

230.

n
(b) On note ay,...,ay, les valeurs propres de u et (ey,...,e,) une base de vecteurs propres. Pour x = > e, on a
k=1

3
VpeN, uP(xz) = Y aley donc le déterminant de (z,u(x),...,u" ! (z) dans la base (e1,...,e,) est le déterminant
k=1
de VANDERMONDE V (o, ..., ), qui est non nul car les oy, sont deux & deux distincts.

(¢) Réciproquement, on suppose u diagonalisable et qu’il existe un vecteur z cyclique pour u. La matrice de u dans la
base (z,u(z),...,u" " 1(z) est une matrice compagnon dont on sait que les sous-espaces propres sont des droites (les
n — 1 premiéres colonnes de A — \I,, sont échelonnées, donc dim Ker(A — AI,,) < 1). Puisque u est diagonalisable et
que ses sous espaces propres sont des droites, les valeurs propres de u sont deux a deux distinctes.

RMS 2025 883 Mines Ponts P Sl ... ... e énoncé p. 36
Soient E un K espace vectoriel de dimension finie n > 2 et u € L(F). On dit que u est cyclique s'il existe xg tel que
(20, u(x0),...,u" 1(x0)) soit une base de E. Soient E = Vect(1,cos,sin) dans C**(R,R) et u la dérivation. Montrer que u

est un endomorphisme cyclique non diagonalisable.

SOLUTION. —
D’abord, E est de dimension 3 car la famille (1, cos, sin) est libre. En effet si a, 3, sont tels que al + /3 cos +sin 0, alors
en dérivant —fsin +vcos = 0, ce qui évalué en 0 donne v = 0, et évalué en 7/2 donne 5 = 0. Reste a1l =0 donc o = 0.

Le vecteur xg = 1 + cos + sin fonctionne. En effet u(x¢) = — sin + cos et u?(zg) = — cos — sin, donc
1 0 0
det (1’0,U(5E0),U2(5L'0)) =1 1 —1/=-2#0
(1,cos,sin) 1 -1 -1

Autrement dit (20, u(zo), u*(zo)) est une base de E donc u est cyclique.

0 0

0 —1], de polynéme
01 0

caractéristique x, = X (X2 + 1). Ce polyndome n’est pas scindé dans R[X], donc u ne peut étre diagonalisable.

0
Enfin u?(z¢) = sin — cos = —u(zo), la matrice de u dans la base (Jco, u(xg), u? (Jco)) est donc | 1

RMS 2025 884 Mines Ponts P Sl . . ... énoncé p. 36
Soit A € M, (R) telle que A*> — A — I,, = 0. Montrer que det A > 0.

SOLUTION. — RMS 2016 902 TPE PSI, RMS 2017 1260 TPE PSI, RMS 2019 716 Mines Ponts PSI, RMS 2019 1158
ENSAM PSI

Comme A(A? —I) = (A% — I)A = I, la matrice A est inversible d’inverse A= = A% — [.

Si A € Sp(A) alors A3 = X\ + 1; on étudie la fonction f(t) = ¢3 — ¢ — 1, croissante sur | — oo, —%], décroissante sur
[—%, %], croissante sur [%, +o00[, de plus

Alors f admet une seule racine réelle, elle se trouve sur [, +o0o[ (notons-la a) et deux racines complexes conjuguées non

_ V3’
réelles S et B.
Le polynéme caractéristique de A est de la forme (X — a)™(X — B)?(X — )P (B et  ont la méme multiplicité car
A € #,(R)) et donc le déterminant étant le produit des valeurs propres,

det A = a™BPAP = o™ |B|* > 0.

RMS 2025 885 Mines Ponts P Sl . ... .. o énoncé p. 36
Soit A € M,,(R) telle que la suite (A*)cn converge vers une matrice B.

(a) Montrer que B? = B.

(b) On suppose désormais que A est diagonalisable avec p valeurs propres. En considérant une division euclidienne, montrer
que : Yk € N, AF € R,,_4[A].

(c) Décrire B a I'aide des éléments propres de A.
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SOLUTION. —

(a) Par hypothése A¥ ——— B.

k—-+oco

L’application (M, N) € M, (R)? — MN est bilinéaire, définie sur des espaces de dimension finie, donc continue.
Donc A%F = AF x AF —— B2.
k— 400

Or (A?F) est une suite extraite de (A*) donc converge vers la méme limite B. Par unicité de la limite B2 = B.
(b) Soient A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de A, et P = []7_, (X — \;), polyndome annulateur de A.

Pour tout k € N, la division euclidienne de X* par P s’écrit X*¥ = PQj + Ry, avec Ry, € R,_1[X].

Evalué en A, cette égalité devient A¥ = P(A)Qx(A) + Ri(A) = Ry(A), donc A* € R, ;[A].

N.B. R,_1[A] est un sous-espace vectoriel de M,,(R) qui est de dimension finie, donc R,_1[A] est fermé et donc

B e Rp—l [A]
(¢) Soit A € Sp(A4) et X un vecteur propre associé.
Vk e N, A*X = M\ X. Or Ak X ﬁ BX par continuité de application M — M X (linéaire, en dimension finie).
—+00

Sii € [1; n] est tel que la i-éme coordonné z; de X est non nulle (un tel 7 existe car X # 0), alors en particulier la
suite (A\¥z;) converge donc (A¥) aussi, si bien que |\| <1 ou A = 1.

e Si|A| < 1alors \FX ﬁ 0 donc par unicité de la limite BX = 0.
—+00

Ainsi @@ E\(A) C Ker B.
[Al<1

e SiA=1alors \*X P X donc par unicité de la limite BX = X.
—+o00

Donc E;(A) C E1(B) =Im B (on rappelle que B est un projecteur).

Enfin A est diagonalisable donc € FE\(A) et Ej(A) sont supplémentaires, et B est un projecteur donc Ker B et
[Al<1
Im B sont supplémentaires.

Les deux inclusions sont donc des égalités, autrement dit B est le projecteur sur E7(A) et selon €@ Ex(A).
[Al<1

231. RMS 2025 886 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 36

(a) Soit P € C[X] un polynéme non constant. Montrer que, pour tout n € N*, il existe M € M,,(C) telle que P(M) = 0.

(b) Soit @ € R[X] un polynéme de degré 2 . Montrer qu'il existe M € Ms(R) telle que Q(M) = 0.

SOLUTION. —

(a) Soit P € C[X] un polyndme non constant. Le théoréme de d’Alembert-Gauss assure que P posséde une racine .
Pour tout n € N*, on a alors P(A\l,) = P(A\)I, = 0.

(b) Soit @ € R[X] un polynéme de degré 2, que I'on écrit Q = aX?+bX +c = a(X?+ BX +7) avec f = b/a et v = ¢/a.
La matrice M = <O —’Y) vérifie yar = X2+ X + 7. Le théoréme de Cayley-Hamilton assure que xa (M) = 0 =

1 -p
M? + BM + ~yI,. En multipliant par a, on a bien Q(M) = 0.

232. RMS 2025 887 Mines Ponts P Sl ... ..o e énoncé p. 36
Soit C' € M,,(C) une matrice de rang r.

(a) Démontrer le théoréeme du rang pour les endomorphismes de C™.

I,

(b) Montrer qu'il existe P, @ € GL,(R) telles que C = P.J,.Q ou J, = ( 0

o O
N———
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(c) Soient A, B € M, (C) telles que AC = CB. Montrer que A et B possedent r valeurs propres communes en tenant
compte des multiplicités.

(d) Que peut-on dire dans c) quand r =n?

SOLUTION. —

(a) Soit u un endomorphisme de C". Soit G un supplémentaire de Keru et v : z € G — u(x).
v est linéaire en tant que restriction de u, injective car Kerv = Keru N G = {0}, a valeur dans Im u.

Enfin v est surjective, en effet tout vecteur y € Imu s’écrit y = u(z), avec € C* = G @ Ker u. Mais alors x s'écrit
x=a+baveca € G et be Keru, de sorte que y = u(a) + u(b) = v(a).

Ainsi v est un isomorphisme de G sur Im u donc rgu = dim G = n — dim Ker u.
(b) Soit u ’endomorphisme canoniquement associé & C, de rang r. Soit (eq,...,e,) une base d’'un supplémentaire de
Keru, (e441,...,6e,) une base de Keru. B = (ey,...,e,) est donc une base de C".

D’apres argument de la question précédente, (u(ey),. .., u(e,)) est une base de Im u, que 'on compléte en une base
C = (uler),...,uler), fra1,- -, fn) de C™.

Alors Mate g(u) = < Ig 8 ) = J, par construction.

Enfin si Can désigne la base canonique, on a C' = Matcogn(u) = PogncMatep(u)Pp,can = PJrQ ou P =
Pcan,c,Q = PB,can sont deux matrices inversibles.
(c) Soient A, B € M,,(C) telles que AC = CB soit APJ,Q = PJ,QB, ce qui s’écrit aussi P~1APJ, = J,QBQ™!.
. _ Ur W _ Uz Vo

I __ 1 _ I __ 1 _
Soit A’ = P~1AP = <W1 Z1> et B =QBQ ! = <W2 Zg)'
L’égalité A'J, = J,.B’ devient (gfl 8) = <U02 ‘62> En particulier, Uy = U, =U, V1, =0 et W5 = 0.

1

U 0 U V.
Donc A’ = (W1 Zl)’ de sorte que x4 = xa = xuxz,- Et B’ = (0 ZZ) donc xp = XB' = XUXZ,-

Les r racines de xy (comptées avec multiplicités) sont donc des racines communes de x4 et xp donc des valeurs
propres communes de A et B.

(d) Sir = n alors C est inversible donc A = CBC~! est semblable & B donc a méme polyndme caractéristique donc
méme spectre. . .(Dans le raisonnement précédent, Jr = I,, donc A’ = B’).
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Soit A € M,,(K). Soit fa € L (M, (K)) définie par VM € M,,(K), fa(M) = AM.
(a) Pour P € K[X], déterminer P(fa).
(b) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si f4 est diagonalisable.
(c) Trouver le lien entre x4 et x¢,.
(d) Donner le lien entre les éléments propres de A et ceux de f4. Retrouver le résultat de la question b ).
SOLUTION. — RMS 2022 685 Mines-Ponts PSI, RMS 2017 800 Mines Ponts PC

(a) On constate d’abord que f est linéaire en A (i.e. faayup = Afa + pfp) puis, par récurrence sur k € N, que
far = (fa)¥. On en déduit alors que, pour tout polynéome P € C[X], on a P(fa) = fp(a).-

(b) On constate que fa = Op(s, (c)) si, et seulement si, A = 0,, (appliquer f4 & I,,). Alors, d’apres le résultat de la
question précédente, P € C[X] est un polynéme annulateur de A si, et seulement si, ¢’est un polynéme annulateur
de fa. Or on sait qu'un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, il admet un polynéme annulateur
scindé a racines simples. Le résultat s’en déduit.
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Cq

(c) Soit o : M = (C1 ...,Cp) € Mu(K) = | | € Mp21(K).
Cy
AChH
¢ est clairement un isomorphisme et VM = (C1 ..., Cp) € M, (K),onagofa(M) = =diag (A4,..., A) o(M).
AC,
Donc o fa0p~! a pour matrice diag (4, ..., A) dans la base canonique. Le polynéme caractéristique de fa est le
méme que celui de g o f4 09~ soit xr, = (xa)™
En prticulier A et f4 ont donc méme spectre.
(d) De plus, en découpant une matrice M en colonnes on voit que Iapplication
A: M= (Cl Cn) € Ex(fa)— (C1,...,Cy) € Ex(A)™
est un isomorphisme.
On peut donc en déduire que :
VA € Sp(A), dimE)\(fA) = ndim E,\(A)
Si les valeurs propres deux a deux distinctes communes & A et & ® sont notées Ay, ..., A, onadonc »_ dim E),(P) =

i=1

n ZT: dim Ejy, (A) et

i=1

® est diagonalisable < Z dim E, (®) = n? <= Z dim F,(A) =n <= A est diagonalisable.

i=1 i=1
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Soit E' I'ensemble des suites a valeurs complexes N-périodiques.

(a) Montrer que Ey est un espace vectoriel de dimension finie et en déterminer sa dimension.
Soit T : Ey — En définie par Vu € En, (T(u))n = tUn1.

(b) Montrer que T' est un endomorphisme de E.
(c) Déterminer les éléments propres de T de deux facons différentes, en revenant a la définition et matriciellement.

(d) L'endomorphisme T est-il diagonalisable ?

SOLUTION. —

(a) Ex est clairement un sous-espace vectoriel de CN.

Soit ¢ : u € En — (ug,u1,...,un—_1) € CN.
¢ est linéaire, bijective. En effet pour tout (xg,...,z,-1) € C¥, les conditions Vi € [0; N —1], u; = =; et
Vn € N, up4n = u, définissent par récurrence I'unique suite v € Ey qui vérifie p(u) = (g, ..., Tp-1)-

Ainsi Ey est isomorphe & CV donc de dimension N.

(b) T est clairement linéaire, a valeur dans Ex en effet si u € Ey alors Vn € N, upi14n8 = tpaq soit (T(w))pen =
(T'(u))n-
(¢) Soit A € C une valeur propre de T et u un vecteur propre associé.

Alors Vn € N, (T(u))n, = Ay, SOt Upt1 = Auy,. u est donc géométrique de raison A donc de la forme (ugA™)nen
avec ug # 0 puisque u est non nulle.

u est N-périodique donc Vn € N, ug\"*N = ugA", ce qui équivaut & AN = 1 (condition nécessaire en prenant le cas
n = 0, clairement suffisante).

Ainsi Sp(T) € Uy. Réciproquement, pour A € Uy, toute suite u € En est vecteur propre associé si et seulement si
elle est géométrique de raison A, donc A € Sp(T') et E\(T) = Vect (A\")pen).
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Matriciellement, soit eg,...,en—_1 les éléments de En images réciproques par ¢ des éléments de la base canonique
de CV, qui donc forme une base de Ey.

0 1 0 0
On a alors T'(eg) = en—1,T(e1) = €o,...,T(en—1) = eny—2 donc Mat(e,, . e (T) =M = | : 0

0 1

1 0 0
Un calcul sans pi¢ge donne alors yr = XV — 1 donc Sp(T) = Uy.
Et pour tout A € Uy, ona Ex(M) = Vect (1 X ... )\N_l)T donc E\(T) = Vect Zg;ol ey, or Zg;ol Neey est
par construction I'unique suite u € Ey telle que (uo, ..., unx_1) = (1, A,..., AN71) c’est-a-dire la suite (A\"),en.

(d) T admet N valeurs propres distinctes, or Fn est de dimension N, donc 7' est diagonalisable.

235. RMS 2025 890 Mines Ponts P Sl . ... ... énoncé p. 37
3
Soit E = R3[X]. pour P,Q € E, on note ®(P,Q) = Y (P(k) + P(1))(Q(k) + Q(1)).
k=0
Pour tout i € [0,3], on note L;(t) = [] =%
0<k<3
k#i

(a) Calculer L;(j) pour tous ¢,j € [0,3]. En déduire que ( Lo, L1, Lo, L3 ) est une base de E.
(b) Montrer que ® est un produit scalaire sur E.

(c) Trouver une base orthonormée de E.

SOLUTION. —

(a) Soit i # 5 € [0; 3]. Li(j) = [Togkss Z:: = O (I'un des termes du produit est nul), et L; () = [Jo<k<s z:’lz =1 (tous
ki ki
les termes du produit valent 1). Autrement dit L;(j) = J; ;.

Soient ayg, ..., a3 tels que Z?:o o;L; = 0. Evalué en j € [0; 3], il vient Z?:o a;0; ; = 0 = o;. Donc la famille
(Lo, L1, Lo, L3) est libre et de cardinal 4 donc est une base de E.
(b) ® est clairement bilinéaire, symétrique et positive.

Soit enfin P € E tel que ®(P,P) =0 = ZiZO(P(k) + P(1))%. Une somme de réels positifs est nul si et seulement
si tous sont nuls donc Vk € [0; 3], (P(k) + P(1))*> = 0= P(k) + P(1).

En particulier 2P(1) = 0 donc P(1) = 0 et donc Yk € [0; 3], P(k) = 0. P admet donc 4 racines distinctes et
deg(P) < 3 donc P est le polynéme nul.

Ceci acheve de prouver que ® est un produit scalaire sur E.
(¢) (Lo, Lo, L3) est orthonormée, en effet pour ¢,j € {0,2,3} on a ®(L;, L;) = Zz:o(Li(k) + L;(1))(L; (k) + L;(1)) =
3 3
Zk:o Li(k)Lj (k) = Ek:o 5i,k5',k = (51‘,3‘-
11 suffit donc pour conclure d’orthonormaliser (Lg, Lo, L3, L1) en (Lo, Lo, L3, Py ), avec

Ly — ®(L1, Lo) Lo — ®(L1, La) Lo — ®(L1, L) Ls
| L1 — ®(Ly1, Lo)Lo — ®(Ly, La) Ly — ®(L1, L3) L3||

P =

Or ®(Ly,Lo) = ®(Ly,Ly) = ®(Ly,L3) =1, et ||[Ly — Lo— Lo — L3||* = ®(Ly — Lo — Ly — L3, L1 — Lo — Ly — L3) =

(—1)* +2° + (=1)* + (=1)> =7, donc P, = fa=fe fa=ta,

236. RMS 2025 891 Mines Ponts P Sl . ... ... énoncé p. 37
Soient £ = R4[X], F' le sous-espace vectoriel de E formé des polyndmes pairs, G le sous-espace vectoriel de E formé des

polyndmes impairs. Pour P,Q € E, on note ®(P, Q) = i (P(k) + (—1)FP(=k)) (Q(k) + (1) Q(—k)).
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(a) Montrer que ® est un produit scalaire sur E.
i
(b) Montrer que E=F & G.
i
(c) Déterminer une base orthonormée de F adaptée a E=F & G.

SOLUTION. —
Notons que F' = Vect(1, X2, X*) et G = Vect(X, X?) sont bien siir supplémentaires dans E.
(a) @ est clairement bilinéaire, symétrique et positive.

Soit enfin P € E tel que ®(P,P) =0 = Zi:O(P(k) + (- ) P(—k))?. Une somme de réels positifs est nulle si et
seulement si tous sont nuls donc Vk € [0; 4], (P(k) + (=1)*P(—k))? = 0 = P(k) + (=1)*P(—k).
On peut écrire P = A+ B avec A pair et B impair (uniques).
Alors 2P(0) = 2A(0) = 0, P(2) + P(—2) = 2A(2) =0 et P(4) + P(—4) = 2A(4) = 0. A est pair donc on a aussi
A(—2)=0= A(—4).
Ainsi A, de degré au plus 4, posséde 5 racines distinctes —4, —2,0,2 et 4 donc A est le polynéme nul.
Et P(1)—P(—-1) =2B(1) =0, P(3)— P(—3) = 2B(3) = 0. B est impair donc on a aussi B(—1) = B(—3) = 0. Ainsi
B, de degré au plus 3, possede 4 racines distinctes —3, —1, 1 et 3 donc B est le polynéme nul. Et donc P = A+ B = 0.

Ceci acheve de prouver que ® est un produit scalaire.

(b) On a déja E = F @ G, reste a prouver que F L G.
Soit donc A € F, B € G. ®(A,B) = Yp_, (A(k) + (~1)*A(=k)) (B(k) + (=1)*B(~k)).
Or pour tout entier k pair, B(k)+(—1)"B(—k) = B(k)+B(—k) = 0 donc (A(k) + (—1)*A(=k)) (B(k) + (-1)*B(-k))
0.
Et pour tout k impair, A(k)+(—1)*A(—k) = A(k)—A(—k) = 0 donc (A(k) + (-1)*A(—k)) (B(k) + (-1)*B(—k)) =
0.

Ainsi ®(A, B) = 0 en tant que somme de termes tous nuls, ce qui prouve que F 1 G.

(c¢) Il suffit de trouver une base orthonormée de F' et une de G et de les concaténer pour conclure.
Or pour P,Q € F, on a ®(P,Q) = 4P(0)Q(0) + 4P(2)Q(2) + 4P(4)Q(4).
Pour qu'une famille (P, P2, P3) d’éléments de F' soit orthonormée (donc une base orthonormée de F), il suffit
de réaliser les conditions P;(0) = 1/2, P1(2) = Pi(4) = 0, P2(2) = 1/2, P»(0) = Py(4) = 0 et P5(4) = 1/2,
P;(0) = P5(2) =0.

A~ 1 (X%—-4)(X?-16) 1 X?%(X?%-16) 1 X3(X%—g)
Les polynoémes P, = R e Yo T P, = 2 A(i=T6) et P3 = 2 T6(i6-1)

Et pour P,Q € G, on a ®(P,Q) = 4P(1)Q(1) + 4P(3)Q(3). On cherche de méme Py, Ps € G tels que Py(1) = 1/2,
Py(3) =0, Ps(1) =0 et P5(3) = 1/2, et on aura alors une base orthonormée (P4, P5) de G.

1X(X*-9) 1X(X*-1)
27 (1-9) 2 3(9-1)

conviennent.

conviennent.

etP5=

Lees polynoémes P, =

1
La famille (P, Py, P5, Py, Ps) obtenue est bien une base orthonormée de E adaptée a la décomposition E = F @ G.

RMS 2025 892 Mines Ponts P Sl . ... .. énoncé p. 38
Soit E un espace euclidien de dimension 3. On considéere une isométrie indirecte f. Montrer que f se décompose en une rotation
d’axe A et une réflexion de plan AL. Cette décomposition est-elle unique ? La rotation et la réflexion commutent-elles ?

SOLUTION. — On suppose f # —
—f est une isométrie directe de E, et —f # id donc —f est une rotation d’axe A, orienté par un vecteur u unitaire et
d’angle 6 # 0 [27].
1 0 0
Dans une base orthonormée directe B de premier vecteur u, —f a donc pour matrice [ 0 cosf —siné |, et donc f
0 sinf cos#d
pour matrice

-1 0 0 1 0 0 -1 0 O -1 0 O 1 0 0
0 cost —sin@® | =10 cos@® —sin® 0 1 0l=(0 10 0 cosf —sin®’
0 sin® cost 0 sin®  cost’ 0 0 1 0 0 1 0 sin®  cos@’



en notant 0" = 0 + .
Autrement dit f s’écrit comme la composée commutative de la rotation d’axe A dirigé par u et d’angle 6’ (non congru &
7 modulo 27) avec la réflexion par rapport 4 A+,

Unicité : Si f = r o d avec r une rotation d’axe A dirigé par u et d’angle 6’ (non congru & m modulo 27) et § la réflexion
par rapport & Al alors on a dans une base orthonormée directe B de premier vecteur u la matrice précélente pour f.

Et donc A = Vect(u) est le sous-espace propre de f associé a la valeur propre —1, ce qui caractérise A et donc §. Et
r = f od est alors uniquement déterminée.

N.B. Si f = —id, n’importe quelle droite vectorielle A convient, en prenant r le 1/2-tour d’axe A et § la réflexion par
rapport & A+ on a bien f = —id=rod=4dor.
238. RMS 2025 893 Mines Ponts P Sl .. ... ... énoncé p. 38

On munit M,,(R) de sa structure euclidienne canonique.
Soit F = {M € M, (R),tr(M) = 0}.

(a) Montrer que F' est un espace vectoriel et donner sa dimension.

(b) Pour A € M,,(R), donner d(A, F) en fonction notamment de tr(A).

SOLUTION. —

(a) F = Ker(tr) et la trace est une forme linéaire non nulle : dim F' = n? — 1.

(b) YM € M, (R),tr M = (M, I,,) donc F = Vect(I,,)* et donc F+ = Vect(I,).

d(A, F) = |lprs(A)| = HIl"H (A, 1) = ﬁtr(A).

239. RMS 2025 894 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 38
Soit (E, {,)) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de F.

(a) Montrer que F' C (FL)L.

1
(b) On munit E = R[X] du produit scalaire donné par : (P,Q) = / P()Q(t)dt. Soit FF = {P € E,P(1) = P'(1) = 0}.
0
Déterminer F- et (FL)L.
i

(c) Pour E préhilbertien, donner une condition suffisante sur F' pour que F = (F*)

SOLUTION. —
i
(a) Soit x € F. Par définition de F~, on a Vy € F*, (z,y) =0 donc z € (F*)™.

(b) Soit Q € F+. Pour tout P € R[X], on a (X —1)2P € F donc {(X —1)2P,Q) =0 = fol(t —1)2P(H)Q(t) dt.
C’est en particulier le cas pour P = @ donc fol(t —1)2Q(t)?dt = 0. La fonction ¢t — (t — 1)2Q(t)? est continue,
positive et d’intégrale nulle donc identiquement nulle. En particulier V¢ € ]0;1], Q(t) = 0.
Q admet une infinité de racine de est le polynéme nul. Ainsi £+ C {0} et donc F* = {0}. On en déduit que
(FH)' = E.

(¢) Une condition suffisante est par exemple "F est de dimension finie".
En effet si tel est le cas F' posséde une base orthonormée (e, ..., eq) et le théoréme de projection orthogonale assure

i
que F @ F+ = E. F+ admet donc un supplémentaire orthogonal, qui vaut F, et donc F = (F L)L.

240. RMS 2025 895 Mines Ponts P S .. ... . énoncé p. 38
Soit (E, (,)) un espace euclidien. Pour z1,...,z, dans E, on note G(x1,...,x,) la matrice de coefficient G; ; = (z;, x;).
(a) Montrer que : G est inversible si et seulement si (x1,...,x,) est libre.

(b) Montrer que rg(G) = rg(x1, ..., zp).
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SOLUTION. — RMS 2014 734 Mines Ponts PC
Notons A € #,(R) la matrice constituée par le n-uplet des vecteurs (z1,...,zy) relativement a la base canonique de
(E,(, )). Alors, on a

(4, xj>)1<z’,j§n =ATA
Il s’agit alors de prouver que rg(A4) = rg(AT A). Grace au théoréme du rang, il suffit de prouver que Ker(A4) = Ker(A' A)
pour avoir le résultat. Il est clair que Ker(A) C Ker(AT A).
Soit X € Ker(ATA). On a alors ATAX = 0 dou X"TATAX = 0. Or XTATAX = (AX, AX) = |AX||?>. D’ou, par
séparation de la norme euclidienne, on a AX = 0, d'ot X € Ker(4), et enfin Ker(AT A) C Ker(A).
Le résultat s’en déduit.

RMS 2025 896 Mines Ponts P Sl .. ... énoncé p. 38
Soit (E, (,)) un espace euclidien et F' une partie fermée, non vide et convexe de E. Pour € E on pose d(z) = ;nlfm |z = fl|
€

et I(z) ={f € F\ |z — f|| = d(z, F')}.
(a) Caractériser I'ensemble des x tels que d(x) = 0.
(

b) Montrer que d est 1 -lipschitzienne. En déduire que I'(x) est non vide.

)
)
(c) En utilisant une identité relative a la norme, montrer que : V(f, f') € T'(x)%, f # f' = ||3(f + [) — xH2 < d(z)?
(d) Montrer que T'(z) est réduit a un seul élément, que I'on notera p(z).

)

(e) Montrer que p(z) est caractérisé par : Vy € F, (z — p(z),y — p(z)) < 0.

SOLUTION. —

(a) Si x € F alors bien siir d(z) = 0. Réciproquement si d(x) = 0, alors par définition de la borne inférieure il existe
une suite (f,,) & valeur dans F telle que ||z — fy|| e 0, autrement dit telle que f, e Comme F est
n—-+0oo n—-+0o0

fermé, on en déduit que z € F.

(b) Soit z,y € Eet f € F. On ad(z) < ||z — f|| < |lz — yl| + ||ly — f|| par inégalité triangulaire, et donc ||y — f|| >
d(x) — ||x — y||. Ceci pour tout f € F donc en passant & la borne inférieure, d(y) > d(x) — ||z — y||. Autrement dit
d(x) = d(y) <[l —yll.

De la méme facon, on a d(y) — d(z) < ||y — z| = ||z — y||, et donc |d(x) — d(y)| < ||z — y||, ce qui prouve que d est
1-lipschitzienne.

On montre de méme que u : f +— ||z — f|| est 1-lipschitzienne, donc continue. Et pour tout f € E, on a u(f) >

I/l = llz|l, ce qui assure par comparaison que u(f) ———
[l fll—=+o0

On fixe fo € F. Il existe A > 0 tel que Vf € E, || f]| > A= u(f) > f(fo) par définition de la limite.
Mais alors F'N B(0, A) esrt fermé borné (non vide car contenant fp), le théoréme des bornes atteintes assure que u

admet un minimum m sur F' N B(0, A). Par construction pour f € F'\ B(0,A) on a u(f) > u(fo) = m donc m est
le minimum de u sur F' tout entier.

Autrement dit infjep || — f]| est un minimum, c¢’est-a-dire qu’il existe un élément dans I'(z).

(¢) Supposons trouvés f # f' € I'(x).

2 .
Alors ||5(f + f') —a||” = lI5(f —2) + 5(f' = 2)|I> = 2l5(f = 2)I> + 2I5(/ = 2)I> = [I5(f —2) = 3(f — 2)||* via
I’identité du parallélogramme.
2

Et donc [|5(f + f') — z||” = 3d(2)? + 3d(x)? — 3| f = FII° = d(«)® — 1]If = F'II* < d(2)*.

(d) 1l vient alors [|3(f + f') — @ < d(z), c’est absurde puisque 3(f + f’) € F par convexité de F. Donc I'(z) ne peut
contenir deux éléments distincts, or il est non vide, donc il est réduit & un seul élément p(x).

(e) Soit y € F. Pour tout t € [0;1], (1 —t)p(x) + ty € F par convexité de F.
Donc la fonction h:t € [0;1] — [|(1 —t)p(z) + ty — x||? est bien définie, et admet un minimum en 0 par définition
de p(x).
Or h:tws ||p(z)—z|*+2t{p(x) —z,y—p(x)) +t?|ly—p(z)||? est dérivable en 0, donc f/(0) = 2(p(x) —z,y—p(z)) = 0.
Et donc (z —p(z),y — p(z)) < 0.
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242.

243.

244.

Inversement, soit z € F tel que Vy € F, (x — z,y — z) < 0.

En particulier pour y = p(x) on obtient (z — z,p(z) — z) <0 (1)

Comme (z—z,p(z)—2) = (x—p(z), p(z) — 2) + {p(x) — 2, p(x) — 2) = (x—p(z), p(x) — 2) +||p(x) — 2||?, nécessairement
(z —p(z),p(x) — 2) <O.

Or on sait que Yy € F, (x—p(x),y
et done {z — p(x), p(x) — 2) = 0 (

0(2)
(1) moins (2) donne (p(z) — 2z,p(x) — 2) < 0 soit ||p(z) — 2||?> <0, et donc z = p(z) par séparation de la norme.

p(x)) < 0, donc en particulier (x —p(x), z—p(x)) < 0soit (x—p(z),p(x)—2) >0,

RMS 2025 897 Mines Ponts P Sl ... ... o énoncé p. 38
On munit R3 de sa structure euclidienne canonique. Soit « I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est
2 2 -1
% -1 2 2 . Déterminer sa nature et ses valeurs propres.
2 -1 2
1
SOLUTION. — Rotation d’axe dirigé par | 1 | d’angle —%. 1 est 'unique valeur propre de w.
1
RMS 2025 898 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 38
(a) Que peut-on dire du spectre d'une matrice orthogonale?
-2 6 -3
(b) Que peut-on dire de la matrice A = 1 6 3 2 ? Que décrit-elle ?
-3 2 6
SOLUTION. —
(a) Il est inclus dans {—1,1}.
(b) A est orthogonale, indirecte, symétrique. C’est donc une matrice de réflexion, par rapport au plan F_;(A) d’équation
3x—2y+2=0.
RMS 2025 899 Mines Ponts P Sl .. ... énoncé p. 39

Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien.

(a) Montrer que u = p — q est diagonalisable et que Sp(u) C [—1,1].

(b) Déterminer Ker(u + id) et Ker(u — id).
SOLUTION. — RMS 2016 761 Centrale PSI, RMS 2017 696 Mines Ponts PSI, RMS 2018 806 Mines Ponts PSI, RMS 2019
732 Mines Ponts PSI en remplacant p — g par p + g

(a) Les projecteurs p et ¢ sont autoadjoints donc u également, car .(F) est un sous-espace vectoriel de .Z(FE). Le
théoréme spectral assure que u est diagonalisable.
Soit A € Sp(u) et x un vecteur propre associé. Alors

Mzl = (u(@), 2) = (p(e), 2) — (g(@), 2) = [p@)]* - lla()|

donc

y = @I la@)]”

]2 ]2

En effet, comme p et ¢ sont des projecteurs orthogonaux, on a l'inégalité de Bessel ||p(x)|| < ||z| et |lg(z)] < ||z

€ [-1,1].
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(b)

u+id = p + (id —q) avec id —q projecteur orthogonal de sep inversés de ceux de ¢g. On va démontrer que
Ker(u +id) = Kerp N Ker(id —¢) = KerpNImg

L’inclusion Ker pnKer(id —¢) C Ker(u+id) est claire. Réciproquement si 2 € Ker(u+id), alors 0 = ((u+id)(z), z) =
lp(@)||* + ||(id —¢)(z)]|? donc p(z) = (id —q)(x) = 0, ce qui prouve que x € Kerp N Ker(id —q).
D’autre part, —(u — id) = —u 4 id = ¢ + (id —p) donc, d’apres ce qui précede,

Ker(u —id) = Ker(—(u —id)) = Ker g N Ker(id — p) = KergNImp

245. RMS 2025 900 Mines Ponts P Sl . ... .. . énoncé p. 39
Soient (E, (,)) un espace euclidien, « un réel et a un vecteur de E unitaire.
On définit fo : z — = + a(z, a)a.

(a)
(b)
()
(d)
()

Montrer que f, est un endomorphisme de F.

Soient «, B dans R. Calculer f, o fg. Pour quels «, f, est-il bijectif 7
Trouver les valeurs et les vecteurs propres de f,,.

Pour quels a, f,, est-il une isométrie vectorielle ?

Pour quels «, f, est-il auto-adjoint?

SOLUTION. — RMS 2015 882 Centrale PC, RMS 2017 1095 Centrale PC, RMS 2019 835 Mines Ponts PC

On suppose que n = dim E > 2 dans tout l'exercice (si n = 1, Pendomorphisme f,, s’identifie & x — (1+«)z via I'isométrie
entre Fet R consistant & envoyer a sur 1, et les réponses sont immédiates : « # —1 pour la premiére question, tout vecteur
non nul est propre pour la valeur propre 1 + « pour la deuxiéme, & = —2 pour la troisiéme, et enfin tout endomorphisme
est symétrique pour la derniére).

(a)
(b)

Trivial
Soit z € E. Alors

fao fa(x) = fa(zx) + afa, fg(x))a =z + Bla,z)a + ala, z + B{a,x)a)a = = + S{a, z)a + a(a, x)a + af(a, x){a, a)a
=z + Bla,z)a+ ala, x)a + afla,x)a = x + (a+ S+ af){a, x)a.
On en déduit que
fa o s = fotp+ap-
Si a« = —1, on reconnait dans 'expression de f_1 que f_; est le projecteur orthogonal sur I’hyperplan orthogonal
a a, qui n’est pas bijectif (de noyau Vect(a)).
Sinon, le calcul ci-dessus montre que f, © f_o/(14q) = idg, donc que f, admet un inverse a droite, donc un inverse
(car E est de dimension finie, puisqu’il est euclidien).
Sia =0, alors f, = fo = idg. Les réponses sont claires : Sp(fo) = {1} et E1(fo) = FE
Sinon, on pose H = at, et on constate que fa(r) =2 <= z € H, donc que 1 est valeur propre de multiplicité au
moins n — 1 et que E1(f,) = H. De plus, f,(a) = (1 4+ a)a. Comme a ¢ H, on en déduit que
Sp(fo) ={L,1+a}, Ei(fa)=H= at Erya(fa) = Vect(a).

Soient x et y deux vecteurs de E. Alors

(fa(2), fa(y)) = (@ + afa, 2)a,y + afa,y)a) = (z,y) + 20(a, 2)(a,y) + o*(a, 2)(a, y)||a]®
= (z,y) + a2+ a){a, z)(a,y).
Soit u € Z(E). On sait que u € O(E) <= VY(z,y) € E?, (u(z),u(y)) = (z,y) (c’est une des définitions possibles).
( 0

On en déduit que f, € O(E) <= V(x,y) € E?, a2+ a)(a,z){(a,y) = 0. En appliquant cette condition avec
T =y = a, on obtient la condition nécessaire

ala+2) =0,
et il est clair que cette condition est aussi suffisante. On conclut que f, est un automorphisme orthogonal de E si
et seulement si a = 0 (auquel cas, f, = fo =idg) ou @ = —2 (et on reconnait dans f_o la réflexion orthogonale par

rapport & I’hyperplan at).
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246.

247.

248.

(e) L’endomorphisme p,: € E +— (a,z)a est le projecteur orthogonal sur la droite Vect(a) : le cours affirme que c’est
un endomorphisme symétrique. Alors f, = idg +ap, est une combinaison linéaire d’endomorphismes symétriques :
c’est donc un endomorphisme symétrique, toujours d’apres le cours, et ceci quelle que soit la valeur de «.

RMS 2025 901 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 39
Soient E un espace euclidien et u € L(E). Montrer qu'il existe une base orthonormée (eq,...,e,) telle que la famille
(u(ey),...,u(en)) soit orthogonale.

SOLUTION. — Je n’ai pas cherché les occurrences passées de cet exercice, dont il serait surprenant qu’elles n’existent pas...
ccC

Notons A la matrice de u dans une base orthonormée. On reformule le probléme de la fagon suivante : il faut prouver
l'existence d’une matrice orthogonale P € O,(R) telle que la matrice B := PT AP est telle que le produit B' B est
diagonal. En effet, P correspond a la matrice de passage de la base orthonormée initiale a la base orthonormée B =
(e1,...,en) recherchée, B est la matrice de u dans B et la condition d’orthogonalité de la famille (u(ey),...,u(e,)) se
résume en disant que les colonnes de B sont orthogonales deux a deux. Or le produit scalaire de deux colonnes B; et
Bj de B est exactement B, Bj, donc le terme général de B' B : I'orthogonalité de u(B) équivaut donc la diagonalité de
B'B.

Une fois cette reformulation établie, c’est classique : il suffit de constater que AT A est symétrique, donc est orthodiago-
nalisable d’aprés le théoréme spectral. Soit P € O, (R) telle que D := PT AT AP est diagonale. On vérifie alors que cette

matrice P répond & la question, en constatant que B' B = (PTAP)T (PTAP) =PTATAP =D.
RMS 2025 902 Mines Ponts P SI .. ... .. e énoncé p. 39
Déterminer |'ensemble des matrices M € M,,(R) telles que MTMM* = I,,.

SoLuTioN. — RMS 2011 1079 CCP PSI, RMS 2013 648 Mines Ponts PC, RMS 2014 1225 CCP PSI, RMS 2016 919
ENSEA PSI, RMS 2018 1327 CCP PSI, RMS 2019 733 Mines Ponts PSI, RMS 2020 827 Mines Ponts PC

La relation MM "M = I,, entraine (en transposant) que M ' MM " = I,,. Or, en multipliant I'hypotheése de départ par
MT & gauche, on obtient MT MM ™M = MT, donc I, M = M = MT, c’est-a-dire que M est symétrique réelle, donc
diagonalisable sur R.

Comme MMM = M? = I, le polynéme X? — 1 est annulateur de M, donc sa seule valeur propre réelle vaut 1. La
matrice M est donc semblable & I,,, donc égale a I, :

RMS 2025 903 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 39
Soit A € GL,(R) telle que A% + AT = 1,,.

(a) Montrer que A* —2A2% + A = 0.
(b) Montrer que 1 n'est pas valeur propre de A.

(¢) Montrer que A est diagonalisable dans M,,(R) et déterminer I'expression des A possibles.

SOLUTION. — Voir RMS 2023 806 Mines-Ponts PC

a) La relation peut se réécrire =1, — . Par conséquent,
La rel 6é A2 =1 AT. P g
A= (L= A7) =L+ (A% =247 =L, 4 (I, —AT) =247 =2(I, —AT) — A= A% — A,

Le polynéme @ = X* — 2X? + X est donc annulateur de A.
Comme A € GL,(R), on obtient que X3 —2X +1 = (X —1)(X2 — X — 1) est également annulateur de A.

(b) Soit X tel que AX = X alors (A2 — I,,)X = (12— 1)X = 0 donc AT X = 0. Mais comme A est inversible, AT l'est
aussi et donc X =0 : 1 n’est donc pas valeur propre de A.
(c) On obtient donc que X? — X — 1 est annulateur de A et ce polyndéme est scindé sur R & racines simples donc A est
. . 1+V5
diagonalisable et Sp(A) C {T}
On déduit de plus que A2 —1,, = Adonc AT = A et A est symétrique : elle est donc orthogonalement diagonalisable :

A =PDPT ou P est orthogonale et D diagonale de diagonale constituée de 1+V5

2
Réciproquement, ces matrices ainsi décrites conviennent bien.
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249. RMS 2025 904 Mines Ponts P Sl . ... ... énoncé p. 39
1 1
On munit R,,[X] du produit scalaire (P, Q) = / PQ. On pose pour tout P € R, [X] (u(P))(x) = / (x+¢)"P(t)dt
0 0

(a) Montrer que u est un endomorphisme auto-adjoint de R, [X]. Qu'en déduit-on?

(b) Montrer que u est un isomorphisme.
Soit (P, ..., P,) une base orthonormée de vecteurs propres de u associés aux valeurs propres Ao, ..., \,.

n
(c) Montrer que, pour tout (z,y) € R (z +y)" = > A\ Pr(x) Pe(y).
k=0

(d) En déduire que tr(u) = 2.
SOLUTION. —

(a) u est clairement linéaire, & valeur dans R,,[X]. En effet si P = """, ; X, alors pour tout z € R, on a

1 n n o n . B n n o n 1 . B n n . n @
:/0 kz_o(k>x ktk;ait dt_;<k>x k;ai/o e dt—];)(k)x k;m

Et donc u(P) = Zk 0( )Zz 0k+1+1Xn ke R, [X].
De plus pour Q = Zj:() B; X7, on a alors

n\ — o; " nﬁ.inn” a; n B

Le changement d’indice £ = n—k donne (u(P), Q) = >"7_, (,",) Yimo m=iiveT > i=0 €+Bjj}1 soit comme (")
(u(P), Q) = (P,u(Q))-

Ainsi u est auto-adjoint, donc orthogonalement diagonalisable d’apres le théoréme spectral.

(2):

N.B. On peut aussi utiliser le théoréme de Fubbini (hors programmme mais démontrable sur le carré avec les outils
du programme) pour écrire

(w(P),Q) = Jy (Jo e+ 0" P()dt) Q) dz = [y (3w + )" P)Q(x) dt ) da
= Jo (Jo e+ 0" P()Q) dz) dt = [ (J (o + 1" Qx) dx) P(t)dt
= (Pu(Q)
Soit P = Y7 ;X" un élément de Keru. On a donc u( =Y () Z? 0 i X" ¥ = 0. Les coefficients du
polynéme nul sont nuls donc Vk € [0; 0], () Yoitg 57 = 0= im0 7t
Autrement dit Vk € [0; n], >0 o fol thtidt =0 = fo thP(t)dt = (X*, P).

Donc P € R,[X]+ = {0}.

On a montré que u est injectif, donc comme R,,[X] est de dimension finie, que u est un automorphisme.

Soit y € R. Le polynéme P = (X + y)™ s’écrit dans la base orthonormée (P, ..., P,) :

P= ZPPkPku/ (t 4 y)"Pi(t dthfZ (Pe)(y) P

k=0
Comme u(Py) = APy, il vient P = Y o Mg Pr(y) Py soit, évalué en z € R, I'égalité (z+y)" = > _o AePr(2) Pe(y).
En particulier pour y = z, il vient Vz € R, (22)" = >_p_, A\ Pi(2)?

2’ﬂ
p— /293 dszAk/ dfoAkHPkHQ

Les polynomes Py, étant unitaires, n—ﬂ =3 oAk = tr(u).

En intégrant de 0 & 1,
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250. RMS 2025 905 Mines Ponts P Sl .. ... . énoncé p. 39
Soit S = (84,j)1<i,j<n € Sn(R). On pose D = diag(s1,1,. .-, Sn,n). On suppose S et D semblables. Montrer que S = D. Ind.
Considérer la trace de S2.

ol

SOLUTION. — S et D étant semblables, S = P~1DP ot P € GL,(R). tr(S?) = tr(D?) = 2.

Sii

=1

D’autre part, tr(S?) = tr(STS) = (S|S) = > s3 = Z s3; + > s3;. On en déduit que Y s7; = 0 et puisque tous les

1<ij<n i=1 i#j i#j
termes de la somme sont > 0, Vi # j, s;; = 0 ce qui signifie que S est diagonale et donc que S = D.

251. RMS 2025 906 Mines Ponts P SI ... ..o e énoncé p. 39
Soit A € S,,(R). On dit que A € S (R) lorsque, pour toute matrice X € M,, 1(R) non nulle, X7 AX > 0.

(a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que A € ST (R).

B C

; FHRY - A —
(b) Soit A € SF (R).A_(CT O

). Montrer que det(B) > 0, puis montrer que det(A) < det(B) det(D).

SOLUTION. —

(a) Si A € §FT(R) alors Sp(A) C R%. En effet pour tout A € Sp(A) et tout vecteur propre associé X, on a 0 <
XTAX = 2XTX = )| X]|? et donc A > 0.

Réciproquement, supposons Sp(A4) C R* . A est symétrique réelle, le théoreme spectral assure que A est orthogona-
lement diagonalisable.

Soit donc A1 < ... < A, ses valeurs propres, strictement positives, et (X7, ..., X,,) une base orthonormée de vecteurs
propres associés.

Pour tout X € M, 1(R) non nul, on a alors X = >} (X, X;) X et donc AX = >} (X, X;) A\, X}. Enfin
XTAX = (X, AX) = S (X XA = A D (X, X2 = M ]| X)2 > 0.

(b) Soit p la taille de B. B est symétrique, et pour tout X € M, 1(R) nonnul,ona X' BX =Y TAY, oY = ()0() #0,

donc X "BX > 0. Ceci prouve que B € SF+(R).

Donc B est diagonalisable et ses valeurs propres g < ... < p, sont strictement positives, donc det(B) = [T0_; ;i >
0.

B € §F*(R) donc B sécrit B = PAPT avec P orthogonale et A = diag (p1,...,up) diagonale. On peut définir
B~Y2? = Pdiag (1/\/m1, - .-, 1/\/fip) PT, de sorte que B~'2BB~Y2 = [,, et B~'/? est encore symétrique (clair)
définie positive, car de valeurs propres strictement positives.

Deméme D € S (R), donc det D > 0 et il existe D~1/2 symétrique définie positive telle que D~Y/2DD~1/2 = [,,_,.

B~Y2 0 _ T I B~1/2CD~1/?
Notant @ = ( 0 D‘1/2>’ on a donc ) symétrique et Q' AQ = D‘l/QCZZFB_l/Q . . Notons

!
pour simplifier A’ = QT AQ et ¢’ = B~Y/2CD~1/2, de sorte que A’ = ((C{,p)—r IC >
n—p
Par multiplicativité du déterminant, det(Q)? det(A) = det(A’) = 3o py ey en effet det(Q) = det(B~Y/2) det(D~1/?) =
det(B)~1/2det(D)~1/2.

Reste & prouver que det(A’) < 1 pour conclure.

L’opération sur les lignes (de blocs) Ly < Ly — (C')T Ly, licite car équivalente & multiplier & gauche par la

1, 0 , . N I, o N
(T In_p>’ de déterminant 1 donne det(A’) = det (O I, —(C)TC" et donc det(4’) =

det (In—p, — (C")TC).
La matrice I,,_, — (C")TC" est symétrique réelle donc diagonalisable, son déterminant est le produit de ses valeurs
propres, nous allons prouver que ses valeurs propres sont dans |0;1] et donc que det(A’) < 1.

matrice

Pour tout A € Sp(I,—, — (C')TC’) et tout vecteur propre associé¢ Y, on a A|Y|? = Y (I,_, — (C")TC)Y =
Y] = llcy .
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Or A" = QT AQ est symétrique et comme Q est inversible (B~'/2 et D=/2 le sont), on a VX € M., 1(R) non nul,
XTA'X =(QX)TA(QX) > 0 car QX # 0. Autrement dit A’ € S;+(R).

Et pour toute matrice colonne Z non nulle écrit par blocs v
YTY = | X||2+2(X,C'Y) + [Y]? > 0, en particulier —2(X,C"Y) < || X||?> + ||V ||*.

Changeant X en —X, on a aussi 2(X,C'Y) < || X||? + ||Y]|? donc 2 (X, C'Y)| < || X|* + ||Y|*.

En particulier pour X = C’Y on obtient 2||C'Y||? < [|C"Y||? + ||Y||? soit ||C'Y > < ||Y||?. Ceci prouve donc que
0<AY|?=|Y]? - ||IC'Y||? < ||Y||* donc que 0 < X < 1.

. det(A m i
On a bien W(dez(m = det(A’) = det(I,_, — (C")TC") = HAesp(I,L,p—(C')TC') AT < 1 en tant que produit de

termes dans ] 0;1] et donc det(A) < det(B) det(D).

X), onaZTAZ=XTX+XTCY+YT(C)TX+

Analyse

252. RMS 2025 907 Mines Ponts P Sl ... ... . énoncé p. 40
Soient E = CY([0,1],R) et » € E. On note, pour f € E, Ny,(f) = ||f¢]lc-

(a)
(b)

Montrer que N,, est une norme si et seulement si ¢~ *({0}) est d'intérieur vide.

Montrer que N,, et || ||oo sont équivalentes si et seulement si ¢~ ({0}) est vide.

SOLUTION. — Voir RMS 2009 1032 Centrale PC.

(a)

Pour tout (A, f,h) € Rx E x E, on a Ny(Af) = | A¢flloc = A [[@flloc = |AN(f) et No(f + 1) = ||o(f + 1) |l =
lof + @hlloo < |@flloc + [[¢hlloc = Nu(f) + Ny(h). La fonction N, est donc positivement homogene et satisfait
I'inégalité triangulaire.

On montre ensuite que N, est définie positive si et seulement si ’ensemble des zéros de ¢ est d’intérieur vide ce qui
équivaut a : {z € [0,1], ¢(z) # 0} est dense dans [0, 1].

Condition suffisante. Supposons que Z’' = {z € [0, 1], ¢(z) # 0} soit dense dans [0, 1] et que f € E vérifie N,(f) = 0.
Alors p(z)f(z) = 0 pour tout x € [0, 1], donc f(z) = 0 pour tout € Z’ dans un premier temps. dans un second
temps, soit x € [0, 1] tel que p(z) = 0. Comme Z’ est dense dans [0, 1], il existe une suite (z,)nen d’éléments de Z’
qui converge vers x. Comme f est continue, f(x) =lim. f(x,), et comme f(x,) = 0 puisque z,, € Z’, on conclut
que f(z) = 0 aussi. Finalement f est identiquement nulle, ce qui montre que N, est définie positive.

Condition nécessaire. On raisonne par contraposition. Supposons que ¢~*({0}) soi d’intérieur non vide, donc qu’il
existe a et b tels que 0 < a < b < 1 et p(x) = 0 pour tout x € [a,b]. Soit fy la fonction affine par morceaux sur [0, 1]
(donc continue), adaptée & la subdivision (0, a, %2, b, 1), définie par f(0) = f(a) = f(b) = f(1) =0 et f((%L) = 1.
Elle est non identiquement nulle, telle que ¢fy est identiquement nulle, donc telle que N, (fo) = 0, ce qui montre
que N, n’est pas définie positive.

On suppose ici que ¢ satisfait la condition de la question ?? pour que N, soit une norme. On remarque que
No(f) = lleflloo < Bl flloo pour toute f € E, avec 8 = ||¢]/oc > 0. On montre alors que N, est équivalente & || |00
si et seulement si ¢ ne s’annule jamais sur [0,1] (il suffit de tester I'existence d’'un o > 0 tel que af [|oc < Ny).

Condition suffisante. Si ¢ ne s’annule jamais sur [0, 1], il en est de méme de la fonction continue |¢|. Cette derniere
étant définie sur le segment [0, 1], elle admet un minimum « = |p(z)| > 0 pour un certain xg € [0,1]. Alors, pour
tout f € E, on a Vx € [0,1], [p(z)f(x)| = a|f(z)|, donc Ny(f) > a| f|ls, ce qui montre que N, est équivalente
| oo

Condition nécessaire. Si ¢ s’annule en xg sur [0, 1], on considére la fonction affine par morceaux f, sur [0, 1] (donc
continue), adaptée a la subdivision (0, zo — %, g, xo+ %, 1), définie par f,,(0) = frn(zo— %) = fn(:roJr}L) =fa(l)=0
et fn(xo) =1 : il faut supposer que n est suffisamment grand pour que 0 < zp — % et xg + % < 1, et il faut adapter
cette définition aux cas ou xg € {0,1}. Par construction, || fn]lec =1, et

No(fn) = sup fp(@)f(@) < sup o)l

releo—1 zo+3] seleo—+ o+ L]

Comme ¢ est continue avec ¢(z9) = 0, 0n a SUP, [z — L 40411 |P(2)] tend vers zéro quand n tend vers +oo. Il est
alors impossible qu'il existe a tel que 0 < o < Ny (fn)/||fnlloo = Ny(fn), puisque le majorant tend vers zéro. On
conclut que N, n’est pas équivalente & || ||oo-
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253. RMS 2025 908 Mines Ponts P Sl .... ... énoncé p. 40
Soient E un R espace vectoriel, N1 et Ny deux normes sur E.

(a)

(b)

Soit (uy,) une suite qui converge dans (E, N1). On suppose que N; et N sont équivalentes. Montrer que (u,,) converge
dans (E, N).

On suppose qu'une suite (u,) converge dans (F, Ny) si et seulement si (u,) converge dans (E, N3). Montrer que N; et
N5 sont équivalentes.

1
On prend E = R[X] et, pour a € R, N,(P) = |P(a)| —|—/ |P'(t)| dt. Montrer que, si a,b € [0,1], N, et N, sont
0
équivalentes.

. n Ve . . .
Soit, pour n € N, P, = )2{7 Trouver les valeurs de a telles que (P,) converge pour N, et déterminer alors la limite.

En déduire que N, et N, ne sont pas équivalentessi 0 < a <betb > 1.

SOLUTION. — Ressemble & RMS 2011 949 Centrale PC, méme énoncé que RMS 2023 704 Mines Ponts PSI et RMS 2024
949 Mines Ponts PSI.

(a)

C’est du cours. Comme N; et N3 sont équivalentes, on dispose de constantes « et 8 dans RY telles que
aN; < Ny < BNs.

On suppose que (u,,) converge vers ¢ dans (F, N7). Comme Vn € N, Ny(u, —¢) < BNy (un—¥£), on a Na(u, —¥¢) — 0
quand n — +00, donc (u,) converge aussi dans (E, Ny), et vers la méme limite.

On raisonne par contraposition en suppose que N7 et No ne sont pas équivalentes. Par exemple, on suppose qu’il
n’existe pas de constante § > 0 telle que No < SN;. En particulier, pour tout n € N*| il existe z,, € E tel que
No(xy,) > n?Ny(x,), ce qui implique que z,, # 0.
On pose
L
YneN" wu,=——7—/7—
" Ny ()

Alors Ny(uy,) = %, ce qui prouve que (u,) tend vers zéro dans (F, Ny), mais Na(u,) > n, ce qui prouve que (uy)
est non bornée, donc divergente, dans (E, N2). On a trouvé une suite qui converge pour une des normes mais pas
pour l'autre, et cela achéve la preuve par contraposition.

Si a,b € [0, 1], alors

[P(a)] < [P(a) — P(b)] +[P(b)]

/ab P'(t)dt

max(a,b)
<[Pl Ipe)

min(a,b)

+|P(b)|

1
< [1Pwnae+po),
0
la derniére égalité étant justifiée par le fait que a,b € [0, 1]. On en déduit que pour tout P € R[X],
1
No(P) < [PO) 42 [ P(O]dt < 28(P)
0

En échangeant les roles de a et b, on montre que N, < 2N,, et finalement que N, et N, sont équivalentes.

On cherche d’abord les a pour lesquels (P,) est bornée pour N, :

Lntn=| ~(la\" 1
+/0 2ndt—(2> + o

an

Na(PrL) - 27

Ainsi :
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e si|al > 2, alors N, (P,) — +o0, et (P,) diverge pour N, ;
o sia|] < 2, alors Ny(P,) — 0, et donc P, — Og pour Ng;
e sia=2, alors No(P, — 1) = |P,(2) — 1| + [ |PL| = & — 0, et donc P, — 1 pour Na;

e sia=—2, alors

1
N_o(Ppy1 — Py) = |Pog1(=2) — P, (—2)] +/ |P 1 — Pl
0

1
<1 + ) tn — ot
n

dt

+1 n '
= |1 = 0]+ g
—2#0,
donc (P,) diverge pour N_s.

(e) Soit b > 1 et a € [0,b[. On s’inspire de ce qui précede en substituant b & 2, en posant @, := )b(—: : on prouve mutatis
mutandis que (Q,) converge vers 1 pour N, et vers Og pour N,, ce qui prouve, d’apres la remarque de la fin de la
question 1, que N, et N ne sont pas équivalentes.

254. RMS 2025 909 Mines Ponts P Sl . ... .. énoncé p. 40
Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé. Une suite (u,,) € EV est de Cauchy si Ve > 0, AN € N, Vn,m > N, |lup — up|| < e.

(a) Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.

(b) Dans E = R[X] muni de la norme || 3" ax X*|| = max |ay|, montrer que la suite (P,) de terme général P, = 1+ }'_, XTk

est de Cauchy sans étre convergente.

(c) Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.
(d) Montrer que, si (uy) est de Cauchy et posséde une suite extraite convergente, alors (u,,) est convergente.
(e) On admet le théoréme de Bolzano-Weierstrass dans R. Montrer que si E est de dimension finie, alors la suite (u,,) est
convergente si et seulement si elle est de Cauchy.
SOLUTION. —
(a) On suppose que (u,) € EN est convergente de limite ¢ € E. Soit € € R* . On dispose d'un entier N a partir duquel

lun —£]] < 5. Sin et m sont des entiers plus grands que N, alors par inégalité triangulaire

g
[tn — wmll < |ltn — €] + 1€ = wnl| < 3 +5 =€

o™

On a prouvé que toute suite convergente est de Cauchy.

(b) On suppose 1 < m < n, le cas m = n étant banal. Alors

> T

k=m+1

HPn_PmH:

Soit e € R%. Sil'on pose N = [ 1], alors le calcul ci-dessus montre que pour tous m,n > N, on a bien || P, — P || <e.
La suite (P,) est donc de Cauchy.

SiQ= Zz:o ap X" est un polynome fixé de R[X], on a pour tout n > d

1 1
Po=Ql = |+ -0 =+,

donc (P,,) ne peut pas converger vers (). Par conséquent, (P,) est de Cauchy sans étre convergente.
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(¢) Soit (u,) une suite de Cauchy. On applique la définition avec ¢ = 1 et pour m valant 'entier N. Alors pour tout
entier n > N, on a ||u, — un|| < 1, donc par inégalité triangulaire

Yn = N, |unl <1+ |un].
On lit ci-dessus que (u,,) est bornée a partir du rang N, donc bornée.

(d) On note (uy(,)) une suite extraite de (u,) et convergente, de limite £. On rappelle que la fonction ¢ est strictement
croissante de N dans lui-méme, et qu’en particulier, ¢(n) > n pour tout n € N.

Soit € € R%.. On dispose de N € N tel que, si n > N, alors |[ug,) — £|| < 5. On dispose aussi de N' € N tel que, si
m,n > N', alors [|u, — un| < 5.

Posons N = max(N, N’). Pour tout n > N”, onam = ¢(n) >n > N" > N et N’, donc

+

= E&.

N ™
| ™

[un = €l < Nlun = o | + lupem) — I <

La suite (u,) est donc convergente.

(e) Soit d la dimension de E (supposée strictement positive). Le sens réciproque a été démontré dans la premiere
question.

On fixe une suite (uy,) de Cauchy, et une base # = (ey,...,eq) de E. Pour 1 < k < d, on note (un k)nen les suites
de composantes de la suite (uy,,) dans la base Z. On sait que (u,,) converge [de limite ¢] si et seulement si les d suites

réelles (uy, k)n convergent [de limite ¢x], et alors que £ = 22:1 lrep.

Par la question (c), la suite (u,,) est bornée, donc les d suites (uy, ) le sont aussi. Le théoréme de Bolzano-Weierstrass
permet d’extraire de la premicre une suite (u,,(n),1) convergente.

De méme, comme (u@l("),g) est bornée, on peut en extraire une suite (u(wom)(n)yg) convergente. On poursuit ainsi
. N
jusqu’a (“(90109020---0%)(71),01) convergente.

On pose alors ¢ = @1 0@ 0+ 0 g, et les d suites (uyn),k) sont convergente donc (uy(,)) converge.

La question (d) montre alors que (u,) converge.

255. RMS 2025 910 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 40
Soit E I'ensemble des applications lipschitziennes de [0, 1] dans R. Pour f € E, on note K(f) = inf{k € Ry, f est k-lipschitzienne}.

Montrer que E est un espace vectoriel.

(a
(

b) Montrer que, pour tout f € E, f est K(f)-lipschitzienne.

)
)
(c) Montrer que toute fonction polynomiale P appartient a E et déterminer K (P).
(d) L'application f — K(f) est-elle une norme sur E?
(e) Prouver que Vf € E, ||flloc < infyecpoq|f(z)]+ K(f).
)

(f) L'application f — % est-elle bornée sur E \ {0} 7

SOLUTION. —

(a) La fonction nulle est lipschitzienne, donc E est non vide.

Sif,ge E,sia,B €R,si h=af+g,sik et désignent des rapports de Lipschitz de f et g respectivement, alors
on a

V(z,y) € 0,12 |h(z) = h(y)| = a(f(z) = f(y)) + Blg(z) — g(y))]
< lallf(@) = fF)l + 1Bllg(x) — g(y)]
< klaflz —yl + €8]z — y|
= m\x - y|7
ot on a posé m = k|a| + £|8]. la fonction h est donc lipschitzienne, donc E est stable par combinaison linéaire.

Finalement, F est un sous-espace vectoriel de [0, 1]%, donc est un espace vectoriel.
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(b) On sait que la borne inférieure d’une partie A de R est la limite d’un suite d’éléments de A. On choisit alors une
suite (k,) de rapports de Lipschitz de f qui converge vers K(f).

On fixe (z,y) € [0,1]2. Pour tout entier n, on a |f(x) — f(y)| < kn|x — y|. En faisant tendre n vers +o00, a z,y fixés,
on obtient, par passage a la limite des inégalités larges :

|f(@) = f)l < K(f)|z —yl.
Ceci étant vrai pour tout (z,y) € [0,1]?, on a démontré que, pour tout f € E, f est K(f)-lipschitzienne.

(c) En fait, toute fonction f € ¢1([0,1],R) appartient & E, car elle est ||f’||oo—lipschitzienne : c’est I'inégalité des
accroissements finis.

(d) Non, l'application f — K(f) n’est pas une norme sur FE car K(f) = 0 si et seulement si f est constante (et non pas
si et seulement si f est la fonction nulle).

(e) Le théoreme des bornes atteintes appliqué a la fonction continue |f| sur le segment [0,1] donne l'existence de
xo € [0,1] tel que |f(xzo)| = inf,e,1). Pour tout 2 € [0, 1], on a alors

[f(@)] = [f (o) + f(2) = fwo)| < [f(xo)| + | f(z) = f(xo)]
<

inf |f|+ K -
zérﬁ),l]‘f' (f)lz — 2o

< inf K(f).
mélﬁ)’l]\flJr (f)

Comme le membre de droite ne dépend plus de z, on en déduit que

V€ E, |fllo< inf [f(z)]+K(f)
z€[0,1]

(f) L’application en question est évidemment minorée par zéro, et on va démontrer qu’elle n’est pas majorée, donc pas

bornée. Pour tout n € N*| on pose
/ 1
fanrxz€|0,1] — :n—l—;
N

Il s’agit d’une application de classe €, donc lipschitzienne, et K(f,) < [|f)|lc = %+ d’aprés la question (c). En

fait on a égalité, car si k est un rapport de Lipschitz de f, il faut que \W| <
faisant tendre x vers zéro, on obtient |f'(0)| < k, c’est-a-dire || f}||cc < k. On a donc

NG

k pour tout z €]0,1], et en

Or il est clair que || fo]| = f,(1) = /1 + £, donc
K(fn
() -
[ frlloo n—+oo
256. RMS 2025 911 Mines Ponts P ST . ... . e e énoncé p.41

Soit f: (z,y) € (R})? = 2” +y* + .. La fonction f est-elle prolongeable par continuité en (0,0)?

SoLUTION. — Non, car f(z,z) = 22? + % — 400 quand z — 07,

257. RMS 2025 912 Mines Ponts P S . ... .. énoncé p. 41
Soit a € R. Pour tout n € N*, on définit

(a) Soient o € R et, pour tout n € N*, z, = (1+i2)". Montrer que z, — €'*.
(b) Diagonaliser A,, dans C.

(c) Déterminer lim A™.
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SoLUTION. — Voir RMS 2012 319 X ESPCI PC.

(a) Pour n assez grand, Re(1 +i%) > 0, donc un de ses arguments est arctan(%). On a donc la forme trigonométrique

suivante :
. [ a2 ‘ a
I+i—=4/1+— exp (zarctan (—)) .
n n n

Il en résulte que (14 i2)" = (1 + %)"/Qei"a“t"m(“/") = exp(§ In(1 + 3—2) +inarctan(%)) = exp(% + i+ o(1)),
qui tend bien vers e** quand n tend vers +oo.

(b) Le polynéme caractéristique de A,, vaut (X — 1)2 Z—z, donc les valeurs propres complexes de A,, sont simples et

valent 14 i%, donc A, est diagonalisable dans C. On résout AX = (1 +£i2)X, avec X = (z y)T € M>1(C) et
ee{-1,1}:

AX:(Hm‘E)X — x+3y:(1+ez‘9)m
n n n
<= y = &ix.

Les deux droites propres de A,, sont donc indépendantes de n. Si ’on pose

p= (1 1) € GL,(C),

—1

alors a a ann ann
P*lAnP:diag(Hi—,uze) done Ag:Pdiag((Hi—) ,(147) )P*l.
n n n

(c) D’apres les questions précédentes,
; ; 1/1 1 el 0 1 —i 1 [eln  eia 1 —i
. n __ : wa _—ia -1 _ = ) — X .
lim A, = P diag(e™, ™) P~ = 5 (z z) ( 0 6“) (1 i ) D (ie“’ iew) (1 i )
__( cosa sina
~ \—sina cosa/’
La limite cherchée est donc la matrice de la rotation d’angle —a dans le plan euclidien orienté usuel.

258. RMS 2025 913 Mines Ponts P ST . ... e énoncé p. 41
Soit (2, )nen+ une suite de réels positifs et, pour n > 1, y, = \/xl + T2+ Ty

(a) Etudier la convergence de la suite (y,,) lorsque la suite (z,,) est constante.

(b) Etudier la convergence de la suite (y,,) lorsque z,, = ab®" avec a > 0 et b > 0.
(c) Montrer que la suite (y,,) converge si et seulement si la suite (x,ll/Qn) est bornée.
SOLUTION. — C’est RMS 2009 374 ESPCI PC

La premiére question fait appel & I’étude des suites récurrentes y,+1 = f(y,) : on ne rappelle pas explicitement tous les
théoréemes utilisés.

(a) Dans ce cas, yp+1 = a+ yn pour tout n. Soit f: z — /a + x, définie et continue sur I = [0,+o0[. On pose

(= 1vlitda V;“‘“ : ¢’est I'unique point fixe de f sur I. Il est facile de vérifier les faits suivants :

o Les deux intervalles I = [0,¢] et Iy = [¢, +o00[ sont stables par f.

o Sur Iy, la fonction f vérifie f(x) > x, et sur I, la fonction f vérifie f(z) < x.

Ceci entraine que, si y; € I1, la suite (y,,) est croissante, majorée par ¢, et convergente vers ¢, et que, si y; € Iy, la
suite (y,) est décroissante, minorée par ¢, et convergente vers £.

\/a g E — 1+\/21+4a

On peut préciser que c’est toujours le premier cas qui se produit, car y; = pour tout a.
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(b) On note (z,) la suite de la question précédente, définie par 23 = \/a et z,11 = Va+ z,, et (y,) la suite associée
a (x,), ott z,, = ab®". On pose en outre, pour 1 < p < n

Ynp = \/xp"‘ \/mpﬂ 4/ V.

. 4 p—1
On fixe ensuite n € N*, et on montre par récurrence descendante sur p que y, , = b? Zn—p+1- Pour p =n, on a
- n—1 n-1 csL s JRTy : p—1
Ynn = /Tn = Vab?" =b*" Ja=0b>" z :la propriété est vérifiée. Si y, , = b*

-1 -1 oP—2 op—2 op—2
Yn,p—1 = /Tp—1 + Yn,p = \/ab2p + 2" Zn—p+l1 = b va+ Zn—pt+l1l = b Zn—pt+2 = b Zn—(p—1)+1-

C’est bien la propriété au rang p — 1, et on déduit de ce calcul que y,, = yn,1 = bz,, donc que (y,) converge, et que
sa limite vaut b/, avec les notations de la question précédente.

Zn—p+1 avec 2 < p < n, alors

(¢) Commengons par établir le lemme suivant : si (x,,) et (z,) sont deux suites positives, si (y,) et (y),) sont les suites
de racines emboitées qui leur sont associées, et si x,, < ], pour tout n € N*, alors y,, < y/, pour tout n € N*. Pour
démontrer cela, on reprend les notations de la question précédente, on fixe n € N* et on prouve par récurrence
descendante sur p que Yy, < y;L’p.

Si p = n, il s’agit d’établir que /z,, < /), ce qui est vrai puisque x,, < zj,. Supposons que ¥y, , < y;m. Alors,
/ / /
comme Tp—1 < Tp_1, 0N & Tp—1 + Ynp < Tp_1 + Yp ps donc

Yn,p—1 = /Tp—1 + Yn,p < \/ x;)_l + y%,p = yip,p—l'

On en déduit (pour p = 1) que Yy, 1 = Yn < Yy, 1 = Yy, c€ qui établit le lemme.

Par conséquent, la suite (y,,) est croissante :il suffit d’appliquer le lemme & la suite (2},) définie par x], = ., +/Tnt1
et xj, = &) pour tout k # n. Alors on a en particulier y,, < y,,, ce qui s’écrit

ynqu{b: x1+\/x2+\/"‘+\/xn+\/xn+1:yn+1'

On peut alors prouver ’équivalence demandée.

= On suppose que (y,) converge. Soit M > 0; montrons par récurrence sur n la propriété suivante :
(Vk e [1,n], wr<M)=mz, <M. (2,)

Pour n = 1, la majoration y; = /Z; < M entraine en effet z; < M? = M2 Supposons que (Z,,_1) soit vraie,
et que yx < M pour tout k € [1,n]]. Définissons la suite (z],) par x],_; = p,—1 + /T, €t &}, = x pour tout
k # n—1. Alors y;, = y pour tout k € [1,n —2] et y),_; =y, : on a donc y;, < M pour tout k € [1,n — 1],
et Phypothése (2,_1) affirme que 2/, _; < M2" . Or @, = (¢/,_; — n_1)% ce qui entraine que

n—1 2 n
xng(x’_1)2<<M2 ) =M?,

n

ce qui établit la propriété (£2,). Comme la suite (y,) converge, elle est bornée, donc il existe M > 0 tel que
Yn < M pour tout n € N*. On en déduit que x,, < M?", puis que la suite (z2 ") est bornée (par M).

< On suppose que la suite (22 ") est bornée par M. Alors x,, < x/, = M?". La question (b) montre que la suite
(y.,) converge, donc est majorée. Le lemme établi ci-dessus montre que (y,,) est elle aussi majorée. Comme elle
est croissante (conséquence du lemme), elle converge.

259. RMS 2025 914 Mines Ponts P ST .. ... .. énoncé p. 41
Pour n > 2, on s'intéresse a I'équation e” — 2" = 0.

(a) Montrer que cette équation admet exactement deux solutions positives u,, et v,, avec u, < v,.

(b)  i. Montrer que (u,) tend vers une limite £.
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ii. Trouver un équivalent de u,, — /.

(¢) Montrer que la suite (v,,) diverge.

SOLUTION. — Voir RMS 2009 979 Centrale PSI et RMS 2016 Mines Ponts PSI, dont les énoncés étaient plus longs : ils
demandaient un équivalent puis un développement asymptotique de (v, ), qu’on a laissés ici.
On note que z doit étre strictement positif pour étre solution de 1’équation, qui est donc équivalente & x = In(z") = nlnz,
ol encore a

_lmz 1

flay= 2 =

T n

(a) Une étude rapide de f, avec Vo > 0, f'(z) = 2%, donne le tableau de variation suivant :

x 0 1 e +o00

f'(x) + 0o -

f@) || —o0 /0 N 0

® |

Cette étude prouve que, si n > 3, de sorte que % < %, Péquation f(x) = % posséde deux solutions u, et v, vérifiant
I’encadrement :
1 <u, <e<wv,.

Voici les graphes de f et de g et de sa réciproque (voir la question suivante) :

[

IS
v
<4

[
L
L 1 L

(b) On note g la restriction de f a I'intervalle |0, ¢[. Comme g est continue (respectivement de classe € avec ¢'(z) # 0
pour tout x €10, e]) et strictement croissante, elle réalise une bijection sur son image, qui est | — oo, %[, et sa bijection
réciproque est continue et strictement croissante (respectivement de classe ¢'!). Par suite

Plus précisément, u, = g~' () = g71(0) + w +o0(%). Comme [g~1]'(0) = ﬁ = f%(l) = 1, on obtient

n g’

o (5)
U, =1+ —40|—)-
n n

(¢) Comme f(n)= an > Let f(n?) = 2711# < L on peut affirmer que
2
n < v, <n,
ce qui prouve pour commencer que
lim v,, = +o0.
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On écrit ensuite la relation f(v,) = % sous la forme v, = nlnw,, et on itere cette relation, ce qui donne v, =

nln(nlnv,) = nlnn + nlnlnv,. Comme v, < n? on a 0 < nln(lnv,) < nln(2lnn), qui est négligeable devant
nlnn. On vient donc de trouver un équivalent de v, :

v, ~nlnn.

Pour aller plus loin, on itére de nouveau la relation de définition de v,, sous la forme v, = nlnn+nln(ln(nlnwv,)) =
nlnn+nln(lnn + Inlnwv,). De v, ~ nlnn, on déduit que Inlnwv,, ~ Inlnn, puis que, quand n tend vers +oo,

Inlnwv,
vp =nlnn+nln(lnn |1+

Inn

Inl
=nlnn+nlnlnn+In {14— 1 nvn}

Inn

=nlnn+nlnlnn + o(nlnlnn).

260. RMS 2025 915 Mines Ponts P ST .. ... .. énoncé p. 41
On définit la suite (uy, )nen par : us, = m et Uznt1 = Usn+2 = Giria)-
(a) Montrer que la série > w,, est convergente et calculer sa somme.

(b) Soit (ay,)nen une suite réelle telle que la série Y a,, converge. A-t-on nécessairement la convergence de la série > a2 ?

(¢) Montrer, pour tout entier p > 2, la divergence de la série > uP.

SOLUTION. — C’est RMS 2009 982 Centrale PSI.

(a) On va, de plus, calculer la somme. Il s’agit de démontrer que la suite (S,,) des sommes partielles converge. Pour
cela, il suffit de montrer que les trois suites de termes généraux Ss,_1, S, et S3,+1 convergent vers la méme limite.
De plus, comme Sz, = S3p—1 + Uy, €t S3pt1 = S3n—1 + Usn + Ugnt1 et comme la suite (uy,)n>0 converge vers zéro,
il suffit de démontrer que (S3,—1)n>0 converge; sa limite sera alors la somme de la série. Or, en regroupant trois
par trois les termes ci-dessous, on obtient

3n—1 n—1 n—1
Vn e N*,  Ss,_1 = Z up = Z (ugi + ugit1 + ugit2) = Z 0=0.
k=0 i=0 i=0

On en déduit que la série ) -, u, converge et que sa somme est nulle.
=

- (o , . —-nH"
(b) La série de terme général a2 n’est pas nécessairement convergente, comme le montre I'exemple de a,, = ( T)L (la

convergence de Y a, est obtenue en appliquant le théoréme spécial des séries alternées), pour lequel a? = % est le
terme général d’une série divergente.

REMARQUE. — Si on suppose de plus que a, > 0 pour tout n assez grand, la réponse devient positive. En effet, si Z an
converge, alors (a,) converge vers zéro, donc 0 < a2 < a, pour n assez grand, ce qui entraine que > a? converge.

(¢) On reprend les idées de la question (a), cette fois pour minorer Ss,_1, en minorant 27 — 2 par 2 : pour tout n € N*,

= 2 (=1 (=1)”
San_1 = ; <Un(i+3)]p + [In(i + 3)] + [In(i + 3)}?)

i, or 1 1
> E% ([ln(i+3)]p (i +3)P  [In(i +3)}p>

n—1 9
> ; i+ 3)

On montre enfin que la série de terme général Tn( diverge : les comparaisons usuelles montrent qu’au voisinage

1
In(i+3)]P
de linfini, m > %, ce qui acheve la preuve.
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261. RMS 2025 916 Mines Ponts P Sl ... énoncé p. 41
On donne H, =Y;_, + =Inn+~+o(1).

(a)
(b)

()

B G D L=
On pose uy = ~— . Etudier la convergence et la somme de Zk>1 U

On donne o bijection de N* avec

7 8 9 10 11 .. |
9 11 6 13 15 ... |

Donner o (k).

Déterminer la somme de la série Y, | uq(x)-
=

SOLUTION. —

(a)

k
La série de terme général (_1) satisfait manifestement les hypothéses du théoreme des séries alternées, donc

converge. On remarque que fo t*=1dt donc que la somme partielle S,, d’ordre n de la série vaut

n 1
1—(=t)"
Su=> (- /tkldt / A = /7( "
k=1 (U— 0

1—(-t)

1 1

dt (=" (="

_ dt = —In2 dt.
) 1+t+/0 1+t " +/O 1+t

on en déduit que

Zuk =—1In2.

k>1

Comme | fo dt| fol tndt =

1
1+t n+17

La bijection o consiste a placer dans l'ordre, deux entiers impairs puis un entier pair. C’est pourquoi, pour tout
keN

oc(3k+1)=4k+1

oc(3k+2)=4k+3

o(3k+3)=2k+2
La derniére ligne peut étre remplacée par Yk € N*, o(3k) = 2k.
Pour le moment, on ne sait pas encore si Zk>1 Uq () converge. On va le démontrer en prouvant que la suite (Sy,)
des sommes partielles converge, par un calcul explicite qui donnera du méme coup la valeur de la somme.

Pour cela, on sait que (S,,) converge si et seulement si les deux suites extraites (Sa;,) et (S2,41) convergent vers la
méme limite. On généralise aisément & « (S,,) converge si et seulement si les trois suites extraites (Ss,), (S3nt1) €t
(S3,42) convergent vers la méme limite ».

Comme S3,,11 = S3 + Ug(3n+1) €6 S3nt2 = S3n + Us(3n+1) + Us(3n+2) avec la suite (uqy(n)) de limite nulle, il suffit
en fait de montrer que (S3,) converge et de calculer sa limite. Or

S?m = An - Bn7

ou A, est la somme des inverses des entiers impairs de 1 & 4n — 1, et B,, est la somme des inverses des entiers pairs
de 2 a 2n. On a donc

2n
1 1
An:H4n_ E ﬁ:H4n_§H2n
k=1

1 1 3 1
=In(4n) +v+o(1) — E(ln(Qn) +y+0(1)) = 3 Inn 4+ 3 In2+ 37 +o(1)

1 1 1
B, = §Hn = ilnn—i— 574—0(1).

Par suite, Ss, = %1112 +o(1), et on conclut que Zk>1 Uq () converge de somme

3
Z Ug(k) = 3 In 2.

k>1
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262. RMS 2025 917 Mines Ponts P ST .. ... . énoncé p. 42

Soit (un)n>1 une suite définie par u; > 0 et, pour tout n € N*, w1 = == + %

(a) Etudier la convergence de la suite (u,)n>1.

(b) Etudier la convergence de la série " u,.

SOLUTION. — On vérifie immédiatement par récurrence que u,, > 0 pour tout n € N.

(a) Supposons que (u,) soit croissante. Dans ce cas, elle posséde une limite ¢ €]0,4+00], donc n—lfz = o(un+1) quand
n — 400, et la relation de récurrence montre alors que
Up

u 1 ~ —_—
n+ n—+oco N

Pour n assez grand, on a donc u,4+1 < 2%, donc un,41 < u, pour n assez grand, ce qui contredit la croissance
de (uy).

On en déduit I'existence d’un entier ng € N* tel que u,,+1 < un,. Montrons alors que la suite est décroissante a
q o+ 0 q
partir du rang ng en établissant que la propriété « u,+1 < u, » est héréditaire.
On suppose donc que u,y1 = ¥ + 4 < w,, ou encore que (n — Nu, > +
Pp q + n n ) q n?
Alors

w1 L (w1 1
Uptl — Upg2 = — + — — —+ = |-
LTI T T k1 \Un | n? (n+1)2

W SRR U WA B AU U S
on n+1 n? n+1 (n+1)2

Up, 1 1
n+1+n(n+1) C (n+1)2
1 1 1
et Dnn—1  nm+l) m+1)?
o n+l+(n—-1)n+1)—-nn-1)
(n+1)2n(n—1)
n+l+n?2—1-n%+n
(n+1)2n(n—1)
_ 2
C (n+1)2(n-1)
> 0.

ce qui impose n > 1 et u, > FICEE

Le principe de récurrence montre alors que (u,,) décroit a partir d’un certain rang (le rang ny évoqué plus haut) et,
comme (u,) est positive, donc minorée, elle converge. On note ¢ sa limite. En faisant tendre n vers l'infini dans la
relation de récurrence de la suite (u,) on trouve

{ = lim u, = 0.
n—+oo

(b) Comme (u,) converge, elle est bornée, donc “= = O(+) donc up41 = %= + 25 = O(2), donc u,, = O(L), et un
nouvel appel a la relation de récurrence montre que u,41 = O(-%), ou encore u, = O(%)
Par conséquent, la série > wu,, converge.
263. RMS 2025 918 Mines Ponts P ST . ... . e énoncé p. 42

Soit f: R% — R

)k

(;(lk) est-elle convergente ? Cette condition est-elle suffisante 7 On suppose par

(a) A quelle condition nécessaire la série >
la suite que cette condition est vérifiée.

(b) On suppose de plus que f est croissante a partir d'un certain rang.

+oo k
On pose u, = Y (;(2)) . Déterminer le signe de u,, et la limite de la suite (uy,).
k=n
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()

On suppose également que, pour tout k assez grand, ﬁ + Déterminer la nature de la série > wu,.

1 2
FETD) 2 T

SOLUTION. — Ressemble & RMS 2020 179 ENS PSI.

(a)

k
Si une série converge il faut que son terme général soit de limite nulle. On en déduit que, si la série Y (;(1]3) converge,

=

il faut que |

f(k) | — 0 quand k — 400, donc que (on rappelle que f est positive)
li = .
lim f(k) = +o0

Il s’agit ici de la limite de la suite (f(k)), et pas de celle la fonction f.

Cette condition n’est pas suffisante suffisante : si f(2k) = k et f(2k + 1) = k? pour tout k& € N*, alors la somme
partielle d’ordre 2n de > (;(1}3)

Comme H, =Y ;_; + = +oo et ZZ;& = (2= %2 quand n — 400, on conclut que lim Sy,, = +oo, donc que

(—1)*
2w

k
Si f est croissante & partir d’un certain rang (et de limite infinie), alors la série ) % satisfait les hypotheses du
théoréeme des séries alternées a partir d’un certain rang, donc converge. Cela permet de considérer son reste d’ordre
n — 1, noté

+oo
_ - (=DF
o ‘Z F(k)

Le théoréme en question dit aussi que le reste d’une telle série est du signe de son premier terme, donc le signe
de u, est (—1)™ (& partir d’un certain rang, la encore).

Par ailleurs, comme toute suite de restes d’une série convergente, la suite (u,) converge vers zéro :

limu, = 0.

Montrons que, si ﬁ + 70 k1+2) > ﬁ pour tout k assez grand, > u,, satisfait elle aussi les hypotheses du théoréme
des séries alternées.

On sait déja que la suite (u,) a des signes alternés pour n assez grand et qu’elle est de limite nulle. Il reste a voir
que (Juyn|) décroit. Or
[tn| = |tns1] = (=1)"uy, — (—1)n+1un+1
= (—1)"(upn + tns1)
+oo k “+o00 k
(-1) (-1)
= (=" _
oS- S W

+oo “+o0
—(_\n (=DF = (=D
=& [2 ) 2 D

)R 1 1
-0 X0 75~ ]

Posons g = ﬁ — f(k1+1) pour tout k € N*. L’hypothese faite sur f a la premiere question montre que g > 0 et

que lim g, = 0, et la différence
1 1 2

I = T ko) fhT D)

k[ﬁ - m] satisfait les hypotheéses du théoréme

est positive pour k assez grand. Cela prouve que Z}@n(*l)

des séries alternées pour n assez grand, donc que sa somme est du signe de son premier terme, a savoir (—1)". Par
conséquent, |uy,| — |un41| est bien positif pour n assez grand, et > w, converge.
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264.

265.

RMS 2025 919 Mines Ponts P Sl ... ... e énoncé p. 42
Soit f : Ry — R continue et surjective. Montrer que tout y € R admet une infinité d'antécédents par f.
SOLUTION. — Voir RMS 2012 342 X ESPCI PC.

On raisonne par contraposition en supposant qu’il existe yg € R n’ayant qu'un nombre fini d’antécédents par f. Soit xg
le plus grand d’entre eux. Comme g := f — yo ne s’annule pas sur lintervalle |zg, +00[, et comme g est continue, elle
conserve un signe fixe sur ]zg, +0o[ (théoréme des valeurs intermédiaires). Quitte & remplacer f par — f, on peut supposer
que g > 0 sur |z, +00].

La fonction f étant continue sur le compact [0, z¢], elle y admet un minimum noté m. Alors un nombre réel y < min(m, yo)
n’a pas d’antécédent par f.

RMS 2025 920 Mines Ponts P Sl . ... .. . énoncé p. 42
Soit f une application continue de R dans R telle que fo f =2f —id.

(a) Montrer que f est une bijection strictement croissante de R dans R.
(b) On pose fo = f et, pourn € N, f,41 = fo f,. Montrer que (%fn) admet une limite, que I'on précisera.

(c) Déterminer f.

SOLUTION. — On remarque que l’identité de R est solution de fo f =2f —id.

(a) On commence par montrer que f est injective. En effet, si x,y € R vérifient f(z) = f(y), en composant par f on
obtient f(f(x)) = f(f(y)) ou encore 2f(x) —x = 2f(y) — y. Compte-tenu de ce que f(z) = f(y), cela implique que
x=y.

La fonction f est donc continue et injective, ce qui entraine sa monotonie stricte (ce résultat n’est pas dans le cours,
et il est démontré a la fin de cet exercice).

¢ On montre ensuite que [ est strictement croissante. Dans le cas contraire, comme elle est strictement monotone,
elle serait strictement décroissante, mais alors f o f, strictement croissante, serait égale & 2f —id = 2f + (—id),
strictement décroissante en tant que somme de fonctions strictement décroissantes. C’est absurde.

e Le théoréme de la limite monotone montre alors que f posséde des limites (finies ou infinies) en +oco. On
démontre par I’absurde qu’elles sont infinies. Supposons par exemple que L = lim o, f soit finie.

Comme f est continue, on aurait lim ., f o f = f(L), alors que limy.(2f —id) = —o0o : contradiction. On
conclut que lim o, f = 400 (et pas —oco car f est croissante). On démontre de méme que lim_, f = —o0.

On conclut que f est une bijection strictement croissante de R dans R.

(b) Soit € R. On pose z,, = fn(z) pour tout n € N. En appliquant 1’égalité f o f = 2f —id & z,,, on trouve
VneN, x,40=2T,41 — 2.

Comme l'équation caractéristique 2% — 2z +1 = (2 — 1)2 = 0 de cette récurrence linéaire a coefficients constants
posséde la racine double 1, il existe a,b € R tels que Vn € N, z, = an + b. On trouve ensuite g = b = f(z) et
x1=a+b=(fof)(z),donca=(fof)x)— f(z)=f(x) —x et b= f(x). Par conséquent,

Yn € N¥, xi:M:f(x)—x+M~
n n n

Il en résulte que la suite de fonctions (% fn) converge simplement vers
f—id.

(c) SiVz € R, f(x) =z alors f est I'identité. Dans le cas contraire, fixons = € R tel que f(x) # z. Soit o = f(z) — z.

Les calculs de la question précédente assurent que Vn € N*, f*(z) = fo—1(z) = (n — 1)a+ f(x) = = + na, et ceci
reste valable pour n = 0 car f° = id.

f est bijective de R dans R, en composant & droite par f~! la relation fo f = 2f —id on obtient f = 2id —f~!, et
donc id = 2f~! — f~' o f~! en composant une nouvelle fois par f~! & droite.

Onadonc f~lof~! =2f~1—id, ce qui évalué en z+a donne, comme f~*(z+a) =z, f~}(z) = 2v—(2+a) = z—q.
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266.

Par récurrence (ou en adaptant le raisonnement de la question précédente, puisque f~! vérifie les mémes hypothéses)
on a alors Vn € N, f~"(z) = z — no.

Finalement, Vn € Z, f™(x) = z + na.
Soit alors y € Ret 8 = f(y) —y. On a de méme Vn € N, f"(y) = y + np.

e Sia>0,soit p=[*%], qui vérifie donc p < =8 <p+1soit fP(z) =z +pa<y<az+ (p+1)a=fr(z).
Par croissance stricte de f donc de f™ pour tout n € N, on obtient f"*P(x) < f(y) < f*Pl(z) soit
z+(n+pla<y+nl<z+(n+p+1)aet donc x+(7;+p)o‘ < vl < at(ntptia

n

Passant a la limite lorsque n — +00, on obtient a < 8 < a soit 8 = «.

« De méme si o < 0, on a en notant p = [“=*] encadrement fP(z) =z +pa >y >z + (p+ La = fPH(z)
et donc Vn € N, f"*P(z) > f*(y) > f*PT(z) soit z + (n +p)a = y+nB > z+ (n+ p+ 1)a et donc

st(ntpla  yinf o wt(ntptla

o , et en passant a la limite on obtient 5 = a.

On a ainsi prouvé que Vy € R, f(y) — y = «, autrement dit que f est la translation y — y + a.

N.B. Réciproquement, une telle fonction est bien continue et vérifie I’équation fo f =2f —

LEMME. — Si I est un intervalle non banal de R et si f: I — R est continue et injective, alors [ est (strictement)
monotone.

On raisonne par ’absurde en supposant que f est injective et continue, et n’est pas monotone. La négation de la monotonie
de f est : il existe (a,b,c,d) € I* tel que a < bet c <d et f(a) < f(b) et f(c) > f(d). On pose alors

gt € [0,1] = F((1—)b+dt) — f((1—t)a+ ct).

Il s’agit d’une fonction continue et on constate que g(0) = f(b) — f(a) > 0 et g(1) = f(d) — f(¢) < 0. Le théoréme
des valeurs intermédiaires montre Pexistence de ¢y €]0,1[ tel que g(to) = 0, soit f((1 —to)b+ dto) = f((1 — to)a + cto).
L’injectivité de f entraine que (1 —to)b+ dtg = (1 — tg)a + ctg, donc que

(1 —to)(b—a)=to(c—d).
C’est impossible, car le membre de gauche est strictement positif alors que celui de droite est strictement négatif.

RMS 2025 921 Mines Ponts P Sl .. ... énoncé p. 42

b
Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] ol g est a valeurs dans [0,1] et f décroissante. On pose ¢ = / g. Montrer
a

b b a+c
que / f< / fg < / f. Ind. On pourra introduire une fonction d'une variable bien choisie.
b—c a a

SOLUTION. —

Commengons par la majoration. )

Soit, pour tout € [a;b], H fz fg et K(z) = fa+f 7 f. (K est bien définie, en effet g est & valeur dans [0;1]
donc pour tout z € [a;b], onaO [fg<z—a<b-adonca<a+ [ g<z<b).

H et K sont de classe C' (H est une primitive de fonction continue, z — a + fa g aussi donc K est une composée de
fonctions C!) et pour tout x € [a;b] on a

(@) = f@)gla) e K@) = g)f(a+ [ ")

f étant décroissante, on a x >z + [ g donc f(z) < f(a+ [ g), et comme g(z) > 0, on obtient H'(z) < K'(z).
Enfin H(a) = 0 = K(a) donc pour tout = € [a;b], on a H(z) < K(x) (K — H est croissante, nulle en a donc positive a

droite de a), en particulier H(b) < K (b) c’est-a-dire fab fg < fanrc f
De méme en notant A(x fb f f et B(z) = fffg, on a pour tout z € [a;b], A'(z) = —g(z)f(b— f;g) et

B'(z) = —f(x)g(z), avec & < b — fm g donc f(z) > f(b— fzbg et donc A'(z) > B'(z).
Comme A(b) =0 = B(b), on en déduit que pour tout = € [a;b], on a A(z) < B(z) (A — B est croissante, nulle en b donc

négative & gauche de b), en particulier A(a) < B(a) ¢’est-a-dire fbfc fb fg.

a
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267. RMS 2025 922 Mines Ponts P Sl .. ... . énoncé p. 42
Trouver les fonctions f € C}(R, R) telles que Vz € R, f(z) +/ (x—t)f(t)dt = 1.
0

SoLuTION. — Voir RMS 2017 357 X ENS PSI. On résout ’exercice en supposant seulement f continue.

Analyse. Soit f une telle fonction. Alors Va € R, f(z)=1—=x fo t)dt+ fo tf(t)dt. Comme f est continue, le théoréme
fondamental de l'intégration montre que = — fo t)dt et x — fo tf(t)dt sont de classe ¢!, et finalement f est de
classe €. De plus, en dérivant la relation de depart on obtient, pour tout x € R :

/f Yt + 5 () — af (e /f

Pour les mémes raisons que précédemment, cette égalité prouve que f est de classe €2 et que
Ve eR, f(z)+ f(z) =

Il existe donc a,b € R tels que Vo € R, f(z) = acos(x) + bsin(x).

Synthése. Avec f = acos+bsin, on calcule le membre de gauche de 1’équation fonctionnelle, en commengant par une
intégration par parties :

x

f(z) + /01(33 —t)f(t)dt = f(z) + [(z — t)(asint — beost)]—¢ +/0 (asint = beost)dt
= f(x) + bx + [—acost — bsint]§

=aqcosx +bsinx + bxr —acosx —bsinz + a
=bx + a.

Le résultat vaut 1 pour tout = € R si et seulement si a =1 et b = 0. Il y a donc une et une seule fonction solution :

f =cos

268. RMS 2025 923 Mines Ponts P ST .. ... . énoncé p. 42
Soit § € R\ 27Z.

no, 1 1 — (teif)n
(a) Soit n € N*. Montrer que > % = / eleL,) df. La variable de l'intégrale est ¢, pas 6
0

k=1 1-— t@ze
i too ik ! i
(b) En déduire que ) e]:e converge et que Y ekw :/ fﬁdﬁ. Méme chose ici
k=1 o +—1te
£ sin(ko
(c) En déduire que > Sm;ﬁ ) = =8 pour § €10, 7.
k=1
+oo
(d) Déterminer de méme > % pour 0 €0, w[.

k=1

SOLUTION. —

. i0\n
(a) Comme 0 ¢ 277, la fonction f,,: ¢t — ele% est définie et continue sur le segment [0, 1], de sorte que l'existence
de l'intégrale est assurée. Comme

1-— te " .

9 _ 16' 7,9 _ k—1 k0

i Z (')t = >t
k=1

et comme fol th=ldt = %, on obtient bien




(b) On applique le théoréme de convergence dominée sur [0, 1[.

. . . . . . i0 Yo
La suite de fonctions continues (f,) converge simplement sur [0, 1[ vers la fonction continue ¢ +— %7 et vérifie

I’hypothese de domination
2

Vn e N*,  [fu(t)] < o(t) = T tei]

eikﬁ

ou la fonction ¢ est continue sur [0, 1], donc a fortiori intégrable sur [0,1]. On en déduit que > converge de

somme
1 o
e
= / ——df
0 1—tet?

|1 —te®)? = (1 —tcosf)? +t?sin® = 1 — 2t cos O + 2 = (t — cos #)? + sin? 6.

1o 10 —i0 1o
1-1¢ -1
/67_9(19:/ e(i%)d@:/ B Y
o 1—tet o |1 —tet? o |1 —tet?|
1 1
60—t 0
:/ cosv—t d9+i/ e
o (t—cos#)2+sin”0 o (t—cos®)?+sin” 0

1 1 t—cosf\]"
-3 [In((t — cos0)* +sin®0) ], + i {arctan ()} .
0

sin 6

too ezk‘e

(¢) On commence par calculer

Alors

En prenant la partie imaginaire, on obtient

= sin (k6 1 —cosf —cosf
Z = arctan — arctan -
k Csind sin 0
k=1
2 sin g ( — cos 0)
= arctan — arctan -
2 sm z cos z sin 6
T
= arctan (tan ) + arctan (tan (5 — 9))
T
220 _p=
2 + 2 2
En effet, comme 0 €]0, [, les deux angles g et T — 0 sont tous deux dans | — 7, 7[, intervalle sur lequel on a

arctan(tan(x)) = .

On remarque que I'expression reste valable pour § = 7 mais pas pour § = 0 (elle y vaut 0 et pas 7). Enfin, on

remarque que la fonction 6 +— Z+°O qmgfe) est impaire et 2wr—périodique, ce qui permet de la calculer sur R.

(d) Toujours pour 6 €]0, 7r[, en prenant cette fois la partie réelle, on obtient

= cos(k0) 1 1
Z — =73 [In((1 — cos6)* + sin® @) — In(cos” 0 + sin® 0)] = ~5 In(2 — 2cosf)

k=1
In2 In2 1
:—%—iln(l—cobﬁ) —%—5111 <2sin22> =—In2—-1In (sinZ)

On remarque que l'expression reste valable pour § = 7 et que la somme n’est pas définie pour § = 0. Enfin, on

remarque que la fonction 6 — Z+°° COS,(CM) est paire et 2r—périodique, ce qui permet de la calculer sur R \ 277Z.

269. RMS 2025 924 Mines Ponts P Sl . ... . énoncé p. 43
—+oo
Calculer/ |z|e ™ da.
0

SOLUTION. — Voir RMS 2011 1140 Télécom Sud Paris.
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On note f la fonction = € [0,+oo[+— |z]e~®. La continuité de f et la limite limy., z2f(x) = 0 montrent que f est
intégrable sur [0, +oo[. On calcule ensuite fon f(z)dz pour n € N, en effectuant le changement d’indice j = k+ 1 :

n—1 n—1 n —
/ fz dzZ/kJrl zdz:Zk(efk—ef(kH)):Zkefk*Z]fl Z (n—1e
k=0 k=0 j=1 k=1

Comme f0+°o f(z)de = lim, 4o [y f(2) dz et lim, oo (n — 1)e™™ = 0, on obtient

+OO —1 1
e dx — . _ )
/0 v Ze Cl—em e—1

270. RMS 2025 925 Mines Ponts P SI . ... .. énoncé p. 43

Soit, pour n € Net z € R, [,(z) = / cos(nt) — cos(n)
o cos(t) — cos(x)

(a) Montrer que I,,(z) est bien définie.

(b) Calculer I,,1(x) + I,—1(z) et trouver une relation de récurrence.

SOLUTION. —

(a) On fixe z € R. La fonction cos réalisant une bijection de [0, 7] sur [—1,1], il existe un unique ¢ty € [0, 7] tel que
cos(tg) = cos(z). La fonction
cos(nt) — cos(nx)

fnit—

cos(t) — cos(x)

est alors définie et continue sur [0, 7] \ {to}. Quitte & changer x en —z, ce qui ne modifie pas f, on peut supposer
qu’il existe k € Z tel que = = ty + 2kw. Montrons que f admet un prolongement par continuité en ¢y grace a un
développement limité (pour h tendant vers zéro) :

cos(ntg + nh) — cos(nto + 2nkmn)
cos(tg + h) — cos(to + 2km)
cos(ntg) — sin(ntg)nh — W(nh)2 + o(h?) — cos(ntg)
cos(t) — sin(to)h — <= p2 1 o(h2) — cos(to)
sin(nto)n + %nZh +o(h)
sin(to) + <o) p 4 o(h)
{M;Exgg +o(1) sisin(tg) #0

flto+h) =

cos(nto)n® +o(1) sisin(tg) =0

cos(to)

Dans les deux cas, f se prolonge par continuité en tg, de sorte que I,,(x) est bien définie, en tant qu’intégrale d’une
fonction continue sur un segment.

(b) On calcule la somme suivante, pour ¢ € [0, 7] \ {to}, avec les notations de la question précédente :

cos((n + 1)t) + cos((n — 1)t) — [cos((n + 1)x) + cos((n — 1)z)]
cos(t) — cos(x)

fn+1(t) + fn—l(t) =

2cos(mf) cos(t) — cos(nx) cos(x)

cos(t) — cos(x)
2cos(nt)[cos(t) — cos(z) + cos(z)] — cos(nz) cos(x)
cos(t) — cos(x)
n(t)-

= 2cos(nt) + 2 cos(z) f,

sin(nt) ]61—

n

Cette relation reste vraie en ty par continuité. Comme foﬂ cos(nt) = | =0, on en déduit que

Int1(x) + Li—1(z) = 2 cos(z) 1, (x).
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271. RMS 2025 926 Mines Ponts P Sl . ... ... énoncé p. 43

+oo 1
(a) Justifier que I = / {J dz converge.
0 VT

+o0 2
(b) Calculer explicitement I en admettant que > 5 = Z-.

SOLUTION. — Soit f: z €]0, +oo[+— L\%j C’est une fonction continue par morceaux (elle est en escalier sur tout segment
contenu dans ]0, +00]).
(a) Comme f est nulle sur ]1,+oo[, intégrale de f sur cet intervalle converge. Comme 0 < f(z) < % pour tout
x €]0,1] et que fo —J; converge, l'intégrale de f sur ]0, 1] converge.

+Oo|_

Finalement, I = [,

%J dz converge.
(b) Si k € N*, on a les équivalences suivantes :

1 1 1 1 1
— | = <—=<k+1 2= +1)2 — < —=-
\‘\/»J k <— &k \/><k ~— k £E<(k ) <:>(/€ 1)2<1‘ 12

Par la relation de Chasles, on en déduit que

AT Jdm—zf”“

1/(k+1)2 k+1)2
1 = 2k+1
= k _—
>4 (- ie) - S

2x+1

Comme on a Va €10, +00[, 7555z = 1_ # + (“_1)2, on en déduit ( la somme télescopique Y, (- k%rl) vaut
1) que :

too 2 2

1 us T

I=1 =14 ——1=—

+ ; (k+1)2 + 6 6
272. RMS 2025 927 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 43

Soit f: R — R continue par morceaux telle que % — £ €[0,1[. Etudier I'intégrabilité de f sur R.

r—+400

SOLUTION. — Voir RMS 2015 663 Mines Ponts PSI.

Posons Vo € Ry, F(z) = [ f(t)dt
Il s’agit de montrer que F' converge en 400, ou de fagon équivalente, puisque F' est croissante (car f est positive), que la
suite (F'(n))nen converge, ou encore de fagon équivalente que la série télescopique > (F(n+ 1) — F(n)) converge. Posons

n+1
unZF(n—i—l)—F(n):/ fyar e g="21

de sorte que k < ¢ < 1. Par hypothese sur f, il existe A > 0 tel que Vo > A, f(z + 1) < mf(x). Posons ng = |[A] +1
Alors pour tout n € N tel que n > ng, on a via le changement de variable ¢t = u + 1,

n+2 n+1 n+1
wii= [ f@d= [ farndu<a [ fwdu=qu.

+1

On en déduit par récurrence immédiate que pour tout n € N tel que n > ng, 0 < up, < ¢" "0u,,, donc par comparaison
a la série géométrique > g™, qui converge puisque g €10, 1], que la série > _ u,, converge.

273. RMS 2025 928 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p.43
On définit f sur Ry par f(z) =227 + .

(a) Montrer que f réalise une bijection de R sur R.
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(b)
(©)

La fonction F: x € R, + sin(2z7 + ) est-elle intégrable en +00?

+oo
L'intégrale / F(z) dx est-elle convergente ?
0

SOLUTION. —

(a)

(b)

La fonction f est continue, strictement croissante (f’(z) = 142° +1 > 0), f(0) = 0 et lim, o, f = +oo. Elle réalise
une bijection de Ry sur f(R;) =Ry.

Comme f est une bijection de classe €' de R, dans lui méme et que f’ > 0, sa réciproque, notée g, est elle aussi

de classe €' avec
1 1

Frlg(t)) — 14g(t)° +1
Par ailleurs, f(x) ~ 227 quand x — +00, et il est toujours possible de substituer la variable dans un équivalent en a

par une fonction de limite a : par exemple, on peut substituer z par g(¢) qui tend vers a = +00 quand t — +o0, ce
qui donne

vt € R+7 gl(t) =

7 t 17
flg(t) =t Mieds 2¢g(t)" ou encore g(t) L (2> ]

L’expression de ¢’ donnée plus haut montre alors que

g'(t)

C
~ ’
t—+oo $6/7

ou ¢ = %. Le changement de variable légitime x = g(¢) montre que les deux intégrales ci-dessous ont la méme

nature :
—+oo —+oo
/ |F(x)|dz = / |sint|g’(t) dt.
0 0

Ce qui précéde montre que |sint|g’(t) ~ c'tsér/’f | quand t — +o00, et cet équivalent de fonctions positives montre que

f0+oo |F(x)|dz a la méme nature que f0+oo ‘tsér/lfl dt.

Or f0+°o Istif:t‘ dt diverge pour tout « < 1 (faut-il vraiment tout redémontrer 7), donc F' n’est pas intégrable en +oo.

Le méme changement de variable montre que les deux intégrales ci-dessous ont la méme nature, et méme valeur en

cas de convergence :
“+oo “+o00
/ F(x)dx :/ (sint)g’(t) dt.
0 0

On va montrer que ces intégrales convergent.

Comme t — (sint)g'(t) est continue sur [0,+oc], il suffit de montrer que y — [/(sint)g’(t) d¢ posséde une limite
finie quand y — +o0. Pour cela, on pose n =n, = [£], de sorte que n, — 400 quand y — +o0 et que

Y n-l y (k+1)7
/0 (sint)g'(t) dt = Z Uk +/n (sint)g'(t)dt ou wy = / (sint)g’(t) dt.

T km

Comme ¢’ est positive et décroissante, et comme nt < y < (n+ 1)m, on a

Y Y Y (n+1)m
/ (sint)g'(t)dt‘ g/ |Sint\g’(t)dt</ g/(t)dtg/ g (t)dt < ng’'(nw) — 0.

- - - - n—r+oo

Il suffit alors de montrer la convergence de la série > uy. Cette série est alternée car ¢’ > 0 et car sin est de signe
constant égal a (—1)* sur [k, (k + 1)7]. Comme ¢’ décroit, cela entraine que

(k+2)7 (k+1)7m
|uks1] = / [sint|g’(t)dt < / [sint|g’(t) dt = |ug|.
(k+1)7 km

Enfin, comme plus haut, on montre que |ug| < w¢'(k7), qui tend vers zéro quand k — +oco. En vertu du théoréme
s. / +oo
des séries alternées, Y uy converge, donc [;"° F(x) dz converge.
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274. RMS 2025 929 Mines Ponts P Sl . ... . énoncé p. 43
Soit f : R — R continue et T-périodique. On se propose de prouver |'existence d’un unique A € R tel que l'intégrale

Foo y
/ )\Tf(t) dt converge.
1

(a)
(b)

Etudier le cas particulier ol f = sin.

Traiter le cas général.

SOLUTION. — Voir RMS 2018 495 X ESPCI PC pour la question (b).

(a)

+oo sm(t) +OO A—sin(

t
: ) dt converge,

Il est bien connu que l'intégrale [, dt est semi-convergente (intégrer par parties). Si

il faut donc que fl ’t\ dt converge, donc que A = 0.
Réciproquement, si A = 0, on retrouve I'intégrale du sinus cardinal sur [1,4o00[ (son opposée en fait), qui est bien

convergente.

400 A— f(t)

Dans ce cas, il existe bien un unique A tel que f dt converge.

La fonction gy: t € [1,+oo[+— )‘%f(t) est continue. On étudie la convergence de l'intégrale proposée en évaluant
I'intégrale partielle suivante grace au changement de variable ¢ = u + jT (pour x > 1, on pose k, = | F]) :

/r A(t) dt = /f dt = Aln(z) — Z/(JH)Tfit)dH C )

T T k,T t
x
t
= Aln(z Z / 1) g
U+ JT kT t
Comme f est continue et périodique, elle est bornée sur R. Par ailleurs il est clair que k,T ~ x quand x — +0o0,
donc i) .
t
—dt| < In — 0
[ e <ane [ =1 ()
On évalue maintenant la somme centrale en remarquant que fo uff;)T du est sans doute proche de fOT @ du quand
j est grand. Plus précisément (H,, = Z;L 1 ; est le n-itme nombre harmonique et (f) = = fo t) dt est la valeur

moyenne de f) :

_’:”Z_: OTufJflz)Tdu+< __Z/ u+]Tdu+ljZ_:/oTJ;(;)d
:z__:/o (fj(;)_uﬁ?ﬁd%
—Z/O L

Si l'on pose g: u € [0,T] — uf(u), continue, la majoration |f0 jTizZSf]T) ngoofOT (]dTu)2 = % ou K est une
uf(u)

. - L T
certaine constante, prouve que la série de terme général fo D) du converge.

Par conséquent, ffoo gx(t) dt converge si et seulement si la fonction « — A1n(x) + (f) H, —1 a une limite finie quand
& — +00. Or on sait que H, =Inn + v+ o(1) ou 7 désigne la constante d’Euler, donc

Aln(z) = (f)Hy, -1 = An(z) = (f)(In(kz) + 7+ o(1)).

Par définition d’une partie entiére, |& — k,| < 1, donc In(k,) = In(% + O(1)) = In(%) + In(1 + O(1)) = In(z) -
In(T") + o(1). On en déduit que, quand = — +oo,

Aln(z) = (f)Hr, -1 = An(z) — (f)(In(z) —In(T) + v+ 0o(1)) = (A = (f)) In(z) + (/) (In(T) + ) + o(1)

possede une limite finie si et seulement si (c’est la conclusion recherchée) :

= ;/OTf(u)du
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276.

RMS 2025 930 Mines Ponts P Sl . ... .. o énoncé p. 43

+oo
2
Soit f:x +— / e~"" dt. Déterminer la limite puis un équivalent de f(z) quand = tend vers +oc.

SOLUTION. — Voir RMS 2014 1012 Centrale PC et RMS 2019 463 X ESPCI PC.

La fonction g: t € Ry — et est continue et négligeable devant t% au voisinage de 400, ce qui justifie 'existence de la

fonction f.

Deux intégrations par parties successives (légitimes & cause de la convergence de f(x) et des parties évaluées) montrent

que
+o0 9pp—t? et e +oo p—t? e +o0 9pe—t?
f(a?):/ dt = |- —/ dt = —/ ——dt
A 21 o 20w ), Tas

o N 3 “+oo eft & — 671’2 67902 N “+oo eft2 &
4/, o 2z 423 L 12t

x

Dans la derniere somme ci-dessus, le terme central est évidemment négligeable devant le premier. Il en est de méme de

2 22
l’intégrale car Vt € [z, +oo[, >0 < 1224 < 155232, et intégration de cet encadrement sur [z, +-00[ donne 0 < f;oo 612:4 dt <
12x3 On en déduit que
efm
f(.%‘ m—;\—;-oo 2
RMS 2025 931 Mines Ponts P Sl .. ..o énoncé p. 43

Mots-clés : inégalité de Wirtinger
Soit f: [0,1] — R une fonction de classe C! telle que f(0) = f(1) = 0.

(a) Soient I} = / f(@)f (z) cotan(mz) dz et Iy = / f?(z) (1 + cotan®(7z)) dz. Montrer que I et I sont convergentes

et exprimer I; en fonction de I5.
1 1t

(b) En déduire que / f2< —2/ (f2.
0 ™ Jo

SOLUTION. — Voir RMS 2016 837 Centrale PC.
On indique que la fonction cotangente est définie sur R \ 7Z par la formule cotan = <22, On en déduit que la fonction

Sin

c: x +— cotan(mx) est définie et continue sur R \ Z. On dispose des développements asymptotiques suivants en zéro et
enl:

—1
@ S @y e

Par ailleurs, la cotangente, donc aussi la fonction ¢, sont de classe €>° sur leur ensemble de définition, avec

2 2
—sin“ — cos 1

cotan’ = —————=—— = —(1+ cotan?).
sin sin

(a) Les deux fonctions hy: x + f’(z)f(x)cotan(rz) et ho: x — f2(z)(1 + cotan?(rx)) sont définies et continues sur
10, 1[. On les étudie aux bornes de |0, 1[.
e Comme f € ¢1([0,1],R) et f(0) =0, on a f(z) = f'(0)z + o(x) en zéro, donc hy(x) = f'(0)? + o(1) en zéro.
La fonction hy se prolonge par continuité en zéro et fol ® by converge. De méme, ha(x) = f'(0)? + o(1), donc
ho se prolonge par continuité en zéro et fol/ 2 ho converge.
e Comme f € €([0,1],R) et f(1) =1, on a f(x) = f/(1)(x — 1) + o(x — 1) en 1, donc hy(z) = L (1) +o(1)

en 1. La fonction h; se prolonge par continuité en 1 et f11/2 hi converge. De méme, ho(z) = i (1) +o( ), donc

ho se prolonge par continuité en 1 et f11/2 ho converge.
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On conclut que I; et Iy sont bien définies.

Une intégration par parties formelle donne

1 2 1 1
x T
/ f(x)f(x) cotan(mrz) dz = % cotan(mz:)] +35 / f(2)%(1 + cotan?(rz)) d.
0 0 0
Les mémes arguments qu’a la question précédente montrent que f(z)? cotan(mx) a pour limite zéro en zéro et en 1,
et on déduit que | crochet ci-dessus converge et a pour valeur 0. Comme I et I convergent, I'intégration formelle
ci-dessus est en réalité une égalité de valeurs :

™
Il == 5[2.

1 1 1 1
2 2_ 2 _ 2.2\ —on] _ 2 2.2 _ o ffle— 2 202
w/of 7r<2 /Ofc) Iy W/Ofc /O(Wffc mfec?),

il suffit de démontrer que f01(27r ffle—m2f%c?) < fol f’2. Or la différence entre le membre de droite et le membre
de gauche de cette derniére inégalité est positif :

(b) Comme

1

1
/ﬁfo@mﬁ%—w%%%k3/<f—de.
0

0

[k [ur

REMARQUES. — 1) On peut préciser le cas d’égalité. Par continuité de la fonction positive (f —mcf)?, 'égalité a lieu si et seulement
si f'—mfc = 0. Comme 7c est la dérivée logarithmique de x + sin(7z) sur |0, 1], les solutions de cette équation différentielle sont les
fonctions de la forme 2 €10, 1[~ Asin(7z), ol A est une constante réelle, et les fonctions de ([0, 1], R) satisfaisant £(0) = f(1) =0
qui réalisent 1'égalité sont les « € [0,1] — Asin(mx).

2) Le changement de variable t = a(1 — x) + bx et le changement de fonction g(t) = f(z) conduisent & I'inégalité sur un segment
quelconque, dans laquelle on peut vérifier ’homogénéité :

On conclut que

™

Vg € € ([a,b], R), g(a)—g(b)—oﬁ/bg2 < (b_a>2/b(g')2-

3) En général, on donne plutot 'inégalité de Wirtinger avec les hypotheses g(a) = g(b) et fabg = 0. Dans ce cas, elle s’écrit

27
cette forme qu’on peut 'appliquer & la démonstration de I'inégalité isopérimétrique dans le plan, et a 1’étude de son cas d’égalité.

fab g < (b*—“)2 fab(g' )2, et elle se prouve habituellement grice & la comparaison des égalités de Parseval pour g et g'. C’est sous

RMS 2025 932 Mines Ponts P Sl ... ... e énoncé p. 44
Soit la suite de fonctions définies par f,: = — %e‘w.

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,,).

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,).

+oo
(c¢) Calculer / fn puis sa limite lorsque n tend vers +o00. Est-ce cohérent avec les théoremes du cours?
0

SOLUTION. —
(a) Les théorémes de croissance comparée montrent que la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R.

(b) Comme f,, est non bornée au voisinage de —oo, la convergence ne peut étre uniforme sur R.

On étudie maintenant le probléeme sur R . La fonction f,, est de classe ¢! avec Vo € R, f/ (x) = (f:_i_ll)!e_z(l - ).

Alors f, croit de 0 & f,(n), puis décroit et tend vers 0 en +oco. Par suite, et grace a la formule de Stirling, on a
n" 1

R+ = = — —-n ~Y .

Par conséquent, la suite (f,) converge uniformément vers la fonction nulle sur R, .
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(¢) La fonction f, est continue sur Ry et est négligeable devant m% en 400, donc elle est intégrable sur Ry. Une
intégration par parties, 1légitime car le crochet converge, montre que

400 n+1 +oo 400 ,..n 400
x x
1 = |————e " + —e Tdz = / -
/0 Ju1 [ (n+1)! }0 /0 n! 0 4

On en déduit immédiatement que

+oo +oo 400
Vn e N, / fn:/ f():/ e fdx =
0 0 0

+oo —+oo
1= lim fn;é/ lim f,=0.
0

n—-+oo 0 n—-+o0o

On a donc

Par conséquent, le théoréme de convergence dominée ne s’applique pas (comme il n’a rien a voir avec la convergence
uniforme, il n’y a pas d’incohérence avec les théorémes du cours). Les hypotheses faibles du théoréme de convergence
dominée étant satisfaites, c’est nécessairement I'’hypothese de domination qui est fausse.

278. RMS 2025 933 Mines Ponts P ST .. ... . énoncé p. 44
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,)n>0 définie sur R% par Vo >0, fo(z) =«

etVn €N, foii(z) = (fn( )+f7%(w)>'

SOLUTION. — Dans un premier temps, on fixe z € R7.
e Onposeg:t e R} — %(t + %). L’intervalle R étant stable par f, la suite f,,(x) définie par
fo@)=xz et VneN, fop(r)=g(fa(2))

est bien définie.

Les variations de g (continue, strictement décroissante de +o0o & zéro sur R, ) et le fait que g(v/z ) = /= montrent
que intervalle [y/z, +00[ est stable par g, et que g(]0, v/z[) C [v/z,+0o0[. On en déduit que

Vn =2, fu(x) € [V, +00|.
D’autre part, il est immédiat de vérifier que
vt € [Va,+ool, g(t) <t

avec égalité si et seulement si ¢t = /z. Il en résulte que (f,,(z)) est décroissante & partir du rang 2, et minorée par
vz, donc converge. Comme g est continue, la limite est un point fixe de g dans [/z, +00[. Comme le seul point fixe
de g sur cet intervalle est v/, on conclut que

N

la suite (f,,) converge simplement sur R* vers la fonction racine carrée.
Dans la suite, on notera f la fonction racine carrée.

e Montrons par récurrence sur n que
T

In (x) . —;\-Ji-oo on’
C’est vrai pour n = 0 puisque fo(z) = x pour tout = > 0. Supposons que cet équivalent soit vrai au rang n. Alors f%(m)
posséde une limite finie quand n — +oo (de valeur 2), donc fy(x) + £ @ ~ fo(@), puis fny1(x) ~ 5 fn(z) ~ 757
quand x — 400, ce qui achéve la preuve.

On déduit de cet équivalent que la convergence de la suite (f,,) ne peut étre uniforme sur R* , puisqu’aucune des
différences f, — f n’est bornée sur cet intervalle.

o En revanche, on va montrer que (f,) converge uniformément vers la racine carrée sur tout segment |[a,

0]
On rappelle pour cela que f2(z) € [\/z, +0o[ pour tout z > 0, et on calcule Vz € [\/z,+oo[, ¢/(t) = 2(1-%
L’inégalité des accroissement finis montre que si n > 3,

fa(@) = Val = lg(fa-1(@)) = 9(Va)| < g/ IX7 2 fora = V| < %|fn,1(x) - Val.
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Une récurrence facile montre alors que

Sl (@)~ Val.

Ve eRL, Vn>2, |fao(z)—+z|<

La fonction continue fo — f étant bornée sur le segment [a, b], disons par M, p, on déduit de I'inégalité ci-dessus que

Mg

Wn>2 |f - SIS < 50

d’otu la convergence uniforme annoncée.
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T
. . xe
SOlt f T = Z W
n=2
(a) Trouver les domaines de définition/continuité/dérivabilité de f.

(b) Trouver la limite de f en +oo puis un équivalent.

SoLuTioN. — RMS 2011 1091 CCP PSI, RMS 2015 655 Mines Ponts PSI, RMS 2016 511 Mines Ponts PSI.

(a) Si z < 0, la série Y fn(z) diverge grossierement. Si x = 0, c’est la série nulle. Si z > 0, le terme général est
négligeable devant la série géométrique convergente de terme général e~"*, donc la série converge. Le domaine de
définition de f (c’est son domaine de convergence simple) est

D = [0, 400].

Pour tout k >n+1, on a i1 < --. On en déduit (somme d’une série géométrique de raison e=* €] — 1,1[) que

+oo —(n+1)z —nx
x ke x e e x o(x)
VreR:Y, O0<R,(z) < — ek — 7 = < ’
+ = n()\lnn Z Inn 1—e® Inn e —1 "~ Inn
k=n-+1
ott 'on a posé p(x) = %5 . Il suffit alors de montrer que ¢(x) < 1 pour tout 2 € R, puisqu’a I’évidence ¢ est une
fonction positive sur R% . Or
e’ —1—zxe”
(=12

et si 'on appelle N(z) = e” — 1 —xe” le numérateur de ¢'(z), on a N'(z) = —ze® < 0 sur RY.. Par suite, N décroit,
et comme N(0) = 0, on conclut que ¢’ est négative sur R} . Comme limg¢ = 1, on a bien établi que 0 < ¢ < 1
sur R, donc que

Vz e RY, ¢'(z)=

1

VreD, |R, < —
peD, |Ry@) <

La majoration reste vraie en = 0 puisque R, (0) = 0 et prouve la convergence uniforme de Zn>2 fn. Chaque f,
étant continue, on en déduit que f est continue.

REMARQUE. — On peut aussi dire que ¢ tend vers 1 en 0, vers 0 en 400, est est continue sur ]0, 400], et démontrer que ces
hypothéses entrainent son caractére borné.

Chaque f,, est de classe C! sur |0, +o0 et

(1 — nx)

fula) =

Inn

Fixons un segment [a, b] de ]0, +oo[. Alors

Ve lab), |fi@)] < b,

Inn

Le majorant est le terme général d’une série convergente (par croissances comparées), donc Y f/ est normalement
convergente sur tout segment de |0, +oo|, d’ott il résulte que S est de classe € sur ]0, +oo].
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La fonction f n’est pas dérivable en 0 & droite car S(0) = 0 et pour tout N > 2 on a :

f(a:) N e "
< > .
Vr > 0, . Z nE . I (n)

Si f était dérivable en zéro, on pourrait passer a la limite quand x — 0 dans la minoration ci-dessus. On aurait

alors
AN
f(0) >
nz:; In(n)
pour tout N > 2, ce qui est faux puisque la série » ﬁ diverge (% = o(ﬁ))

(b) On a (Inn)f},(z) = e (1 — na), donc la fonction positive f, est maximale en L. De plus, si on fixe a > 0, alors
pour n assez grand on aura
Ifnllls >t = fu(a),
terme général d’une série convergente. La série Y f,, est donc normalement convergente sur [a, +0o[ et, comme
lim 4 o fr existe (et vaut 0), on peut appliquer le théoréme de la double limite :

“+oo —+oo
limf=> lmfn=)> 0=0.
n=2 n=2
Montrons ensuite que
re 2
) o~ T) = ——-
@) &—r+o0 fa(@) In(n)
11 suffit pour cela de montrer que % = In(2) :i?,’ % tend vers zéro quand z — +o00.
Or sil'on pose g, : © — % et sia >0, ona ||gn||£,ao’+°°[ = gn(a), terme général d’une série convergente. Comme

limy o g, = 0 pour tout n > 3, le théoreme de la double limite permet, comme plus haut, de conclure.

280. RMS 2025 935 Mines Ponts P Sl . ... . e énoncé p. 44
Pour o € R, on considére la suite de fonctions définie par fo =1 et, pour n € N*, f,: x — e ¢t

(a) Pour quelles valeurs de «, la série Y f,, converge-t-elle simplement sur R ?
“+o0
On suppose cette condition remplie dans la suite. On pose S = > f,.
n=0

(b) Montrer que S est de classe > sur R et calculer %) (0) pour k € N. Il s'agit plutét de calculer S™)(0)

(c) En utilisant le théoréme de Fubini, montrer que S est développable en série entiére au voisinage de 0 .

SOLUTION. — Je ne sais traiter la derniére question que dans le cas a > 1 (E. R.)

(a) Comme |f,(z)] = e~™", la condition nécessaire de convergence d’une série (son terme général doit étre de limite
nulle) impose ici que a > 0.
Réciproquement, si a > 0, alors n?|f,(z)] = n?e™"" = exp(—n® 4 2Inn) — 0 quand n — +o0o par croissances

comparées, donc > f,,(x) converge absolument, donc converge. Les valeurs cherchées sont données par

a > 0.

(b) Chaque f,, est de classe € sur R et on a
VEeN, VzeR, fF(z)=/(in)ke " e

On en déduit que f*) est bornée sur R et que ||f7(Lk) oo = n*e™"". Toujours par croissances comparées n’ ||f,g,k) lloo =

exp(—n® 4+ (k + 2)Inn) — 0 quand n — +oo, donc toutes les séries dérivées convergent normalement sur R. le

théoréme de régularité adéquat dit alors que S est de classe €, et que S*) = 3+ £ En particulier,
+oo
VkeN, S®(0)="> (in)e "
n=0
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(c) On fixe z € R et on pose
V(k,n) € N2,

Uk,n = €

_ o (inz)* .

k!

Alors on peut écrire ces calculs sur des termes positifs indépendamment de la convergence :

400 +oo

SN fuknl =

n=0 k=0

+0o0 +oo

>

n=0 k=0

) |a:|

e Sia>1,alors n® !t —|z| >

At +oo
grand, donc la série ) "0 e

an

% pour n assez grand, donc 0 < e

k|$‘k

E 7n n|x|

-1
7naen|x\ — efn(n” —

k=0

E) < e /2 pour n assez

n“enlzl converge, et le calcul ci-dessus montre que la famille (ug,n) est sommable.

Le théoréme de Fubini affirme alors (c’est 'égalité =) que toutes les séries ci-dessous convergent et qu’on a
*

+oo e +oo (an)k +o00 +o00
Ve eR, S(x Ze ZZe kz: 7l Zz%kz:uk,n
= =0 n=0 k=0
+00 +o0 +oo ok too N
S - (et
k=0n=0 k=0 n=0

La derniere égalité montre que S est développable en série entiere en zéro avec un rayon de convergence infini.

e Sia<
permet de prouver le caractére DSE de S. (E.R.)

281. RMS 2025 936 Mines Ponts PSI

7 . Yo -\ n
(a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere ) %5

(b) Montrer que pour tout = € [0, R[, >_ % = /
n>1 0
(¢) Que se passe-t-il pour x =17

SOLUTION. —

1, j’ai raté quelque chose car je ne vois pas comment le th. de Fubini, avec son hypothése de sommabilité,

énoncé p. 44

(a) Il vaut 1 (le cours dit que « Pour « € R, le rayon de convergence de Y . n®z™ vaut 1 », ou bien croissances comparées,

ou bien regle de d’Alembert).

(b) Fixons z €] — 1,1[. Pour tout ¢ €]0,1[, on a alors |zt| < 1, donc

In RS
flx,t) = p (—t)l —In(t) Z
n=0
ou 'on a posé f,:t €]0,1[— —In(t)(xt)"

terme sur l'intervalle

=10, 1].

Z falt)

. On vérifie ensuite les hypotheses du théoréme d’intégration terme a

o Chaque f, est continue (par morceaux) et Y f,, converge simplement sur I de somme f(z, - ).

o Lasomme f(x, - ) est continue par morceaux sur I.

o La majoration |fy,(t)|
1 montrent que f, est intégrable sur I avec

1 1
[ iolae=—iap [ e a
n+1

t Lo
= —l|z|" { lnt} f/
n+1 0 0

donc Y [, | fn| converge.
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n+1t

< |Int| avec In intégrable sur 0, 1] et le caractére prolongeable par continuité de f, en

tn
n+1

(-

||
dt ) = ———
) (n+1)%



Le théoréme d’intégration terme a terme dit alors que

1ln() 1 +oo oo
a:/o xt—l /Zf" dt—xZ/ In(t dt—xz +1 nz::lﬁ

(¢) Comme I désigne l'intervalle d’intégration |0, 1], ouvert en particulier en 1, la totalité de la question précédente
reste valable si x = 1 (le constater).

282. RMS 2025 937 Mines Ponts P Sl .. ... . énoncé p. 44
Soit f:z— 3 (3M)a”
n=0
(a) Déterminer le rayon de convergence de f.
(
(c
(d) Que vaut Z (2") GEY

b) Quel est le domaine de définition de f? La fonction f est-elle dérivable ? Si oui, déterminer sa dérivée.
) Déterminer une équation différentielle d'ordre 1 vérifiée par f.

SOLUTION. — Voir RMS 2015 667 Mines Ponts PSI et 2015 750 Mines Ponts PC.

(a) On calcule (2((’2,7*;‘;) [Eir_ﬁ?,)w X (["2)2, = (2n(+n23_(12)2+1) = 2(311?1). La limite ce quotient est 4, et la régle de d’Alembert
donne o 1
4
(b) Le calcul précédent montre que
Co @™ 20n+1) o+

G An+1)  n+l
Par ailleurs, la formule de Stirling donne
(2n> 1 (2n)*e=2"/4mn _ Vidmn 1
4qn n4++@>4"(n”@ ”\/ZWn) 2mn _-\/Wﬂ

Ce quotient est donc de limite nulle. On en déduit que :

o La série Zn>0 (2") zw diverge car elle est a termes positifs et son terme général est équivalent a — —75 (ot e > 0),
qui est le terme général d’une série de Riemann divergente.

o Lasérie ), - (2”)( 1)™ converge car elle vérifie les hypotheéses du théoréme des séries alternées.

11

En tant que somme d’une série entiere, f est de classe ¥°° sur son intervalle ouvert de convergence avec

+oo +o0o
vee |- s =)ot = Sa(2)er

n=0 n=1

On en déduit que

, = (20) =X @n)@n-1)2n-2)! = 2n—1)\ , 1
f(x)zzn'((n—l :Z n'n—(l) )x 1:22(211—1)(( )>x

n=1 n=1

+o0 N +o0 n—
= 4Zn<2(n 1))33”1 -2 Z <2( 11))x"1 = 4% (xf(z)) — 2f(z) = da f'(z) + 2f ().
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On en déduit que f vérifie 'équation différentielle suivante sur | — %, %[ :

/
=0.
v dx — 1y
Comme z — %ln(l — 4x) est une primitive de x 4$2_1 sur | — %, %[, les solutions de ’équation différentielles sont

les fonctions telles que

11 1 A
INeR, Vxe]—4,4[, y(z) = Nexp (—21n(1—4m)>_m.

Comme f(0) = 1, on conclut que
1 1

1
i) 0=

d) Le premier calcul de la question (b) s’adapte sans probléme pour montrer que, si z € [—=, 0], alors la suite de terme
1
général |(27?) x™| décroit. La série de somme f(x) vérifie donc les hypothéses du théoréme des séries alternées pour
tout x € [—%, 0]. En particulier, son reste d’ordre n vérifie
2(n+1)\ 1
< .
n+1 )4ntl

+§ <2kk) < ’ <2(:++11)> o

k=n-+1
Comme le dernier majorant ne dépend plus de x et tend vers zéro quand n — +oo (voir plus haut), on en déduit

que la série converge uniformément sur [—i, 0], donc que sa somme est continue. En particulier,

(()-EC)F e

n=0

Vase]

|Rn(z)| =

283. RMS 2025 938 Mines Ponts P Sl . ... ... énoncé p. 45
+Oo n z
Soient f: x — Zom et F:x»—>/0 e tf(t)dt.

(a) Déterminer le rayon de convergence de f et exprimer f a I'aide de fonctions usuelles.
(b) Montrer que F est définie et dérivable sur R. Que vaut F'?

(c) Montrer que F' est développable en série entiére et déterminer ce développement.

SOLUTION. —

n

(a) Par croissances comparées (la suite de terme général ﬁ est de limite nulle pour tout x) ou par régle de d’Alembert

((7%'1), — 0 quand n — +00), on montre que le rayon de convergence de cette série entiére vaut
R = +o0.

+oo g™

n=0 pr» O &

Comme exp(z) =
sinon.

f(x)—{ir_l sizx=0

(b) La fonction t — e~ f(¢) est continue. le théoréme fondamental de I'intégration montre que F est définie et dérivable

sur R avec
Ve eR, F'(z)=e"f(x).
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(¢) Comme z — e~ et f sont développables en série entiére sur R, le théoréme relatif au produit de Cauchy dit que
leur produit 1’est aussi, donc F’ est développable en série entiére sur R, donc (c’est un résultat du cours) F 1est
aussi. De plus, pour tout z € R

F'(z)=e f(x)z(Z( ) x ) (wa>

n! n=0
_ = = (_1)n—k n
T (kzzo (n—k)k+1 )"

S (RS

n=0 \k=0
On simplifie le coefficient > _ % (Z) griace a un calcul d’intégrale mené de deux facons :
1 171 n
t— 1)t -1
T [ )
0 n+1 |, n+l
1 n n 1 n —k
_k[(n (N (=)™ n
= Ll B PG N O D /tkdt: —1 ).
2ot ()i =S () [ etan= 3 SE(
k=0 k=0 k=0
On en déduit que Vo € R, F'(z) = Y729 %x" puis, comme F(0) = 0, le théoréme de primitivation terme a
terme des sommes de séries entieres sur leur intervalle ouvert de convergence montre que
—+oo —+oo -1
(=" 1 (=D
VereR, F(x)= ntl — "
* (z) Z(n+1)(n+1)!m Z nnl
n=0 n=1
284. RMS 2025 939 Mines Ponts P Sl . ... ... énoncé p. 45

Mots-clés : chemins de Motzkin
On cherche a déterminer le cardinal m,, de I'ensemble M,, formé des n-uplets (a;)1<i<n tels que :
(i) Vi, a; € {-1,0,1},

n

(i) Y2 a; =0,
i=1
p
(i) Vp € [1,n], > a; = 0.
i=1
On pose my = 1.
(a) Calculer my,ms et ms.
(b) Soit n € N*. Soit (a;)1<ign € M, tel que a; = 1.
Montrer qu'il existe r € [0,n — 2], (b1,...,b.) € M,., (¢1,...,Cn—pr—2) € My_,_o tels que
(a'17 ce 7an) = (17 b17 L) b7-, _17017 ce 7Cn—7'—2)
et justifier I'unicité de cette décomposition.

(¢) En déduire une formule de récurrence sur les mq, ..., my,.

+o00
(d) Soit f: xz— > muyx™. Montrer que le rayon de convergence de cette série entiere est > 0 et déterminer f.
n=0

SOLUTION. — On représente les n—uplets (a;)1<;<n de M, en tragant, dans le plan R?, les segments [S,,S,+1] pour
0 < p <n—1,oules points en question sont donnés par Sp = (0,0) et S, = (p,>."_, a;) pour 1 < p < n.

Le résultat est un chemin partant de I’origine, se terminant sur I’axe des abscisses, et d’ordonnées positives, appelé chemin
de Motzkin de longueur n : a; = 1 (respectivement a; = 0, a; = —1) correspond & un pas Nord-Est (respectivement Est,
Sud-Est). On a représenté ci-dessous le chemin de Motzkin associé a

(1, 17Oa _1707 170a 17 _17 _17 _17 1a Oa 1) 17 _1a 07 _17 _1) € M197

ainsi que sa décomposition unique étudiée & la question (b) : on a posé s =r + 2.
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1
0 1 ] n
On convient que My contient un unique élément appelé le chemin vide, de longueur zéro, ce qui est cohérent avec la
convention mg = 1.

(a) On trouve facilement

m1=1
m2:2
m3:4

Voici par exemple les représentations des quatre éléments de M3 :

L bal bl b

(b) Pour tout chemin de Motzkin (a;) € M, on définit Sy, ..., S, comme dans I'introduction.
Analyse. Si a1 = 1, alors le chemin est de longueur n au moins 2. Si r existe, comme (by,...,b.) € M,, on doit
avoir :

o Toutes les sommes S, pour 1 < p < r+ 1 sont supérieures ou égales a 1.
d r4+2 — 0.

Par conséquent, 'entier r + 2 est nécessairement défini par
r+2=min{p € [1,n], S, =0}.

Dans ce cas, I'unicité de r implique l'unicité de (by,...,b.) et de (¢1,...,Ch_r_2) qui sont, pour le moment, des

suites finies & valeurs dans {—1,0,1}.

Syntheése. Définissons r comme ci-dessus. Alors les conditions S,y1 # 0 et S.412 = 0 imposent que a,y2 = —1. On

pose (b1,...,b;) = (az,...,a;41) : ce chemin est vide si » = 0. Sinon, pour 2 < p <r+1, on pose T, =Y ©_ b =
f;l a; = Sp+1 — 1. Comme les S, pour 1 < g < r + 1 sont supérieures ou égales a 1, on en déduit que les T}, sont

positives ou nulles, et T, = .11 —1 =0 : la suite (by,...,b,) appartient bien & M,.

On vérifierait avec des arguments calculatoires analogues que la suite (c1,...,¢p—r—2) = (Gr43,...,a,) appartient
a M, _,_o, mais autant s’en remettre a la figure de I'introduction, ou tous ces calculs sont évidents.

(¢) Un chemin de Motzkin (a;) de longueur n > 2 commence
 ou bien par un pas Est (a; = 0), et alors (as,...,a,) est un chemin de Motzkin quelconque de longueur n—1;
e ou bien par un pas Nord-Est (a; = 1), et alors on a la décomposition unique de la question précédente.
Cette partition implicite de M,, se traduit par I’égalité

n—2

Mp = Mp—1 + § MMy —r—2.
r=0

Enfin, m; = mg = 1.
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(d) Comme M, C {-1,0,1}", on a m,, < 3™, et le cours affirme que le rayon de convergence R de f vérifie alors

ns b

w

Pour |z| < R, on multiplie la relation de récurrence de la question précédente par ™ et on somme de n = 2 &
I'infini, en reconnaissant un carré de Cauchy a la fin du calcul :

+oo /n—2
f( —I—I—Zmnl’ —xzmn " 1+x2z<zmrmn r— 2>I ne2
—l‘zmnx +$22<Zmrmn T> :x(f(x)—1)+x2f(a?)2
n=0

La fonction f vérifie donc ’équation de degré 2
Vo €] — R,R[\{0}, 2°f(2)*+(z—1)f(x)+1=0 et f(0)=mp=1.

Son discriminant vaut A(x) = (z — 1)2 —42% =1 — 22 — 322 = (1 — 32)(1 + ). Le plus grand intervalle centré en

zéro sur lequel A est positif est [, 3], ce qui implique que R < 3, puisqu’il faut que f(x) existe et soit réelle pour
|z] < R. On en déduit que

1

R = —.

3

Les deux solutions pour z €] — 1, 2[\{0} fixé sont

-2+ Ax) ot fg(m):l_x_ Az)

€Tr) =

fi(@) 22 22

Ces deux solutions étant distinctes pour tout = €] — &, £[\{0}, il existe un unique e(z) € {—1,1} tel que f(z) =
- x+€éa;)2” A=) . La fonction ¢ ainsi définie vérifie alors

2x2f(a:)—1+x_

vz € }—;;[ \ {0}, (@) = A(z)

Cette fonction est donc continue et a valeurs dans {—1,1}. Le théoréme des valeurs intermédiaires assure qu’elle
est constante sur chacun des intervalles | — %, 0[ et ]0, %[ La fonction f vaut donc fi ou bien f, sur chacun de ces
deux intervalles.

Par ailleurs, comme f; n’a pas de limite finie en zéro et comme f est continue, on a f = f5 en dehors de zéro :

1—az—+/(1-32)(1+x)
222

wwe |-p g \0) @) =) - et f(0)=1.

285. RMS 2025 940 Mines Ponts P Sl ... ..o énoncé p. 45
Soit g: = —

cosx’
(a) Montrer que g est développable en série entiére au voisinage de 0.

(b) Donner un encadrement du rayon de convergence.

SOLUTION. — RMS 2022 712 Mines-Ponts PSI
Voir RMS 2016 594 Mines Ponts PC.

(a) On peut procéder par analyse/synthese.
Analyse : Supposons f développable en série entiére au voisinage de 'origine. Comme f est paire, il existe r > 0 et
(an) tel que Vo € | —r;r[, f(x) = :: o anx™.

La fonction cosinus étant elle-méme développable en série entiére sur R, on a alors pour tout « € | —r;r [, par un

)"k o,

+oo n

produit de Cauchy (de séries absolument convergente) 1 = f(x)cosz = " >, ak ﬁx
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_qyn—k
Et donc, par unicité des coefficients d’une série entiere, 1 = ag et Vn € N*, ZZ:O ak% =0.

(-p"—*

Synthese : Soit a la suite définie par ag = 1 et les relations de récurrence Vn € N*| ZZ:O Uk (G = 0, soit

1 n—k
— 2 oak (2n 2K)1

On montre par une récurrence "forte" que vn € N, |a,| < 1

C’est vrai au rang 0. Supposons, pour n € N* fixé, que 'on a Vk € [[O; n—1], |ag] <1

_lak|

Alors par inégalité triangulaire, |a,| < Y75 Ty < <SS 7(% T = =30 —(22)! et donc |a,| < 30 (2
ch(1) — 1 < 1, ce qui achéve la récurrence.

On en déduit que la série entiere > a, 2" est de rayon de convergence R > 1, et de part les relations de recurrence

définissant la suite a, on a bien par produit de Cauchy Vz € | —R;R[, COS$Zn 0 @nz®™ =1 soit Z
1
cosx”

(b) On sait déja que R > 1. De plus Vz € | —R; R|[, cosx Z:::f) anz?® =1 donc la fonction cosinus ne s’annule pas sur

|—R;R|[, et donc R < /2.

REMARQUE. — L’exercice 2016 594 montre que g(z) = Z:X; {;f;;,x , ou a2, est le nombre de permutations alternantes sur
[1,2n].
286. RMS 2025 941 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 45

Mots-clés : fonctz’on de Bessel

Soit f : x+> Z (2%, 2,

(a) Trouver I'ensemble de définition de f.

(b) Trouver une équation différentielle vérifiée par f.
+oo

(c) Calculer / f#)e ™" dt pour z €)1, +o0].
0

SOLUTION. — Voir RMS 2012 1335 CCP PC, RMS 2020 1397 TPE PC, RMS 2020 1398 CCP PC.

_1)n+1(2nn|)2

(a) Comme | TG (1Y) 5| = 4(ni1)2 — 0 quand n — +o0, la régle de d’Alembert des séries entiéres dit que le

rayon de convergence de la série entiere vaut +oo, donc que

Dy =R.

(b) Le théoréme de régularité des séries entieres dit que f est de classe € sur R et se dérive terme & terme. En

particulier, pour tout z € R :

00 n

12
= 2mn!)

+oo n
f/(lﬂ) _ Z m (_1) 1,27171

12
— (2nnl)
( l)n 2n—2
Z 27'L 2nnl) x
On en déduit que pour tout z € R,
17 ! ) — n 2n 2 n—1 = (71)n 2n+1
af"(x) + f'(z) + o f' (x Z n( 2n ' +nzl 2 ' +ngo (2"n!)2x

D" o1 N~ (5D

= Z 2n(2n
n=1

) 2n—2 (
5T + nE:I 2n @
+oo (_1)n

= Z (2nnl)2 [2n(2n — 1) + 2n — (2n)?] 22"
n=1

=0.
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On fixe x > 1.

Pour tout n € N,, on pose f,:t € [0,4o00[— ((an),) t2re~*t de sorte que la série de fonctions continues Zn>0 fn

converge simplement vers la fonction continue g: t € [0, +oo[»—> f(z)e . 1l ne reste plus qu’a vérifier 'hypothese
forte du théoreme d’intégration terme a terme pour pouvoir conclure.

Comme #2f,,(t) — 0 quand t — +00 par croissances comparées, la fonction f,, est intégrable sur [0, +oo[. On rappelle
que f0+oo uPe™" du = k!, résultat qui s’obtient par une récurrence facile sur k € N. Alors le changement de variable

linéaire © = xt donne
+oo 1 +oo ) .
1, = n(|dt = ——— t*e T dt
|l = s [ e

1 /+°° <U)2" _du (2n)!
= —_— — e - =
(2mn!)? Jy x x  (2nnl)2g2ntl
n+1 _ (2n+2)(2n+1)

Le quotient = Gt tend vers I% quand n tend vers l'infini. Comme = > 1, on en déduit, grice a la
regle de d’ Alembert des séries numériques, que la série > I, converge. On conclut que

too +00 +o0 n
- . (2n)! 2n\ (=1)
[ et =S o= S S < 3 ()

Le cours donne facilement que Wy €] — 1,1[, (1 +y)~"/2 = 32720 (~1)" (") 4. Par conséquent, on a aussi
400 —1/2
1 1 1
Vo > 1, e ®dt==(1+—= - .
xr A f( )e - ( + x2> CC2 ¥ 1
287. RMS 2025 942 Mines Ponts P Sl . ... .. énoncé p. 46

On pose f(xz,s) = > 2.

()
(b)

()
(d)

+oo

n=1
Calculer f(x,0) et f(z,1) lorsque cela est possible.

i. Donner le rayon de convergence de © — f(z, s).

ii. Déterminer I'ensemble de définition de = — f(z,s), en discutant selon les valeurs de s.
Déterminer une relation entre f(z,s) et f(x,s —1). En déduire f(x,—1) et f(z, —2).

Soit p € N. Déterminer un équivalent de f(z, —p) lorsque x — 1~

SOLUTION. — On suppose s réel sans restriction.

(a)

(b)

On sait que pour tout x €] — 1,1]

T

z,0) =
fl,0) =
flz,1) = —In(1 — 2).
On ne peut pas prolonger la premiere égalité en 1 ou —1 car la série y diverge. On ne peut pas prolonger la seconde
égalité en 1 pour la méme raison.
En revanche, cette seconde égalité reste vraie en x = —1 : écrire que P fo 1 dt donc que la somme partielle

" dt| par fo t"dt = et faire enfin tendre n vers

k
Sy (7;) vaut — 01 171(;_;) dt, puis majorer le reste |f0
Iinfini.

1+t n—i—l )

. n ’ . K ’ b
i. Le rayon de convergence de ) -, =5 vaut 1 : c’est un résultat du cours. On peut aussi utiliser les théoremes
=
de croissance comparée ou la régle de d’Alembert.

ii. Compte-tenu du calcul du rayon de convergence, I’ensemble D de définition cherché vérifie I’encadrement

|-1,1[c D cC[-1,1].
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e Sis>1, alors ) Zfb" converge absolument donc converge pour tout = € [—1,1].

e Si0 < s <1, alors la série > ni diverge et la série > (;15)" converge car elle satisfait les hypotheses du
théoréme des séries alternés.
e Sis <0, les deux séries > (inﬁ divergent grossierement.
En conclusion,
[-1,1] sis>1
D=<¢[-1,1] si0<s<1
]—1,1] sis<0.

(¢) Le théoreme de régularité des séries entieres dit que =z +— f(z,s) est de classe ¥ sur sont intervalle ouvert de

convergence, ici | — 1, 1], et se dérivée terme & terme. On a donc
d Xt X g
\V,J?E]—Ll[, Z‘@(f(JT,S)):-’EZnSil :Zn371 :f(l‘,s—l).
n=1 n=1

En particulier, pour tout z €] — 1,1]

f=1) :x%(f(x’o)) :x% <1fx> :x% <1ix> - (1—3395)2
=2 = a0t = (75 ) == (G * o) ~ e

(d) On fixe z €]0,1[. On pose h: [1,+oo[+ tPat. 1l s’agit d'une fonction de classe ¢! avec

Vt>1, K(t)=ptP ta +tP(Inz)at =P et (p + tina).

La dérivée h' est positive sur [1,?,] et négative sur [t,, +-oc[, oit t, = — = €]1, 400, donc il faudra pratiquer une
comparaison série-intégrale adaptée a cette situation. On pose

Ng = |ts] .

o Pour tout k € [2,n, — 1] (la majoration est vraie aussi pour k = 1), on a

d’ott 'on déduit que

d’ott 'on déduit que

/+OO h(t)dt < Jio kPak < nPame 4 /+OO h(t)dt
o Py ng
Si 'on pose I, = 1+O° h(t) dt, on déduit des deux encadrements ci-dessus que
I, +1—=nPa"™ =1, +1—-h(n,) <I, +1-— /nx h(t)dt < f(z,—p) < I, +nba™
ng—1
Le changement de variable linéaire © = —¢In(z) montre que

+o0 . +o0 1 o0
I, = tPx* dt = tP tl dt = ———— Pe™" du.
z /1 T /1 exp(tln(z)) T /m(z)u e U
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Quand z — 17, onalnx ~z—1 — 0, et on sait (ou on redémontre par une récurrence rapide que f0+oo uPe " du =
p!), donc

7 1 oo Pe—u g p!
Iwik(lfxy+yé we T A T et

Ce quotient tend vers +o0o en 17, donc est prépondérant devant la constante 1. Il suffit de démontrer qu’il est aussi
prépondérant devant n2a™= pour assurer que

(0,-p) ~ —P
T, — ~ .
f@=p z—1- (1 — )P+l
Comme |t,] avec t, = —¢—, on a n, < —¢, et comme Inz <  — 1 < 0 au voisinage de 1 a gauche, on a

0<1l—z< —Inz puis, quand x — 17 :

pP i
P < <
Ny S (_lnx)p = (1—z)P
2™ = exp(ng Inz) < exp(—p)

npxna: < eippp =0 1 .
N (e I T

Cela conclut ’exercice.

288. RMS 2025 943 Mines Ponts P S ... .. énoncé p. 46
On définit la suite (u,) par : ug =1 et, pour n € N*, w, =/n+ up_1.

(a) Montrer que, pour tout n € N, on a: /n <u, <2vn+ 1.
(b) Montrer que u, ~ /n et déterminer la limite de (u,, — /n).

(c) Donner le rayon de convergence R de la série entiére > u,x".

+oo
(d) Calculer lim > wna™.

r—R~ =0
SoLuTION. — Voir RMS 2016 349 X ESPCI PC.
Une récurrence immédiate montre que u,, > 0 pour tout n € N.

(a) On raisonne par récurrence. Pour n = 0, il s’agit de montrer que /1 < ug = 1 < v/2 : c’est vrai. Supposons que
vn—1 < up—1 < 24/n pour un certain n € N*. Alors on dispose des équivalences suivantes :

vVn<u, <2Vn+1 <= néui:n+un,1<4(n+1) <— 0< Up—1 <3n+4.

On sait déja que u,—1 est positif, et il suffit de montrer que 24/n < 3n + 4 pour conclure. Or c’est vrai car, portée
au carré, cette inégalité sur des nombres positifs s’écrit 4n < 9n? + 12n + 16, ce qui est évidemment vrai.

(b) En substituant I'inégalité u,_1 < 24/n dans la définition de w,, on obtient

\/ﬁéungm ou encore 1 <

Par encadrement, on conclut que

<o J1+

BE
Sl

Up ~ /1.

La technique de la quantité conjuguée montre que

Up—1
Up — n = n—+u,—1— n = .
n f \V4 n—1 \/7 T T, 1+ \/7’7,
Le numérateur (resp. dénominateur) de ce quotient est équivalent & v/n (resp. & 2/n par division explicite), donc

lim (up, —vn) = %
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(c¢) Par équivalence entre les coefficients, le rayon de convergence R de la série entiére Y u,z" est le méme que celui
de Y /nz™, & savoir 1 (c’est dans le cours).

(d) On va démontrer que

—+oo
lim E Upr" = 400.
=0

z— R~
n

Comme les u,, sont positifs, la somme f de la série entiére est croissante, donc elle possede une limite ¢, finie ou
infinie, en 1~. Toujours par positivité, les sommes partielles vérifient

n

Vo € (0,1, Y upa® < f(2).

k=0
En passant a la limite quand z — 1~ a n fixé, on obtient
n
k=0

Comme u, ~ \/n et que la série & termes positifs Y /n diverge, on a lim Y, u = +00 quand n — +oo, donc
400 < ¢, ce qui conclut.

289. RMS 2025 944 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 46

1 2
. 1+1¢ Py , L -
Soit a, = / ( 5 )" dt. On pose f: x+— Y a,z™ et I'on note R le rayon de convergence de cette série entiére.
0

n=0
(a) Montrer que Vn € N, 2% < a,, < 1. En déduire un encadrement de R.

(b) Montrer que Vn € N, (2n+ 3)a,t1 =1+ (n+ 1)ay,.
—+o0

(c) En déduire que Vr €] — R, R[, 2z — 2?)f'(z) + (1 —2)f(z) = > ™.
n=0

(d) Trouver ainsi une expression de f(z) pour z €] — 1,1J.

(e) Trouver une autre expression de f(x) en montrant que :

1+ 2 n 1
1+t%)x 1
Ve e] - 11], f(x)z/ > <(2)> dt:/ e ¢
0 1 o 1- e

et en calculant cette intégrale.

SoruTIioN. — Voir RMS 2006 1132 CCP PC, 2011 1144 CCP PC, 2013 1019 CCP PSI, 2017 1319 CCP PSI, 2017 1339
IMT PSI, 2018 1350 CCP PSI, 2013 670 Mines Ponts PC, 2017 742 Mines Ponts PSI, 2019 1187 TPE PSI.

(a) Comme 3 < lth < 1 pour tout ¢ € [0,1], on a bien

1
Vn € N, 2—n<an<1.
Le cours dit que, si |a,| < |b,| pour tout n € N, alors R, > R} avec des notations évidentes. On en déduit que

1<R<2
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(b)

Grace a une intégration par parties, on obtient :

i 2\ n+1
141t
Ap+1 :/ < ) dt
0 2
1+t2 n+1 1
2
0

:1—(n+1)/01(t2+1—1)<1J;t2>ndt

1 2\ nt+1 1 2\ 1
:1—2(n+1)/ <1+t) dt+(n+1)/ <1+t> dt
0 2 0 2

=1-2(n+ Dapt1 + (n+ Da,.

Cette relation s’écrit encore

YneN, (2n+3)anr1 =2(n+ 1apt1 + any1 =14+ (n+ a,.
On multiplie la relation de la question précédente par z™ ol €] — R, R|, puis on somme pour n variant de 0 &
I'infini, en profitant de la dérivabilité terme & terme sur 'intervalle ouvert de convergence | — 1, 1[. On obtient

400 “+o0 +oo +oo
2 Z(n + Dapz™ ™ + Z Azt = Z "+ Z(n + 1apz™ ™!
n=0 n=0

n=0 n=0
—+o0 —+oo —+oo
= Z " + 22 Z nan,z” '+ x Z apz".
n=1 n=0 n=0

T g + 22 f!(x) + xf (z). Comme ag = 1, cela revient A

n=1

Cette égalité s’écrit aussi 2zf/(z) + f(z) —ap =

1

1—x.

+oo
Vo €] - R,R[, 2z —2%)f(x) + (1 —2)f(z) = Zw" =
n=0

Sur chacun des deux intervalles Iy =] — 1,0 et I =]0, 1], ’équation différentielle de la question précédente s’écrit

My 2T ey oy (L ] A S
P+ s fo) = P4 g (14 5 ) ) = -
Ak

—=2k___ ou A et Ay sont deux
lz(z—2)|

Les solutions de I’équation homogene sur I (k = 1 ou 2) sont de la forme = —

constantes réelles.

La méthode de variation de la constante donne une solution particuliere de la forme = +— % ou a fonction
r(r—
dérivable )\, satisfait
|2(2 — )|
)\/ )= Y 7 .
k(@) z(x —1)(x —2)

Je renonce & poursuivre les calculs compte-tenu des solutions trouvées a la question suivante (E.R.)

On fixe x €] — 1,1] et on pose u,: t € [0,1] — (#x)" 11 s’agit de déterminer si I’on peut écrire

1 +oo

+o0o 1
f(x);/() un(z)dt:/o ;un(t)dt.

0,1 - . .
omme |a,| < 1, on a ||u,l|es” < |x our tout n onc la série de fonctions continues > w, converge
C < 1, O < || tout n € N, donc 1 de fonct ¢
normalement, donc uniformément, sur [0, 1]. On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur
. 7 . 7 . . 2 Y re 7 3
un segment, en ’occurrence sur [0, 1], pour obtenir I’égalité ci-dessus. Comme la raison 1%33 de la série géométrique

> un(t) appartient & | — 1, 1], on peut finalement écrire que

1 +oo 2 n 1
14+t%)x 1
Va E] - 1a 1[a f(l‘) = /O E <( 9 ) ) dt = /(; 1 (14+t2)z dt
n=0 -

2

On distingue ensuite trois cas.
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290. RMS 2025 945 Mines Ponts PSI

e Siz=0,alors f(z) = f(0) =1.

o Size]—1,0[, on pose y = /Z=2, de sorte que

1 1
dt 2 dt
f(w)=2/272:—*/ﬁ
0 2—x—uxt T Jo y*+t
3 [mn ()], = Sy (5) = iy e (1f255)
= —— |arctan [ — = ——arctan | — | = ————= arctan —_— |-
Yy Y/ 1o zy y x(x —2) x—2
e Siz€]0,1], onposez:q/%Tw>1, de sorte que
1 1 1
dt 2 dt 1 1 1
1(@) /0 2 —x — xt? x/o 22—t xz ), <z—t+z+t>

L] () - e ()

...................................................................... énoncé p. 46
H *
Soit a € R

+oo +oo
(a) Montrer que / sin(t)e” ' dt et / |sin(t)|e " dt convergent et déterminer leur valeur.
0 0

sin(t)
h(t)

dt converge.

wn

+oo
(b) Montrer que/
0

+oo s
sin(t) 2
(c) Montrer que/ dt = T o L2
o sh() ; L+ (2n+1)2
+oo o
t
(d) Adapter les questions précédentes pour déterminer / 511r11((t)) dt.
0 ¢

SOLUTION. —

(a) La fonction ¢ — sin(t)e™ est continue sur R, , et V¢ > 0, [sin(t)e™| < e Or t — e~ est intégrable sur R
donc t s sin(t)e™t également.

Ceci signifie que fo sin(t)e~** dt converge absolument, soit que fOJrOO |sin(t)|e~** dt converge.

—aqi)t] o0
Ensuite f0+°° sin(t)e~** dt = Im (eroo e(—Fiat dt) =Im ([e_aizt] ) =1Im (al_l) = =
0

Enfin, O+°° |sin(t)le"dt = S TS:H)ﬂ |sin(t)le"tdt = Y% o Isin(t + nm)|e= >+ 4t via le changement
de variable t < t + nm.

Ainsi, fo*°° [sin()le™e! dt = 3272 €= [T sin(t)e” " dt.

Or [ sin(t)e=*'dt = Im ({%} o> =Im (1*6:2“)”) =T et Y 2 e o™ = —L donc [ | sin(t) e~ dt =

1+e ™ 1
l—e— o™ a241°

(b) L’intégrande t — Zi;;((tt)) est continue sur R%, de plus Sf((f)) —— 1 donc elle est intégrable au voisinage de 0.

Et S:;’((f) =0t 4100 (ﬁ) donc Sbf((f = Oy 100(e7?), d’olt son intégrabilité au voisinage de +oc.

En particulier, O+°o bsm(t)) dt converge.
(c) Pour tout ¢ > 0, on a “fll(()) e%ji:ft = 2131“6’162? = 2sinte t Y120 e~ 2,
Et donc f+°o sin )) dt = 2f o0 sin(t)e~ (2n Dt ¢,

Soit, pour tout n € N, u,, la fonction ¢t € R + sin(t)e~(2n+11,
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e Pour tout n € N, u,, est continue.

sin(t)
2 sh(t)
] pe—(ntD)m
1—e—(Cnt+hm (2n+1)2+1

est continue.

o La série Y u, converge simplement, et sa somme ¢

« Pour tout n € N, u,, est intégrable et f0+oo [un| =

d’apres la premieére question.

En particulier f0+°° [un| = Onosyoo (52) et donc la série 3 fo |un| converge.

Le théoréme d’intégration terme & terme assure que f+oo sin®) q¢ = 25+ 0 o, =230 m toujours

sh(t)
d’apres la premiere question.
sin(t)

(d) De méme l'intégrande t wh() est continue sur R, avec SC‘}?((Z)) — 0 et SCI}?((E; = 0 100(e7t), d’out son intégra-
bilité.

sin(t) _ 2sint __ 2sinte”*
ch(t) — et+e t T 14e—2t

—t +oo (_1)ne—2nt.

Pour tout ¢ > 0, on a = 2sinte 0

Et donc f+oo sslfll(f)) dt = f0+oo oo (1)t

La série > (—1)"u,, vérifie 14 encore les hypothéses du théoréme d’intégration terme & terme, donc f oo SIIT((E)) dt =
+ +oo (="
2 ni% 0 ( )U’”_an 0(2n+1 +1
291. RMS 2025 946 Mines Ponts P SI . ... ... énoncé p. 47
+oo " +oo e—t
Soient u,, = / e dretl= / — dt.
1 1 t
(a) Montrer que u,, est bien défini pour tout n > 1.
(b) Montrer que I est bien définie.
(c) Déterminer la nature de > u,. Ind. Effectuer un changement de variable.
SOLUTION. — ~ RMS 2024 1152 Mines Ponts PC
(a) Pour chaque n € N*, la fonction f, : z — e~*" est continue sur [1;+oo[. De plus, on a
Vee[l;4+o0], 0< fu(z)<e ™.
+oo +oo
Comme e~ * dx converge, le théoréme de comparaison assure que / fn(x) dz est convergente si bien que
1

1
U, est bien défini.

(b) f:t— e%t est continue sur [1,+oo[ et 0 < f(t) < et qui est intégrable sur [1, +o0|.

1
(¢) Pour n € N*, faisons le changement de variable t = . On a alors & = t'/" et donc da = —t"/"~1dt et
n

1 —+o0 1 1 o0
Uy = — e tn T dt = — gn(t)dt
1 0

n n

en posant
VneN*, Vi1, gu(t)=e ttnt

—t
e
Les fonctions g, sont continue sur [1;+o00[ et convergent simplement vers la fonction ¢t — - De plus, pour

1
n € N* et t > 1, lexposant — — 1 est négatif donc
n

VneN* Vtx>1, 0<gu(t) <e

La fonction ¢ — ¢! étant intégrable sur [1;+4o00[, on a ’hypotheése de domination qui nous permet de conclure :

n—oo

+oo e~
lim g¢,(t)dt = / —dt.
1 t
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292.

293.

—t +oo —t
e e
La fonction t — —— est continue, positive et non identiquement nulle donc son intégrale C' = / - dt est
1

C c PR
strictement positive. Cela prouve que u,, ~ —- Comme — > 0 et que la série E — est divergente, le théoréme de
n n n

comparaison prouve que g uy est divergente.

RMS 2025 947 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 47
1
Soient f € C°([0,1],R) et, pour n € N, I,, = / f(t™)dt. Limite de (I,,)?
0

SoruTioN. — RMS 2010 1011 TPE PSI
La suite de fonctions f,,: « € [0,1] — f(z™) converge simplement vers la fonction continue par morceaux

F(0) size|0,1],

f:xe[O,l]H{f(l) G 1

Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle est bornée : il existe M tel que Vx € [0,1], |f(z)] < M. On dispose alors
de I'hypothese de domination Vn € N, Vo € [0,1], |fn(z)| = |f(2™)] < M, ou la fonction constante M est clairement
intégrable sur [0, 1]. Le théoréme de convergence dominée affirme alors que

1
limIn:/O f(z)dx = f(0).

RMS 2025 948 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 47

1
t
Soient a et b d éels > 0. Mont dtzg
(a) Soient a e eux réels ontrer que/0 T

+m n +m n
(b) Calculer 3. &S et a2l
n=0

1+3
n=0 i

SOLUTION. — RMS 2017 759 Mines Ponts PSI, RMS 2018 862 Mines Ponts PSI
On distingue trois cas.

e Pour b > 0, on a i‘_—; ~ t*~1 quand t — 0, donc t — % est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si a > 0, par le
critere d’équivalence. On a alors
a—1 too
vt €10, 1], = ¢! Z(—l)”t”b.
n=0

14-¢b

La série de fonctions > (—1)"t*"1*"" converge simplement et sa somme ¢ % est continue. De plus, pour tout
n € N et tout ¢ €]0, 1],

n

Z(_l)kta—l-l-kb

k=0

1— (_1)n+1t(n+1)b
1+t

2ta—1
< )
1+t

_ ta—l

expression d’une fonction continue, positive et intégrable sur ]0, 1[. Via le théoréme de convergence dominée, on a

1 a-1 = 14nb = (=™
———dt = —1)me b g = :
/0 1+t 7;)/0 (=1) Z a+nb

n=0

a—1 a—1—b
e Pour b< 0,o0na ﬁ = ﬁ ~ %717t quand t — 0, et I'intégrale converge si et seulement si a —b > 0 soit a > b.
Si tel est le cas, on a de méme

ta_l_b

+oo
— 7fa—l—b Z(_l)nt—nb
b ’
1+1¢ =
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et par convergence dominée on a cette fois

/1 7 = Z / T i ) N o
o 1+t N a—b—nb_nzlnb—a

n=0

4oo (=)™ _ +oo (=)™
n=1 nb—a ~ n=0 a+nb

Malheureusement, rien ne dit qu’on n’a pas 1’égalité pour certaines valeurs de a et b. La

réponse est donc incompléete dans ce cas.
e Si b = 0, l'intégrale converge si et seulement si a > 0, et vaut alors —, alors que la série diverge grossiérement,
: ., n”
puisque son terme général vaut %

Application : a = 1 et b = 3 donnent

+2")(—1)" /1 dt
1+3n 0 1+t3
1
]_ _
:/ /3 —1/3t+2/3
o 1+t 2—t41

1 1 1 2t —1\1"
= |-In(l1+t)—=In(l —t+¢ +arctan( ﬂ

W2 o«

+
3 33

a=1¢et b =4 donnent
*Z’“’O(—l)"_/l dt
ltdn Jy 1T+t
—t++2 t+v2

| v e v

1

In(t2—v2t+1 _ In(t24+v2t+1
- —% + arctan (Qtﬁﬁ> N ( ) ) + arctan <2t\7§‘/§>
2v/2 2v/2
0

_ mV24+v2In (V2+2) — v2In (—v2+2)

N 8

2
= % (Tl' +In(3+ 2\/5))
294. RMS 2025 949 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 47
+
Sait fios [ e ar
0

a) Montrer que : Vu € R, |arctan(u)| < |ul.

(
(b) Montrer que f est de classe C! sur R.

)

)

(c) Déterminer le développement en éléments simples de ¢ — m pour |z| # 1.
(d) Montrer que f(z) =

+w o o 2
(e) Déterminer/ <7MCt‘;n(t)) dt.

0

ﬁ pour x > 0. En déduire la valeur de f sur R,

SOLUTION. — RMS 2006 1135 CCP PC, RMS 2011 1097 ENSAM PSI, RMS 2014 782 Mines Ponts PC, RMS 2018 987
Mines Ponts PC, RMS 2018 1172 Centrale PSI, RMS 2018 1424 CCP PC, RMS 2020 726 Mines Ponts PSI, RMS 2020
1377 CCINP PC, RMS 2020 1382 IMT PC

On pose f: (z,t) € R x RY — %nt(;)t) Il s’agit d’une fonction de classe €.
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(a) IAF appliquée a arctan sur [0, u].
(b) L’hypotheése de domination du théoréme de Leibniz est donnée par le calcul suivant : pour tout (z,t) € R x R* | on

a
of

t 1 1
o )| = |,

A+ &)1 +a262) ’u+ﬁxr+ﬁﬂ><@“*:1+ﬂ'

La fonction ¢ étant continue par morceaux et intégrable, il s’ensuit que F est de classe €' avec

vz € R F’()—/+OO dt .
TEE VTl A+ 21+ a22)

(¢) On effectue le calcul de F(z) pour x > 0, et on conclura griace au caractére impair de F. Si  # 1, la décomposition

1 5 12 . 1 22 1 T
W d’indéterminée ¢ est (in_l(m — 14_7]&2) On en déduit

en éléments simples de la fonction rationnelle
que pour tout x € R \ {1} :

™

, 1 too z? 1 1 +oo
Fl(z) = 1), 522 158 dt = 5 [z arctan(zt) — arctan(t)], 5 = WD)

De plus, cette expression reste valable pour = 1 par continuité de la dérivée (on a utilisé la positivité stricte de x
de maniere implicite, en écrivant que tligl arctan(xt) = 7 dans I’évaluation de Iintégrale). Comme F'(0) = 0, on
— T 00

trouve Vo € Ry, F(x) = 7 In(1 4 x). Le caractere impair de I montre ensuite que

gln(l +z) siz

VreR, F(x)=
(=) fgln(lf:c) six

0
0.

AN\

(d) L’intégrale est convergente (en zéro, la fonction intégrée a une limite finie égale & 1) et en +o0, elle est dominée
par la fonction ¢ — %2) Son calcul se fait par intégration par parties (on l’écrit sur un segment [0, al], puis on fait
tendre a vers +00) :

[ (et gy o [ ooty [T AL Gy ) = e
; ; n . o t1+82)

295. RMS 2025 950 Mines Ponts P Sl . ... ... énoncé p. 47
Soit f:a /+oota(‘iﬁr1).
0
(a
(b

Déterminer le domaine de définition D de f.
Montrer que f est continue sur D.

d

(c) Montrer que la courbe représentative de f admet la droite © = 1/2 pour axe de symétrie.
(d) Justifier I'existence d'une borne inférieure pour f; la déterminer.

(e

Déterminer un équivalent de f en 0 .

SOLUTION. —
(a) On trouve Z; =0, 1] par comparaison & des intégrales de Riemann.

(b) Application classique du théoréme de continuité, pour la dominatrice :
1 1 1 1 1
Vo € [a,b],Vx >0, 0< oy < max <$‘17xb> < EJFE

(¢) On montre que f (a + %) =f (% — a) avec le changement de variable u = %
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(d) Par symétrie il suffit de cherche I’ inf sur [%, 1 [ En suivant un peu I'idée suggérée par le changement de variable a
la question précédente :

Pour a € [0, % [,

oo dx
o3 (1 4 )
! dx Foo dx
_— _— on pose u = 1/x
) Sioaete

J
/0 (14 3(1+z)
J
J

flats) =

! dz +/ 1 du
otz (1+a) Jo uo2 (1+1)w

‘G\
—~
Q
S~—
I
—
=
8
—
8

Q
|
8

Q
S~—"
m\'
I
=
=
=
@
el
o
=
=
Q
I
e}
@D
=
D
0
=2
o]
@]
0
=
=.
<
@
)
@
=
=
5/}

On étudie ¢ : o — 7% 4+ 2% sur [O,%
©(0) = 2. On a donc :

1 1 1 dx L 4du
VaG{O,Q{, f<a+2> /0 NG u:\/i/o ikl

De plus, ce minorant est atteint en o = 0, donc on a méme un minimum :

inf = i B
nf fla) = min fla) =

(e) Au voisinage de 0, on sent bien que f(«) va exploser, et que la grosse contribution vient de l'intégration au voisinage

1

+oo 1
. 1 ~ 1 _+ 4 . N N
de 4+00. Autre remarque, si z est grand, gy N zarT et /1 perey _de = Toutes ces réflexions amenent &

penser que ’équivalent va étre L et nous conduit & regarder d’abord la quantité :

/+°° de /+°° de | /+°° da
1 r*(1+x) x| zetl(1 4 )

ce membre de droite étant continu en oo = 0 (théoréme classique), donc admet une limite finie en o« = 0 et donc est

borné en 0. On a donc : N +
o0 dx <1 1
R — —d O(1)=—4+0(1).
/1 zo(1+x) a:0/1 g 4 O =5 0

; 1 dx . o , . s
D’autre part, a — fo = (152) est continue en a = 0, donc bornée au voisinage de 0. Finalement, par Chasles,

f(@) = %+0(1), done|f(a) ~ L]

a=0

)

296. RMS 2025 951 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 47
+oo
Soit f:x — / arctan(xt)e " dt.
0
(a) Montrer que f est définie et de classe C! sur R.

(b) On définit la suite (uy) par ug € RY et Vn € N,u,11 = f(u,). Montrer que la suite (u,) posséde une limite et la
déterminer.

(¢) Trouver un équivalent de u,, en 4oo.

SOLUTION. —
(a) Notons u la fonction (z,t) € R x Ry ~ arctan(zt)e™.

o Pour tout z € R, la fonction partielle u(x,-) est continue sur R, intégrable car dominée au voisinage de +o0o
par t — e~ '. Et donc f(z) est bien défini.

 Pour tout ¢ > 0, la fonction partielle u(-,t) est de classe C* sur R.
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e Pour tout = € R, la fonction partielle Y(w,-)t ~t est continue sur R, .

_ -t
= e C

o Pour tout (z,t) e R xRy, on a |d x,t) | te™t, et t — te~! est continue sur R, intégrable.

Le théoréeme de régularité des intégrales & parametre assure que f est de classe C' sur R, avec Vz € R, f/(z) =
+
L 1+x2t26 fdt.

Pour tout > 0, on a f(z) > 0 (intégrale d’une fonction continue, positive et non identiquement nulle). En
particulier R’ est stable par f donc u est a valeurs strictement positives.

De plus pour & > 0 on a Vt > 0, arctan(zt) < at donc f(x) < fo e"tdt = x donc Vn € N, uyy1 < Up.
Ainsi, u est décroissante et minorée donc converge, vers une limite £ > 0

f étant continue, ¢ est un point fixe de f. Et comme Va > 0, f(z) < x, nécessairement ¢ = 0.

On montre, toujours grace au théoréme de régularité des intégrales & parameétre que f est de classe C3 sur R, avec

pour tout z € R, f"(z) = 0+°° (1;207?5;)264 dt et fO)(z) = 0+°° %t?’ e~tdt.
En particulier, £(0) =0, f/(0) = 1, f”(0) = 0 et f®(0) = —12, d’on par la formule de Taylor Young le développe-
ment limité f(z) = x — 223 + 0,0 (23).

Comme u,, —— 0, il vient w41 = f(un) = up — 2ud + o(ud).
n—-+oo

Et donc pour tout réel a;, on a ul, ;| — u® = ul ((1 —2u2 + o(u2))* — 1) = —20us*? + o(usd™?).
Pour o = —2, on obtient 1/uZ ; —1/u2 = 4.
Le théoreme de Césaro donne 1/n Z;é Ljui,  —1/ud p—— 1% P 4. Autrement dit u? ete =
et comme u est a valeurs positives, u,, e ﬁ
297. RMS 2025 953010\/Iines Ponts P Sl . .. énoncé p. 48
Soit f: o:r—>/ x—l—etdt

(a)
(b)
()

Montrer que f est définie au moins sur un intervalle de la forme | — a, af avec a > 0.
Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0 .

Calculer ce développement et en déduire une expression f(z).

SOLUTION. —

(a)

(b)

Pour z € |-1;1], la fonction ¢ — ﬁ est continue sur R, dominée au voisinage de +oo par t — e~! donc
intégrable par le critére de domination. Ainsi, f est définie sur | —1;1].

Pour z € |—1;1[,on a f(x) = f0+00 1_&;% dt — [0 ot Z:::f)(fl)”x”e’”t dt puisque Vi > 0, |re~t| < 1.
Autrement dit f(z) = 0+OO ;F:B(_l)nxne—(n—s-l)t dt.

Notons, pour n € N, u,, : t € Ry — (,anne—(nﬂ)t'

e Pour tout n € N, la fonction u,, est continue.

o La série > u, converge simplement et sa somme t — ﬁ est continue.

o Pour tout n € N, f;oo [up| = |2|" fOJrOO e~ (Dt qt = LI—_L, terme général d’une série convergente.
JRRY s 42 . N _ +oo ptoo _ +oo n.n 100 —(n+1)t
Le théoreme d’intégration terme a terme assure que f(xz) = > 70 " un = > 20 (=1)"x fo e dt.

Autrement dit, sur | —1;1[, f est la somme d’une série entiére.

Finalement, Vo € ] —1;1[, f(z) = 3./ (_ilfn et donc zf(z) = 3.1 % = In(1 + z) soit f(z) = w
pour z # 0 (et f(0) = 1).
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298. RMS 2025 953 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 48
Soit f:x — / et dt.
0

Soit g : x — e"”2f(:r). Montrer que g est solution de (F) : y' — 2xy = 1 avec y(0) = 0.
Déterminer les solutions de (E) développables en série entiére et préciser le rayon.

La fonction g est-elle développable en série entiere ?

SOLUTION. —

(a)
(b)

()

z— e~ est continue sur R, f est donc de classe C' sur R en tant que primitive, et f’ est la fonction x e,
g est également de classe C! en tant que produit, et Vo € R, ¢/(z) = 2xe$2f(x) + e’ f'(z) = 2zg(x) + 1, autrement
dit g est solution de (F) : ¥’ — 2zy = 1, et on a bien la condition initiale g(0) = f(0) = 0.

Soit y : x — Z+°° anx" la somme d’une série entieére de rayon de convergence R > 0. Supposons y solution de (E).
Alors Vo € | —R; R[, 5% (n + Dansiz™ — 237 a2 = 1.

Par unicité du développement en série entiére de la fonction constante égale a 1, ceci équivaut & a3 = 1 et Vn €
N* (n+ Dap+1 — 2a,—1 = 0.

, . 2n 2n,
Par récurrence, on obtient Vn € N, az, = 7% et az,y1 = (22n+1 Et doncy : x — ag En o In| _1_22-0% (22n+77i)‘1,‘2n+1

2n 2n
7 . 7 3N xT 241! 2n-+1
Réciproquement, lest deux séries entieres >, -, % et Zn>0 Grri® sont de rayon de convergence infini (via

+oo g2 Z+OO 22"n! | 2n+1

le critere de d’Alembert par exemple), donc les fonctions de la forme  +— ag ) ") & + Gt ¥ sont

définies sur R, et solutions de (E) par construction.
L’ensemble des solutions de (F) développables en série entiére forme un espace affine de dimension 1, c’est donc
Pensemble des solutions de (F). g étant solution de (E), elle est donc développable en série entiere.

N.B. On peut aussi noter que f est développable en série entiére en tant que primitive, et donc g aussi en tant que
produit.

299. RMS 2025 954 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 48
+oo
Soit I': x +— / t*“lemtdt.
0

Montrer que I est définie sur ]0, +-oc[ et qu’elle est de classe C2. Montrer de plus que I'(z) > 0 pour tout = > 0.

Etudier la convexité de T et celle de Inol.

n

Pour tout = > 0, établir : lim t" (1 —t/n)"dt = T'(z).
n—+0oo Jq

n 1
Exprimer / t*~ (1 —t/n)™ dt en fonction de / w1 — u)" du.
0 0
Montrer que la suite de fonctions f,, : © € R} m converge simplement vers I'. Ind. Procéder par intégrations
par parties successives.

SOLUTION. —

(a)

Soit w: (z,t) € (R%)? — t"le "

Pour tout 2 > 0, la fonction partielle u(z,-) est continue sur R*, de plus u(z,t) o t*=! donc, par le critere
—

d’équivalence des intégrales de fonctions positives, fol t*~le~tdt est de méme nature que l'intégrale de Riemann

fol t*=1 dt, soit convergente.

Enfin u(,t) = Oy 4o (75) donc par le critére de domination u(z,-) est également intégrable sur [1;+oo[. Finale-
ment, I" est bien définie sur R .

Et pour tout = > 0, I'(x) est strictement positif en tant qu’intégrale d’une fonction continue, positive et non
identiquement nulle. Enfin,
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« Pour tout 2 > 0, la fonction partielle u(x,-) est continue sur R, intégrable comme vu précédemment.

« Pour tout ¢ > 0, la fonction partielle u(-,t) est de classe C? sur R7.

e Pour tout x > 0, la fonction partielle %(x, ) it —In(t)t" te~! est continue sur R%, intégrable car dominée
par t — t*/2=1 au voisinage de 0 et par t — 1/t? au voisinage de +oo.

Et la fonction partielle %(x, )+t = In®(¢)t*"tet est continue sur R .

« Pour tout [a;b] C RY, on a la domination locale V(z,t) € [a;b] x R,

(:g t)‘ < Pap(t) = In?(t)tete !
sit <1, ln2(t)tb_le_t si t > 1. Et la fonction ¢, ; est continue, mtegrable car dominée par ¢t — ta/2=1 a4

voisinage de 0 et par t — 1/t? au voisinage de +oc.

Le théoréme de régularité des intégrales & parametre assure que I est bien de classe C2 (et que ses dérivés s’obtiennent
en dérivant sous le signe d’intégration).

(b) On a en particulier Vo > 0, T (z) = O+°° In?(t)t*~le~tdt > 0 (inégrale d’une fonction continue, positive, non
identiquement nulle) donc T est (strictement) convexe.
Et, en dérivant comme une composée Inol', on a (Inol') = 1% puis (Inol')” = w du signe de IT'T” — (I")2.

Or pour z > 0, 'inégalité de Cauchy Schwarz appliquée & f : ¢ — t%/271/2¢7t/2 ot g : ¢ > —In(¢ )t‘”/z_l/ze_tﬂ,
toutes deux de carrés intégrables sur R*} donne

e ( [ - fg>2 </ T / P @)

On obtient TT” — (I')? > 0 donc (Inol')” > 0, autrement dit In ol est convexe.

(¢) Soit z > 0. Pour tout n € N*, on note f,, la fonction définie sur R* par f,(t) =t*"1(1—t/n)" sit <net f(t) =0
sinon.

o Pour tout n € N*, la fonction f,, est continue (y compris en n).
o Soit t > 0. Pour n > t, on a f,(t) = t*~tern(1=t/n) — t*~le=t. Autrement dit la suite (f,) converge
n—-+0oo

Le~t elle-méme continue.

simplement vers la fonction f:t+— t* ‘e

o Enfin pour tout n € N*, on a pour ¢t < n, In(1 — t/n) < —t/n donc 0 < f,(t) < t*"le~t, encadrement encore
valable pour ¢t > n puisqu’alors f,,(t) = 0. On a donc |f,| < f, et f est continue, intégrable.

Le théoreme de convergence dominée assure alors que f oo foo- = oo f =T(z), autrement dit que hm f t*=1(1—
0 n—-+oo 0 n—+o00
t/n)"dt = I'(x).
(d) u + nu étant de classe C!, strictement croissante, bijective de ]0;1] sur ]0;n], le théoréme de changement de
variable assure que [i' t*71(1 —t/n)"dt = fol (nu)*1(1 — u)"ndu = n® fol u (1 — u)" du.
(e) Une intégration par parties (licite...) donne f w1 —w)"du = [’;—1(1 - u)”}(l) - fol %(—n(l —u)" Vdu =
" fo (1 — )" !du.

Une seconde intégration par parties donne alors fol w1 —u)"du = n{n—1) fol w1 — u)" =2 du, etc, soit apreés

z(z+1)

n intégrations par parties,

1 ! L !

rx—1 n . r+n—1 n:
u 1—u)"du = u du =
/o ( ) x(x—i—l)...(m—f—n—l)/o z(x+1)...(x +n)
noar— n z (1, z+n—
Et donc [ t*~1(1 —t/n)"dt = n” [j u** 1du=m fu().
Comme [i" t*~1(1—t/n)" dt R I'(x), ceci assure que (f,) converge simplement vers T
n—-+00
300. RMS 2025 955 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 48

“+o0
On admet que/ et dt \F .On pose f:x |—>/ cos(2zt)e” 4t
0
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(a) Montrer que f est définie et de classe C! sur R.
(b) Trouver une relation entre f et f'.

(¢) En déduire une expression simple de f(z).

SoLuTIiON. — RMS 2017 13322 CCP PSI, RMS 2020 722 Mines Ponts PSI
On pose g: (z,t) € R? = et cos(2zt).

(a) On vérifie les hypotheses traditionnelles :

o Pour tout t € [0, +o00[, la fonction g(-,z) est continue sur R.
o Pour tout z € R, la fonction g(z,-) est continue (par morceaux) sur [0, +00[.

« Pour tout (z,t) € Rx[0,+00], [g(z,t)] < (t) = e~*", avec ¢ continue et intégrable sur [0, +oo[, car négligeable
devant ¢ — t% en +00.

D’aprés le théoréme de continuité sous le signe [, la fonction f est définie et continue sur R.

(b) Sur la lancée, le théoréme de dérivation sous le signe [ donne f de classe € sur R et
+oo R
Ve eR, fl(z)= —/ e 2t sin(2xt) dt.
0

(¢) Une intégration par parties, justifiée par la convergence du terme évalué, donne

27 +00
VzeR, f'(z)= [Sin(th)e_t }

400
. —Qx/ et cos(2xt) dt = =2z f(x).
t= 0

=0-0=0

On en déduit l'existence d’une constante réelle C' telle que Vo € R, f(x) = Ce" puis, avec la donnée de 1’énoncé,
C=f(0)= @ Finalement,
Ve eR, f(x)= ge_zz.

301. RMS 2025 956 Mines Ponts P S ... ... . énoncé p. 48

+oo t3 "
Soit F': x »—>/ ——e *'dt
0 V1+tt

(a) Déterminer le domaine de définition I de F'.
Montrer que F est de classe C! sur I et donner son sens de variation.

(b) Déterminer les limites de F' aux bornes de I.
+00
(c) Calculer G(x) = / 3=t dt pour z > 0.
0

(d) Montrer que F(z) ~ 5.

z—+o00 T
Ind. On pourra étudier |F' — G| et utiliser la relation de Chasles.

SOLUTION. —

3
a) Pour <0, on a ——e~% 00, 'intégrale diverge grossiérement.
(a) <0, e " o roo, lintég ge g

Et pour z > 0, 'intégrande ¢ — \/%e_“ est continue sur Ry et dominée par t — t% au voisinage de 400, donc
I'intégrale converge (absolument). Ainsi I = R .

. * 3 —r
Soit u : (x,t) € Ry x Ry — ﬁe ot

o Pour tout = > 0, la fonction partielle u(z, -) est continue sur R, intégrable d’apres ce qui précede.
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t4 —xt

~ira¢

o Pour tout t > 0, la fonction partielle u(-,t) est de classe C' sur R% et g—g C(x,t) =

e Pour tout x > 0, la fonction partielle g—z(a:, -) est donc continue sur R .

o t4 4
ﬁ(z,t)’ < e tavec t — \/W
continue, positive, intégrable sur R, (dominée par t + 1/t> au voisinage de +00).

—at

o Enfin pour tout a > 0, on a la domination ¥(x,t) € [a;+oo [ x Ry,

Le théoréme de régularité des intégrales & parametre (avec domination locale) assure que F est de classe C! sur

I =R, avec Vo > 0, F'(x) = O+°°_\/% —at 4y

En particulier F” est négative (strictement) donc F est décroissante (idem).

N.B. La décroissance de F' s’obtient directement, sans dériver. ..

(b) Pour tout x >0, 0ona 0 < F(z) < 0+°O te=*'dt = 25 donc par encadrement F'(z) — 0.

Tr——+00

Le théoreme de la limite monotone assure que F admet bien une limite en 0.

Et pour tout A > 0, on a Vz > 0, F(z fo et dt.

t4

Le théoreme de continuité des intégrales a parametre permet de montrer sans piége que x > fo \/13-7 2t ¢ est
continue sur R, donc en particulier en 0.

Passant a la limite en 0 dans I'inégalité, il vient 1131 F(x fo \/7
Ceci pour tout A > 0, or fo \/1-5-7 dt yu +00, donc nécessairement J:}L% F(z) = 4o0.
(c¢) Soit > 0. Le changement de variable u = zt (licite) donne G(x) = f0+°° we dy = 4) =25,

(d) Le méme changement de variable donne |F(z) — G(x)| = G(x) — F(x) = f;oo <1 — \/1+14/ 4) = ~ du donc

x4|F(m)G(a:)|/+oo 17; ude ™ du
0 V1+ut/zt

1 ule ¢ —> 0, la fonction nulle est bien siir continue, et ’on dispose

\/ 1+ut /x4 z— 400
1— 1 u3€7u 1
1+ut/zt

Or pour tout © > 0,on a | 1—

e

de la domination

- (1 - W) ude ™ < ude™¥, avec u — ude™ " intégrable.
u xT

P . . + —
Le théoreme de convergence dominée continu assure que fo o (1 — W) wle " du —+> f0+oo 0du = 0,
u xT T——+00

autrement dit que z* |F(x) — G(z)| P 0 ou encore F(z) — G(x) = 02400 (1)

Comme G(z) = %, ceci signifie exactement que F(z) ~ 5.

r——+00
302. RMS 2025 957 Mines Ponts P SI . ... ... énoncé p. 49
—(t +1)m
On pose f: x|—>/ T dt et g: x»—>/

(a) Montrer que f est définie sur R et qu'elle est paire. Que vaut f(0)?
(

b) Montrer que f est de classe C! sur R et donner I'expression de f’(z).

d

)
)

(c) Montrer que g est définie et de classe C! sur R.

(d) A I'aide d'un changement de variable affine, montrer que : Vz € R, f'(z) = —2¢'(z)g(z).
)

A
(e) Montrer que : Vz € R, f(z) = T — g(x)>.

oI

“+o0
(f) En déduire la limite de g en 400 puis conclure que / et dt =
0
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SoLUTION. — RMS 2014 1287 CCP PSI, RMS 2018 855 Mines Ponts PSI

(a) La fonction ¢ — =% est intégrable sur [0, +oo| car elle est continue positive, négligeable devant 7 en +00.

a2 2
(b) e« Posons p: (z,t) — % pour x > 0 et t € [0,1]. La fonction z — ¢(z,t) est de classe €' sur R, et
g‘p (z,t) = —22e~" 1+ a fonction ¢ — o(z,t) est continue sur [0,1] et donc intégrable sur ce segment.

Enfin, ¢t — g—f(x, t) est contmue sur [0, 1] et donc intégrable sur ce segment.
Soit @ > 0 et x € [0,a] : Vt € [0,1], g‘; (z,t)] < 2a et la fonction constamment égale & 2a est intégrable sur
[0, 1].

1 _de s

On en déduit que F' est de classe ¢! sur tout intervalle de la forme [0, a] et donc sur Ry. F(0) = [; 135 = §-

e La fonction x — foz e~t" dt est classe € sur R, en tant que primitive qui s’annule en 0 de la fonction continue
t + e~t. Posons H = G?, ce qui définit une fonction de classe €' sur R, en tant que produit de telles
fonctions. On a G(0) = 0.

o Soit z > 0. Comme F'(z) = —2x fol e ) g =

u=xt

2 Iy e du=—H'(z),ona F' + H =0. On en
déduit que
Vo 20, F(z)+G(z) = f(0) + G*(0) =

NE

o Soit (@ )nen une suite de réels positifs de limite +o00. La suite de fonctions ¢ — ¢(z,,t) converge simplement
vers la fonction nulle sur [0,1] et Vn € N, V¢ € [0,1], |p(zn,t)] < H% Par application du théoréme de
convergence dominée et du critére séquentiel des limites, on en déduit que lim,_, o F(z) = 0.

Conclusion : par passage a la limite lorsque z — 400 dans 'égalité F + G? = T, on obtient (f0+°° et dt)2 ==

1
Comme [F* e~ dt >0, [ e dt = .

303. RMS 2025 958 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 49

Soit f : R — R une fonction de classe C* telle que f(0) = 0. Soit g : z @ A I'aide de la formule de Taylor avec reste
intégral, montrer que g se prolonge en une fonction de classe C*° sur R.

SOLUTION. — Solution avec la formule de Taylor Young (qui se démontre a partir de formule de Taylor avec reste intégral).
Les théorémes généraux assurent que g est de classe C* sur R et sur R*. Et g(z) ——0+ 17(0) donc g se prolonge par
z—

continuité en 0. Pour conclure, il reste & prouver que pour tout p € N*, ¢(») admet une limite finie en 0. Le théoréme de
limite de la dérivée assure alors que le prolongement par continuité de g est indéfiniment dérivable en 0, donc de classe
C sur R.

Soit donc p € N*. Pour tout x # 0, la formule de Leibnitz donne

. - o (DR & p! .
9w =32 (7)1 S = S e )

Et grace a la formule de Taylor Young, appliquée & lordre k41 & f®P=%) en 0 (ce qui est licite puisque f est de classe
C™),

9P(2) = Xho(— 1)’“(,9_;5% (Zk o fmR(0) 4+ 2 k+1 A +1)(0)+0($k+1))
= b ()" Wf(p FH0) + X (- 1) Wf(pﬂ)( )+ o(1)
ZPH ZP—] (=1)F mf PH=D(0) + Y h o (—1)F mf D(0) + o(1)
grace au changement d’indice j =k — 7 + 1.

Le terme j = p + 1 vaut (—1)? == f(0), il est nul par hypothese. Et pour j € [1; p], on a via un changement d’indice
b=k+1-7,

+1— i !
i () Gemiern = Xk (D™ 1W
— 1 P J
= (V) ey X (D)

i— 1
= (1) By (1—1)” J* 0

grace a la formule du binoéme.

Ainsi, au voisinage de 0, g'P)(z) = Y8 _(—=1)* Wékﬂ)!ﬂpﬂ)(m + 0(1), c’est-a-dire que g®) admet une limite finie en
0.
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304.

Solution avec la formule de Taylor avec reste intégral.
Le théoréeme fondamental de l'intégration (ou formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre zéro), I'égalité f(0) = 0, et
le changement de variable affine ¢ = ux, montrent que pour tout x € R :

x x 1
= f(0 "t)dt = "t)dt = ! du.
1@ =10+ [ rwa= [ roa=e [ )
On en déduit que .
Vz € R¥, g(m)z@z/ I (uz) du.
0

Tout d’abord, g se prolonge par continuité en zéro en posant g(0) = f'(0) puisque g est la fonction taux d’accroissement

de f en zéro. On remarque que ’expression fol 1/ (ux) du vaut aussi f/(0) lorsque x = 0, de sorte qu’on dispose d’une
expression uniforme du prolongement de g, encore noté g :

1 1
Vz € R, g(a:):/o f'(uz)du:/o h(z,u) du,

ot 'on a posé h: (x,u) € Rx[0,1] — f'(zu). La fonction h est de classe €°° par rapport au couple (z,u), puisque f Dest.
De plus, comme l'intervalle d’intégration est un segment, 'hypothése de domination locale pour a;n sera vérifiée pour
tout n € N, donc on peut appliquer le théoréme de régularité des intégrales & parametres : la fonction g est de classe €*°
sur R.

On peut en outre calculer, pour tout z € R et tout n € N :

1 anh 1
g™ (z) = / —(7,u)du = / u” D (zu) du.
o Ox 0

RMS 2025 959 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 49
Soit (E) I'équation différentielle : z2y/(2) + y(z) = 2>.

(a) Montrer que (F) n'admet pas de solution développable en série entiére.
(b) Résoudre I'équation différentielle sur ]0, +oo].

(c) Montrer qu'il existe une unique solution tendant vers 0 en 0.
SOLUTION. — ~ RMS 2019 1046 Centrale PSI

—+oo
(a) Soit y(z) = > apz™, de rayon de convergence R > 0. En utilisant le théoréme de dérivation terme & terme des
n=0

sommes des séries entieres et le théoréeme d’unicité des coefficients d’un développement en série entiere, on montre
que y est solution de (E) sur | — R, R[ si et seulement si

ag =
ay =

_ o O

as =
Yn=3, a, = —(n—1)ay_1.

Par conséquent, pour n > 3, a,, = (—1)"(n — 1)! mais alors R = 0. Il n’existe donc pas de solution développable en
série entiere au voisinage de 0.

(b) On résout avec la variation de la constante : les solutions sont les fonctions telles qu'il existe C € R vérifiant
x
Vo € R, y(z) = <c+/ e 1/t dt> el/”,
1

(¢) Puisque lim+ el/®

= +o00, pour que y admette une limite finie en 0, il est nécessaire que lin}J(C’ + fl‘r e~ 1/t dt) =0,
z—0 T—

c’est-a-dire que C = fol e~ 1/t dt, donc que
xT
Ve eRL, y(x)= el/x/ eVt dt,
0

ce qui donne déja l'unicité. Cette condition est suffisante : en effet, 0 < y(z) = fom el/z=1/tqt < fom dt = z, donc
lim, o+ y(z) = 0.
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305. RMS 2025 960 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 49

+oo eftefx/t

Soit f:x — ——dt.

b

(c
(d

()
(b)
)
)

0 \/i

Montrer que f est définie sur R .
Montrer que f est de classe C? sur R% et vérifie I'équation différentielle (E) : 2zy” +y' — 2y = 0.
Résoudre |'équation (E) en posant y(z) = z(y/x).

Donner I'expression de f(x).

SOLUTION. —

()

Soit z > 0.

—te—z/t . . . e—te—r/t

La fonction ¢ — ST est bien définie sur R*, continue. De plus = = Oi_0 ( \[) donc par le critere de

domination (par une fonction de Riemann intégrable) ¢ +— % est intégrable au voisinage de 0.

Et ¢ t\e/?/ = Oi_s100(e7 ) donc toujours par le critére de domination, ¢ L\/;/t est intégrable au voisinage de

+0o0.
Ceci prouve bien que f est définie sur R.

7t671/t

Soit w: (x,t) € RYL x RY — € NG

« Pour tout 2 > 0, la fonction partielle u(x,-) est continue sur R, intégrable comme justifié précédemment.

« Pour tout t > 0, la fonction partielle u(-,t) est de classe C? sur R, avec g—: 2 (z,t) & —%\;t et g; :
(2,1) 1 el

¢ De ce fait, pour tout x > 0, %(x, ) et %(x, -) sont bien continues sur RY .

e Soit a > 0. Pour tout (1’ t) € [a;+oo[ x R, on a |@ (z,t)] < % et %(m,t)‘ < %\Z/t, avec

t— tte\} et t— < = \/ contlnues positives, intégrables sur R* En effet ces deux fonctions se prolongent

par continuité en 0 (par la valeur 0) et sont dominées par t — e~ au voisinage de +oo.

Le théoréme de régularité des intégrales a parameétre assure que f est de classe C? sur R, avec Vo > 0, f'(z) =
t

+o00 —t_ —x/t 400 o—to—z/t
In _ete#lt ™G dt et f"(x) = [ = t;ﬁ dt.

N.B. On peut également montrer que f est continue sur R..

Ainsi, pour > 0, on a 2z f"(z) — 2f(x) = 0+°° % dt.

. N . -_— 2 —_t— —t—
On intégre alors par parties en posant u’(t) = 2E2Ee =12/t y(t) = 2672/t et v(t) = T V() = —57
u et v sont de classe C! sur R, et le produit uv admet des limites finies (nulles) en 0 et +o0o. Donc I'intégration
par parties est légitimes et donne

+oo 1
T "x . ) = — eftfx/ti - '1‘
2af"(a) = 2f(@) == [ 2 Sl =)

f est bien solution de ’équation différentielle donnée.

Soit donc y deux fois dérivable sur RY et z : ¢ — y(t?), de sorte que Vz > 0, y(z) = z(y/x).

Alors Vi > 0, /() = 542/ (VE) et o/'(x) = " (VE) — o/ (V).

Ainsi y est solution si et seulement si Vo > 0, éz”(ﬁ) — 2\1/52"(\/5) + ﬁz’(\/‘%) —22(\/Z) = 0 soit Vt > 0, %z”(t) _
2z(t) = 0.

Autrement dit, si et seulement si z est de la forme ¢ + e + pe~
z = Xe2V7 4 pe=2V7 avec A\, pu € R.

2t avec A\, € R, et donc y de la forme
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(d) f est solution donc de la forme précédente. f est décroissante donc ne peut tendre vers 400 en +00, donc nécessai-
rement f est de la forme x — pe2v?,

Enfin la continuité de f en 0 assure que p = f(0) = f+oo e dt = +O° e 9rds = V.

0Vt
306. RMS 2025 961 Mines Ponts P SI . ... ... énoncé p. 49
On s'intéresse aux solutions f : x — > a,x™ de I'équation différentielle (E) : 2%y" + dzy’ + (2 — 22)y = 1.
n=0
(a) Montrer que ap = 1/2,a1 =0 et Vn > 2,a, = %

(b) En déduire I'unicité de f.

(c) Déterminer les a,, le rayon de convergence de f puis exprimer f a I'aide de fonctions usuelles.

SOLUTION. —

(a) Supposant le rayon de convergence R de la série entiere définissant f strictement positif, on a pour tout x € | —R; R [ :

—+oo “+oo —+oo —+oo +oo

Z n(n — Dayz™ + 4 Z na,x” + 2 Z apx” — Z Ap_ox"™ =1 =2ag + 6a1x + Z((n2 +3n+2)a, — ap—2)z"

n=2 n=1 n=0 n=2 n=2

Par unicité du développement en série entiére de la fonction constante égale & 1, il vient ag = 1/2,a; = 0 et

Vn 2 Ay = m

(b) Ces conditions définissent par récurrence la suite (a,,), autrement dit on a bien unicité de la solution développable

en série entiere f.

(¢) Une récurrence élémentaire donne Vn € N, ag,, = - et agpy1 = 0.

(2n+2)

Pour tout z € R, la suite (%

entiére définissant f est infini.

) est bornée, donc (a,z™) aussi, si bien que le rayon de convergence de la série

2n

2n _
Et pour tout x # 0, on a f(z) = 320 T = Ly Gt = o L
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On note ( £ ) I'équation différentielle z(1 — x)y” + (1 — 3z)y’ —y = 0.

(a) Déterminer les solutions de (E) non nulles développables en série entiére. Préciser le rayon de convergence.
(b) Déterminer I'ensemble des solutions de (E) sur un intervalle raisonnable.

(c) Les raccorder entre elles.

SOLUTION. —

(a) Soit f: x> Zn Zo ana™ la somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0. f est solution de (E) si et
seulement si, pour tout © € | —R; R/,

—+oo

— n(n—1)a,z"+ n+1)na, 12" —3 na,x" + n+1)a, 12" — apx” =0= ((—n2—2n—1)an—|—(n+1)2an+]
Z Z Z Z Z =

n=2 n=0 n=0 n=0

(on a rajouté les premiers termes, nuls). Soit, par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle,
vn €N, (=n? —2n — Da, + (n+ 1)2a,51 = 0 s0it ap 1 = ay.

ag
1—x°

Réciproquement, une telle fonction est développable en série entiére sur | —1;1 [, solution de (FE).

f est donc de la forme x> ag 310 2™ =
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(b) (E) est résolue sur | —o0;0[,]0;1[ et ]1;4o0[. Soit I 'un de ces trois intervalles.

T ﬁ étant solution, on procede par réduction de 'ordre en cherchant les solutions sous la forme z — i‘(fzgz avec
A deux fois dérivable.

Une telle fonction est solution si et seulement siVa € T, z(1—x) ()‘”(m) + (21)‘_/%)2 + (?i(j))g) (1-3x) ()i (g;) + %) —
i‘(_zgz = 0 soit apres simplification A’ (z) + N (z) =0

Autrement dit si \ est de la forme z — ae~"I?l avec a € R, ou encore = — 2 (quitte a changer le signe de la

constante «).

avec «, B € R.

On obtient comme solutions sur I les fonctions de la forme x — %

(¢) Raccord en 0 :

Soit f une solution sur | —oco; 1[. Par restriction, f induit une solution sur | —co;0[ et une solution sur |0;1[. Elle

est donc de la forme = — M sur | —00; 0], et de la forme x % sur |0;1].

La continuité en 0 impose a = 0 = o et § = 3/, donc f est de la forme z — % Réciproquement, une telle
fonction est bien solution sur | —oo;1][.

Raccord en 1 :

Soit f une solution sur ] 0; 400 [. Par restriction, f induit une solution sur ]0;1 [ et une solution sur | 1;4o0[. Elle

est donc de la forme z — M sur ]0; 1], et de la forme = — M sur | 1;4o00].

La continuité en 1 impose 8 = 0 = #, et comme *£ —— —1, a = o/. Donc f est de la forme z +» 2102

si
1 x—1

x # 1, et f(1) = —a. Réciproquement, une telle fonction f est bien de classe C?, en effet f(1 + h) = —a—"" (Hh) et
la fonction h +— m(1+m est développable en série entiére sur | —1;1[ donc indéfiniment dérivable sur cet intelrvaulle7
ce qui assure que f est de classe C? sur ]0;2].

Et comme Vz € ]0;+00 [\ {1}, z(1 — ) f"(x) + (1 — 3z) f'(x) — f'(x) = 0, cette condition reste vérifiée pour z =1
par continuité. Autrement dit f est bien solution sur | 0;+o0|.

Solutions sur R :

Une solution sur R étant par restriction une solution sur ] —oo; 1], elle est sur cet intervalle de la forme x — 1ﬂ —

alnz

et comme c’est aussi par restriction une solution sur | 0;4-o00 [, elle est sur cet intervalle de la forme x — 2.

En particulier, elle est sur ]0;1[ a la fois de la forme = — % et de la forme z — % Donc ae = = 0 et notre
solution est la fonction nulle. Réciproquement, la fonction nulle est bien siir solution sur R.

308. RMS 2025 963 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 50
On note (E) I'équation différentielle 2%y” — 2zy’ + 2y = 2(1 + x).

(a) Trouver les solutions de I'équation homogéne associée de la forme z — x“, ol o € R.

(b) Trouver une solution particuliére de (E), d'abord sur ]0, +oo], puis sur | — oo, 0].
Ind. On la cherchera sous la forme za(z)+x23(x), ol o et 3 sont des fonctions de classe C! telles que za/(z)+223'(z) =
0.

(¢) L'équation (E) admet-elle des solutions sur R ?

SOLUTION. —
(a) Soit & € R. Sur un intervalle non trivial I sur lequel elle est définie, la fonction = +— x® est solution de ’équation
homogene si et seulement si Vz € I, a(a — 1)z® — 20z + 22% = 0 soit (a? — 3a + 2)z% = 0.
D’ou la condition o — 3a+ 2 = 0, soit & = 1 ou 2.

Réciproquement, les fonctions & — z et & — x2, définies sur R, sont donc solutions sur R. Etant non colinéaires,
elles constituent une base de I’espace des solutions sur tout intervalle sur lequelle ’équation est résolue, notamment
sur R% et sur R*.
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(b)

Soit f: x € R = za(z) + 2?8(x) avec o et 3 des fonctions de classe C! telles que zo/(z) + 224’ (z) = 0.
Alors f est de classe C! et Vo > 0, f/(z) = a(z) + 2z8(z). Donc f’ est encore de classe C! et Vz > 0, f'(z) =
o (x) + 26(x) + 225 (x).

Ainsi f est solution si et seulement si Vo > 0, 22a/(x) + 2236'(x) = 2 + 2z.

Comme par hypothese Vo > 0, za/(z) + 2?5’ (z) = 0, on obtient 5'(z) = % + 5 et o/ (z) = -5 — 2.
On obtient (par exemple) Vo > 0, a(z) = —2Inz + 2 et B(z) = — % — 2, et donc f(z) =1 — 2zInz — 2z, solution

particuliere sur R .

De méme sur R* | on obtient la solution particuliere z — 1 — 2z 1n |z| — 2z.

N.B. La lectrice attentive aura reconnu la méthode de variation des constantes. . .

Supposons trouvée une solution y définie sur R. En particulier sa restriction a R* est solution donc de la forme
y:x— ar+ Br?+1—2zInx — 2x. Et par continuité en 0, on a y(0) = 1.

y(@)=y(0) _

Mais alors —2Inz+a—2+pz —+> +00, ce qui signifie que y n’est pas dérivable en 0, c’est absurde.
Tr—r+00

Ainsi il n’y a pas de solution sur R.

309. RMS 2025 964 Mines Ponts P SI ... .. ... énoncé p. 50

Pour (a,b,c) € R, on définit f,p.:t € R 2a — bet € R3.

Soit F' = {fap,c; (a,b,c) € R3}.

(a)
(b)
()
(d)

Montrer que F' est un espace vectoriel, en donner la dimension et une base.
Trouver M € M3(R) telle que : Vf € F,Vt € R, f'(t) = M f(¢).
La matrice M est-elle inversible ?

Quelles sont les valeurs propres de M ? Pouvait-on s'y attendre?

SOLUTION. —

(a)

F' est par construction {afi 0,0+ bfo,1,0+ cfo,0,1,a,b,c € R}, autrement dit F' = Vect (f1,0,0, f0,1,0, f0,0,1), ce qui
prouve que F' est un sous-espace vectoriel de C (R, RS) donc un espace vectoriel.

Et la famille (f1,0,0, fo,1,0, fo,0,1) est libre, donc forme une base de F, qui est de ce fait de dimension 3. En effet
soit a,b,c € R tel que afi,00 + bfo,1.0 + cfo,01 = 0 = fape. En particulier f,p..(t) T Ogs donc b = 0 et
’ ——400

fape(t) p— Ogs donc ¢ = 0. Enfin f, .(0) = Ogs donc a = 0.

bet — ce™t
Soit a,b,c € R. Pour tout t € R, on a f, , .(t) = 2a — bet
b, ©,

a— ce

Déterminer la premiére ligne de M consiste & trouver «, 3,7 tels que Vt € R, be* — ce™* = a(be' + ce™*) + 5(2a —
bet) +~(a+ce™t). Par liberté de la famille ¢ — 1,¢ — et ¢ — e™t, ceci équivaut aux conditions 28+~ =0, a—8 =1
et a+v=—-1,s0it a=3,=2¢etyv=—4.

bet — ce™t 3 2 —4\ [be! +cet
Raisonnant de méme pour les deux autres lignes, on obtient f(’l’bﬁc(t) =] 2a—bet | =-2 -1 2 2a — bet
a—ce? 1 1 =2 a+ ce?

Les deux dernieres colonnes de M sont proportionnelles donc M n’est pas inversible.

Un calcul sans piege donne xp = X (X — 1)(X + 1) donc Sp(M) = {-1,0,1}.

0
On retrouve ces valeurs propres en utilisant la base de F'. En effet I'équation f{ o o(t) = M f1,0,0(t) s’écrit 0 = M | 2
1
1 1
donc 0 est valeur propre. De méme f{, o(t) = M fo,1,0(t) s'écrit et —1] =e!M [ —1 ] donc 1 est valeur propre,
0 0
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1 1

enfin £ o 1(t) = M fo,0,1(t) s’écrit e™* [ 0] =e™*M [ 0] donc —1 est valeur propre. Et M est de taille 3 donc n’a
1 1

pas d’autres valeurs propres.

310. RMS 2025 965 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 50

(a) Soit @ € R. A I'aide d’'un changement de variables classique, résoudre I'équation x%(z,y) + yg—i(x,y) = af(x,y)
d'inconnue f € C*(R% x R%,R).

(b) Résoudre x%(x,y) —l—y%(m,y) = /22 + y2f(x,y) d'inconnue f € C}(R% x R%,R).

SOLUTION. —

(a) Soit f e CHRYL x RE,R) et g: (p,0) € R% x]0;7/2[— f(pcosh, psinb).

g est de classe C! en tant que composée, et pour tout (p,8) € Ry x]0;7/2 [, ona d1g(p,8) = cos0; f(pcosb, psinb)+
sin 00 f (pcos @, psin 9).

[ est donc solution si et seulement si V(p, ) € R% x]0;7/2[, pcos00; f(pcosb, psin®)+psin 00, f(pcos b, psinf) =
af(pcosb, psin ) soit

V(p,0) € RL x]0;7/2[, pdrg(p,0) = ag(p,0)
f est donc solution si et seulement si, pour tout § € ]0;7/2], il existe une constante A\(6) telle que Vp > 0, g(p,8) =
A(@)emP = \(0)p®. Clest-a-dire si g est de la forme (p, 0) — \(0)p®, avec A de classe C' puisque g est.
Finalement, f est solution si et seulement si f est de la forme (x,y) — A(arctan(y/z))/z? + y2", avec A de classe
ct.

(b) Avec le méme changement de variable, f est ici solution si et seulement si V(p,6) € R% x ]0;7/2[, pdi1g(p,0) =
pg(p,0) soit D1g(p,0) = g(p,0).
Et donc f est solution si et seulement si, pour tout 6 € ]0;7/2][, il existe une constante A(6) telle que Vp >
0, g(p,0) = A(@)e”, c’est-a-dire g de la forme (p,0) — A(f)e”, avec A de classe C! puisque g l'est.

Finalement, f est solution si et seulement si f est de la forme (x,y) — A(arctan(y/x))eV®*t¥* avec \ de classe C'.
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Soit J : x — / cos(x sin(6)) d6.
0

(a) Montrer que J est bien définie et de classe C? sur R.
(b) Montrer que J est développable en série entiére et déterminer le rayon de convergence.

(c) Montrer que x - J"(x) + J'(x) + J(z) = 0. Correction : zJ"(z) + J'(x) + xJ(x) = 0.

(d) Soit (z,y) — ¢(z,y) =J (\/xQ + y2). Montrer que ¢ est de classe C2 sur R2\{(0,0)} et que Ay + ¢ = 0.

SOLUTION. —

(a) Soit u: (z,60) € R x [0;7] — cos(zsinb).

u est de classe C2 par les théorémes généraux donc

o Pour tout € R, la fonction partielle u(z,-) est continue sur [0; 7], intégrable en tant que fonction continue
sur un segment.

 Pour tout 6 € [0;7], la fonction partielle u(-,0) est de classe C? sur R.

« Pour tout x € R, les fonctios partielles %(z,-) : 6 — —sinfsin(zsin6) et gi”; (z,-) : 0 — —sin? 0 cos(wsin )
sont continues sur [0; 7] ( et intégrables).

294



o Pour tout segment [a;b] C R, il existe une constante M = ||%||m’[a;b]x[om] telle que

82

V(z,0) € [a;b] x [0;7], 5 2(x 9)‘

avec 6 — M continue sur [0; ], intégrable.

Le théoréme de régularité deb intégrales & parameétre (avec domination locale) assure que J est de classe C? sur R,
avec pour tout z € R, J'(z) = [, —sin@sin(zsin ) df et J"(z) = [, —sin® 6 cos(z sin §) d6.
n n 2n
(b) Soit z € R. Utilisant le développement en série entiére de la fonction cosinus, on a J(x fo =0 %me de.

(—1)"z>" sin®>" 0

Notons, pour n € N, u,, : 0 € [0;7] — @n)!

, continue.

Et pour tout n € N, on a ||up|lcc = %, terme général d’une série convergente (de somme chz). La série Y u,
converge normalement donc uniformément. Le théoréme de convergence uniforme sur un segment assure que J(z) =
400 T - 400 (_1 n 2n 9
noo Jo tn = n:OWfo sin®" 6 d6.
Ceci assure que J est développable en série entiere, sur R tout entier (rayon de convergence infini).
(c) Soit x € R. zJ"(z) + xJ(z) = [ x(1 — sin® @) cos(zsin#) d§ = [ x cos® f cos(x sin ) df.

On inteégre par parties en prlmltlvant 0 — xcosfcos(xsinh) en § — sin(zsinf) (les fonctions sont bien de classe
C') et I'on obtient
zJ"(x) + xJ(z) = [cos Osin(x sin )] — / (—sin6) sin(z sinf) df = / sin @ sin(zsin0) df = —J'(z)
0 0

(d) ¢ est de classe C? en tant que composée : (z,y) — /22 + y2 est de classe C? sur R?\{(0,0)} et J est de classe C2.

Pour tout (z,y) # (0,0), on a %(x,y) = \/ngsz’ (, /22 +y2) puis

0? 1 2
3;5(337,@):( - - 3/2)‘]/(\/952"'3/2)4'

—_ T . 2 2
NEESE R CEND (V)

x2+y2

2
On calcule de méme ng(m, y), et donc en sommant

Ap(z,y) = (\/m22+y2 — (Ifj;’%z/z> J' (,/x2 + y2> + iziyz J" (x/x2 + yi)
- e (V) ()
=~ (VaZ+17) = —¢(w,y)

d’apres la question précédente. On a bien Ay + ¢ = 0.

312. RMS 2025 967 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p.51
On pose f(z,y) = ﬁ In (f:xz;) On note (2 I'ensemble de définition de f.

(a) Représenter €2 et montrer que c'est un ouvert.

(b) Monter que f est de classe C! sur Q.

(c) Comparer f(1/x,y) et f(x,y). Donner une interprétation géométrique pour z > 0 et y €]0, 1].
)

(d) Montrer que f vérifie : 2y f + (1 — 2?) 5L 9 _(1-— yQ)% =

SOLUTION. — Solution obtenue aprés polissage a partir d’un premier jet recraché par un perroquet stochastique. CC.
1
On pose f(z,y) = In Tty . On note Q ’ensemble de définition de f.
1—y? 1+ zy
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(a) Lexpression f(x,y) est bien définie si
o 1—92#£0,ie y#+l,
T+y . PP
> 0, car le logarithme est défini sur ]0, +o00[.
1+zy
L’ensemble  C R? est donc :
Q—{(x,y)€R2 ] > }

+1
y # =£1, 152y

+ . N . . .
Y est continue sur I’ensemble ot le dénominateur ne s’annule pas, soit 1+zy #

La fonction rationnelle (z,y) —
142y

0. On exclut les points ot 1 4+ 2y = 0, ce qui correspond & z = —1/y, et donc le domaine de définition D de cette

fraction est bien un ouvert (car de la forme R? \ ¢=1({0}) avec ¢ : (x,y) — 1 + xy, continue car polynomiale).

Donc Q est I'intersection de 'ouvert R? \ {y = £1} avec la préimage dans D de ]0, +oo[ par une fonction continue,
ce qui est encore un ouvert par continuité. Ainsi,  est un ouvert, hachuré en vert dans la figure suivante (la droite

noire en est exclue).

N S l4ay =0

.
N
’ N

1 N

] N

B ~

N
{ N
1 N
N
! N
N
N
~
N

(b) f est construite par opérations usuelles & partir de fonctions C* (logarithme, quotient, etc.) sur leurs domaines de

définition. On en déduit que f est de classe C! sur Q.

(¢) On remplace :
1 1 Ly 1 1+axy
f —Y | = In - = In
x 1—92 1+ 1—y2 T4y
Donc : )
f(xvy) :_f(x7y)

Cela signifie que la fonction f est antisymétrique par rapport & la transformation x — 1/x. Géométriquement, je

ne vois pas comment en dire beaucoup plus sans paraphraser la relation... CC

O () - 1 —y2>g—§<x,y> ~0

(d) On veut montrer que, pour tout (z,y) € Q :
2 1—2a?

y(ey) + (-0 o

Inz(x,y)

Soit un tel (z,y). On pose :
Aosy) = 1 et alors f(ay) = -
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Alors :

o) = o o (@)
oz Y C1—y? z(x,y) Oz Tyl
af 1 1 0z 2y
et - Rihiad 1 .
) =10 (o ) s s )
On peut regrouper les termes :
_ L 0y | (02 R
2yf(x,y) + (1 w)lfyg ) 5 &Y — (1 =77 = \2.0) 8y(w,y)+1nZ(w7y) -
1—22 0z 1 0z
=2yf(z, )+ ———— —(v,y) — —  —(z,y) — 2yf(=x,
yf(x,y) 0= 9):.0) 5 (T Y) ) By( y) — 2y f(z,y)
1 1—22 0z 0z
= 2(z,y) (l—yQ ) a(%y) - ay(%y))
Il reste a montrer :
L = L)
1—y2 Oz Y Oy oY
Calculons :
02y = Uty = @tyy 1y
Oz’ (1+ay)? (1+ay)?
0z (tay)—(@tya  1-a
N = N (e
Donc :
1—22 0z _1—3:2 1—y? 1— 22 0z

1—92 -%(x,y)— 1—92 . (1+ zy)? - (1+ zy)? - @(x’y)

Conclusion : sur €, f vérifie bien :

i+ (-2 ) g

313. RMS 2025 968 Mines Ponts P SI . ... ... énoncé p.51

(a) Résoudre (1 —t%)y” —2ty’ =0 sur I =] —1,1].

(b) Soit f de classe C? sur I a valeurs dans R. On pose g(z,y) = f (COS(QE)) Probléme de définition, I'argument de f pouvant

ch(2y)
étre +1 si y = 0 et x = kx/2... Il faudrait donc stricto sensu se limiter a I'étude de g sur U := R? \ {(kx/2,0) | k € Z},
qui est un ouvert de R?... ou alors considérer que f est définie sur I = [—1,1] et parler de prolongement (sans doute

plus simple pour modifier I'énoncé... mais qui aboutirait a la non existence de solutions non constantes). CC.
2
Déterminer I'ensemble des fonctions f telles que g soit non constante et de laplacien nul, c'est-a-dire telles que %(x, y)+

2
Ay =0.

SOLUTION. —

(a) On résout successivement en 3’ et en y pour trouver finalement y'(t) = %% (o € R), puis y(t) = Aln (}—3) + p
avec (\, p) € R?

(b) On pose :

cos(2x)

we,y) = cosh(2y)

et donc g(z,y) = f(u(z,y))
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Puisque, pour tout (x,y), on a ch(2y) > 1 et |cos(2z)| < 1, on a |u(z,y)| < 1, avec égalité si, et seulement si, y = 0
et x = km/2 pour un k € Z... f étant censée étre définie sur | — 1, 1[, c’est problématique. On peut donc supposer
que 'on considére g non pas sur R? mais sur U := R? \ {(k7/2,0) |k € Z}, qui est un ouvert de R.

On constate ensuite que g est de classe C2 par opérations usuelles. On calcule ses dérivées partielles & ’aide de la
régle de la chaine... A partir de 1, j'ai d’abord commencé a taper le calcul, puis, vu la pénibilité, j’ai demandé une
aide a une IA générative américaine bien connue... dont je me contente de recopier les conclusions, avec un peu de
polissage ici ou la. C'C. On cherche a calculer le Laplacien :

0%g 0%
B9= 002 T o

Etape 1 : Dérivées partielles de ¢

Par la regle de chaine :

dg ou 0% ou\’ , o*u 09 ou 9*g ou\? , 0%u
Hrw G g = () g E = g 58 = ()

en notant habituellement h(u) := h o u. Donc :

so- (%) + (2 )+ oo (2 2)

Etape 2 : Calcul des dérivées partielles de u(z,y) = C’i)‘fh(?;;)
Dérivées en z :
du _ —2sin(2z)
%(%Zl) = W
d%u —4 cos(2x)
W(l’vy) = osh(2y) —du(z,y)
Dérivées en y :
ou —2cos(2x) sinh(2y)
S \LY) = = —2u(x,y) tanh(2
oy (z,y) cosh?(2y) u(z, y) tanh(2y)
2
%(%y) = -2 (gZ(SE,y) -tanh(2y) + u(x,y) - ditanh(Qy))
2
— 9 ( —2u(x, y) tanh®(2y) + u(x, )
( u(,y) tanh”(2y) + u(@, y) cosh2(2y)
= 4u(zx, tanh?(2y) — ————
(9) ( (2) cosh2(2y)>
2
= 4 , 1 - —
U v) ( cosh2(2y)>
Etape 3 : Expression finale du Laplacien
ou 2 4sin?(22
(San) - 2D
O cosh”(2y)
ou 2
((z,y)) = 4u(z,y)? tanh?(2y)
Ay
O Ou 2 8u(z, y)
2@ y) + 55 (,y) = —du(z,y) + du(z, 1——= ) =29
Ox? (@.v) y? (@9) ule,y) u(e:9) ( cosh2(2y)> cosh2(2y)
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Factorisation du Laplacien :

Baay) = 1"(ute) (o

= cosh42(2y) [f" (u(z, y)) (sin®(2z) + w’(z,y) sinh?(2y)) — 2u(z, y) f (u(z,y))]

(o) tank(29)) = S (o)

Etape 4 : Preuve que sin?(2z) + u?(z, y) sinh?(2y) = 1 — u?(z, )
On rappelle que :

_ cos(2x)

u(@,y) = cosh(2y)
9 ~ cos?(2z)
wiey) = cosh?(2y)

sin?(2z) = 1 — cos?(2z)

sinh?(2y) = cosh?(2y) — 1

Alors :
.2 2 h2 2 cos?(2z) 2
sin®(2x) + u”(z, y) sinh”(2y) = (1 — cos”(2x)) + ————(cosh”(2y) — 1)
cosh”(2y)
2
2
=1 — cos?(2x) + cos?(2x) — M
cosh”(2y)
2
1o 2y
cosh”(2y)

Conclusion finale :

4

A - =
9(z,y) cosh? (2y)

[f”(u(x, y))(l - u2(x,y)) - QU(CE,y)f/(’UJ(l',y))}

Fin de l’emploi de l’impressionnant perroquet stochastique.

Le calcul précédent, et le fait que u(U) =] — 1,1] (prendre y = 0 et = €]0,7/2[) prouve que Ag = 0 sur U si, et
seulement si, f est solution de 'EDLs initiale sur | — 1,1[. On en déduit que les fonctions f solution du probléme
sont les fonctions d’expression

£(t) = Aln (H> +u

14¢

avec (A, i) € R? et A\ # 0. Si on était parti de f définie sur [—1, 1], il suffirait de prolonger 'expression précédente
par continuité... et de constater qu’il n’y a pas de solution non constante.

314. RMS 2025 969 Mines Ponts P Sl . ... . énoncé p. b5l
On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit p : z — ||z

(a) Montrer que p € C*(R™,R).
(b) Soient g € C%(R%,R) et f : R™\{0} — R définie par z — f(z) = g (||=||?). Déterminer les fonctions g vérifiant Af = 0.

SOLUTION. —

(a) p est la fonction z = (z1,...,2,) — (z,z) = >, 7. Elle est polynomiale en les fonctions corrdonnées donc de
classe C*, a fortiori de classe C? sur R™.
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(b) Soient g € C*(R%,R) et f: R"\{0} — R définie par z — f(z) = g (||]|?).
[ est alors de classe C? en tant que composée et pour tout i € [1;n], on a d;f = dip x g’ o p puis d;;f =
Oiipx g op+ (8¢p)2 x g"op,soit O;if 1w = (x1,...,2,) — 2¢'(p(z)) + 422g" (p(x)).
En sommant, on a Af : x — 2ng'(p(x)) + 4p(x)g"” (p(x)).
Ainsi, Af = 0 si et seulement si Vz # 0, 2ng’(p(z)) + 4p(x)g” (p(x)) = 0 soit Vt > 0, 2ng’(t) + 4tg” (¢t) = 0 soit
g"(t) + 3:9'(t) = 0.
Autrement dit, Af = 0 si et seulement si g’ est solution d’une équation différentielle du premier ordre, dont les

solutions sont les t — \e~2 "t = tn)‘/Q, avec A € R.

e Sin =2, o0n aalors Af =0 si et seulement si g est de la forme t — AInt + pu avec \, u € R.

W + p avec A\, u € R, c’est-a-dire de

la forme ¢ — W% + 1 avec A, pu € R quitte & modifier la constante.

e Sin >3, alors Af =0 si et seulement si g est de la forme t —

315. RMS 2025 970 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. 51
Soit D = {(z,y) € R} >0,y > 0,z +y < 1}. Soient a,b, c des réels > 0 et f : D — R la fonction définie par (z,y) —
299°(1 — x — y)°. Montrer |'existence d'extrema locaux pour f et les déterminer.

SOLUTION. — D est banalement un fermé borné de R? : fermé car intersection de trois fermés de la forme {(z,y) € R?, ¢(z,y) > 0}
avec ¢ continue, borné car D C [0,1]2. f étant de plus continue par opérations usuelles, elle admet sur D un maximum

et un minimum, donc admet des extrema (locaux et globaux).

f est de classe C! sur l'intérieur D° de D (problémes de dérivabilité des applications partielles si @ < 1 par exemple).

Tout extremum atteint dans D° l'est alors en un point critique. Calculons le gradient de f sur D° :

Dif(z,y) = az® 'y’ (1 =z —y)° —ea®y’ (L =z —y)* " =2 (1~ —y)* ! (a(l — 2 —y) - cx),

Dyf(z,y) = by’ (1 -z —y) —ca®y"(1—z—y) ' =2 (1 -z —y) " (b1 -z —y) —cy),
et donc, si (z,y) € D°,

_ a(l—xz—y)—cx=0 (a+c)x+ay=a B a b
Vf(z,y) =(0,0) = {b(l_w_y)_cyzo = {b$+(b+0)y:b — (x’y)_(a+b+c’a+b+c>

Ce point est bien dans D°. Pour savoir si f y admet un extremum local, on va raisonner indirectement, en constatant

que, sur le bord de D, la fonction f est nulle. Comme f est a valeurs positives sur D, et n’est pas la fonction nulle,

a b
a+b+c’ at+b+tc

précédemment. Les seuls autres extrema sont alors atteints sur tout le bord, ot ¢’est le minimum global (0) qui est atteint.

elle admet son maximum global dans D° : c’est donc nécessairement en I'unique point critique ( ) trouvé

Probabilités

316. RMS 2025 971 Mines Ponts P Sl ... ... .. énoncé p.51
On considére une classe de PSI constituée de NV éléves, dont n provenant de PCSl et N —n de MPSI. On envoie successivement
au tableau des éleves choisis au hasard. Un éléve peut passer plusieurs fois au tableau.

(a) Quelle est la probabilité qu'au cours des n premiers passages, il n'y ait que des éléves de PCSI?
(b) Quelle est la probabilité qu'au cours des n + 5 premiers passages, il y ait n éléves de PCSI?

(¢) Soit i € N*. On note X; la variable aléatoire qui compte le nombre de tirages nécessaires pour faire passer i éléves de
PCSI distincts au tableau. Déterminer la loi de Xj;.

SOLUTION. —

(a) Dans cette question et la suivante, le protocole est équivalent & une succession d’expériences de Bernoulli indépen-

dantes de méme loi B(n/N) (ou le tirage d'un éleve de PCSI est un succes). On notera p := § dans la suite. La

probabilité voulue est alors p", i.e. .
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(b) Si on note N le nombre d’éleves de PCSI choisis apreés n + 5 tirages, on est dans le cadre binomial usuel : N ~
B(n + 5,p). Ainsi, la probabilité voulue est

P(N =n) = (”ﬁ)ﬂ(lp)?

(¢) On suppose que 1 < i < n. Soit k > 4. Dire que ’événement (X; = k) est réalisé, c’est dire qu’au cours des k — 1
premiers tirages on a tiré ¢ — 1 éleves de PCSI différents (éventuellement plusieurs fois), et qu’au k-éme on en a tiré
un i-éme. On distingue les séries de tirages suivant les indices k1 < ko < ... < k;—1 < k des tirages ou ’on a tiré les
(¢ — 1) premiers éléves différents pour la premiere fois. Ainsi, avec cette distinction faite, 'événement (X, = k) est
réalisé si :

—les k1 — 1 premiers tirages sont des éléves de MPSI (proba de chaque tirage & )

— le ki-eme tirage est un éleve de PCSI (proba p = §));

~ les tirages suivants avant le ko-éme sont des éleves de MPSI ou I'éléve de PCSI déja choisi (proba M=p+1) — le
ko-éme tirage est un éleve de PCSI différent du premier (proba 1))

—ete...

Par indépendance des différents tirages, on obtient que la probabilité d’une telle succession de tirages est

li[ Non+j—1\"'n—j+1
N N

j=1

avec pour tout j > 2 t; := kj —k;_1 (et ¢1 := k1). Ainsi, par incompatibilité des différents cas, on obtient la formule
suivante :

N N T
P(X;=k) = 3 I1 <”J\J;J> %
0=ko<ki<ko<..<ki_1<kj=1
1 %
D S | (R E e

O0=ko<ki<ko<..<k;j_1<kj=1
C’est un avatar du probléme du collectionneur, avec bruit.

317. RMS 2025 972 Mines Ponts P Sl . ... . énoncé p. b5l
Mots-clés : Urne de Polya
On considére initialement une urne contenant une boule blanche et une boule rouge. On tire une boule, on note sa couleur, on
la remet dans I'urne et on rajoute deux boules de la méme couleur que celle tirée. On répéte indéfiniment le processus.

Calculer la probabilité de ne tirer que des boules rouges lors des n premiers tirages ?

b) Calculer la probabilité de tirer indéfiniment uniquement des boules rouges ?

(a)
(b)
(¢) Calculer la probabilité de tirer une boule blanche au 42-iéme tirage.
(d) Le résultat de la question b) reste-t-il vrai si on rajoute 3 boules (au lieu de 2) 7 4 boules?

SOLUTION. —
Pour tout n € N*, on note R,, ’événement "tirer une boule rouge au n-éme tirage".

(a) On cherche ici la probabilité de I’événement Ry.
1<k<n
Par la formule des probabilités composées, P < Rk> =P(R1)Pg,(R2)...Prin..aR,_; (Rn) = % X % X % X oo X
1<k<n

2n—1

2n
Soit P N Rk | = 350

1<k<n '
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—+oo
(b) L’événement considéré ici est () R, = [) Ry.
neN* n=11<k<n

Par le théoréme de continuité décroissante, P { ) Rn) = lim IP’( N Rk> = lim (2n)'! )

neN* n——+oo 1<k< n——+oo 47 (n!)?
n)! n 2nef2n / T
Or via la formule de Stirling, % W %ﬁ = F donc nll}r_iI_l 47(?(”2;2 n—) 0 et donc P (nQ\I*Rn> =
0.
(¢) Notons X, le nombre de boules rouges tirées au cours des n premiers tirages. X,,(2) = [0; n] donc par la formule

des probabilités totales, P(Ry11) = > p_o P(Xn = k)Px, =k (Rnt1) = D p_o P(Xn k)%;ﬁg = 2n1+2 + Er(il)
Or X, 41 =X, +1g, ., donc E(X, ;1) = E(X,,) + P(R41), soit B(X,,41) = 2n+2 + Zi?E(X ).
Cette relation de récurrence s’écrit E(f_’;gl) = 2(n+1§(n+2)+E7(ﬁ;) ,et donc Vn € N, Hi(fl =E(Xo)+X_1—o m =

(1 — m) (somme télescopique).

Il vient E(X,) = § et donc P(R,) = E(X,) - E(X,_1) = % Ceci pour tout n € N*, en particulier pour n = 42.

(d) Si on rajoute 3 boules au lieu de 2, alors P (1 N Rk> =T11Ix et donc P ( N Rn> = lim [[p_, 3=2

k= 13k 1
<k<n neN* n—+0o0

Orln( [ ;Z;,’:—:%) D= 11n(3k 1) L= 1ln( 3k— 1>

Comme In (1 L L

ﬁ) ~ e —:%. Par le critere d’équivalence des séries a termes négatifs, la série
n-— n——+oo n—1l nost+co n

1 ~ 1 . . N .
Zn>1 In (1 - :,m—_l) est de méme nature que Zn>1 —3,, soit divergente par le critere de Riemann.

n 3k—2 0
)

Et donc ZZ:1 In <1 — ﬁ) ———— —00, donc en composant par la fonction exponentielle, | [,_; 57=5 p—

n—+00
donc ]P’( N Rn> =0.

neN*

Méme chose avec 4 boules, on a cette fois P 3 ot In 4k=3 ? o ln (1 — #) e —
<1<Q<n ) ITi- 14k 2 [liet T2 = 2kt k=2 ) oo

—0Q.

318. RMS 2025 973 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. H2

1
(a) Calculer / 2P (1 — 2)?dx avec p,q € N.
0

(b) On dispose de p urnes contenant chacune p boules. Pour i € [1, p], I'urne i contient 4 boules noires et p — i blanches. On
choisit une des urnes aléatoirement et on en tire successivement des boules avec remise. On note A,, , I'événement : on
tire 2n boules et on a autant de boules noires que de boules blanches.

i. Exprimer P(A,, ;) sous forme d'une somme.
ii. Déterminer la limite de P(A, ;) quand n tend vers +oo.

iii. Déterminer la limite de P(A,, ;) quand p tend vers +oo.

SOLUTION. —

P+l

(a) Notons I(p,q) = fol 2P(1 — x)?dz. Pour ¢ # 0, une intégration par parties donne I(p,q) = [p+1 (1- x)q] -

0
1 ppt+1 _
0 p+1 (_Q)(l_x)q 1d$: pill(p+1aq_1)'

Itérant le procédé, I(p,q) = ml(p +4q,0) = (pfqitil)'
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(b)

i. Pour i € [1; p] fixé, si l'on tire dans I'urne 4, le nombre de boules noires tirées au cours des 2n premiers tirages
suit une loi binomiale de parameétres 2n et i/p.

AN AN
Autrement dit, si U; désigne I'événement "choisir I'urne 7", on a Py, (4,,,) = (*") (3) (1 - l) .

n/) \p P
Comme (Ui, ...,U,) est un systéme complet d’événements, P(A,,) = > 5, P(U;)Py, (A, ) donc P(4,,) =
L\ A\
- %(2:) (é) (1 — %) (les urnes sont supposées équiprobables).
. R , A N 1k 2n 22n
ii. A pfixé, on a grace a la formule de Stirling (n) Ao Vo

Pour tout i € [1; p], il vient (*") (%)n (1 - %)n i w

La fonction « — 4z(1 — z) admet sur [0;1] un maximum en 1/2 égal & 1 donc 0 < (%) (1 — ﬁ) < 1 et donc
1

iV(1— 1)) iV(1—i))™ N N
0< w < \/%, et par encadrement (4(’0)\&%?)) p— 0 donc (2:) (é) ( — %) m 0.

Ainsi, en tant que somme finie, on a P(A4,,,) P 0.
n——+0o0o

iii. A n fixé, notant f, : z +— 2"(1 — )", on a P(4,,,) = (2:)% b I (;;)

fn est continue sur [0;1], le théoréme de convergence des sommes de Riemann assure que P(4,, ,) ——

n——+o0o
2
(2:) fol fn = (27?)1(717”) = Eiy'b))"“ (2(24!21)! = 2n1+1'

319. RMS 2025 974 Mines Ponts P Sl ... ... énoncé p. H2
On considére des lancers indépendants avec la probabilité p €]0,1[ d'avoir pile. On pose par convention T, = 0 et pour
r € N*, T, est la variable aléatoire qui compte le nombre de lancers nécessaires pour avoir r piles. On pose Z, = T, — T, _1
pour r € N*.

(a)
(b)

()
(d)

Déterminer la loi de Z,.

Déterminer la fonction génératrice de T...

+oo
Pour tout x €]0, 1], calculer > (f)xkﬂ" et en déduire la loi de T;.. (le calcul de somme sert plutét pour I'espérance)
k=r

Calculer E(T;.) de deux facons différentes.

SOLUTION. —

(a)
(b)

Z, est le temps d’attente du premier succes (pile) & partir du moment ou a eu lieu le r — 1-éme. Donc Z, — G(p).

Par construction, T, = T._1 + Z,., et ces deux variables sont indépendantes. En effet pour (¢, j) € [[r — 1, +oo[[xN*,
onalP(T,—1=i,Z, =j)=P(T,—1 =iNSiz1N...NSj—1NSit;), ou S, désigne I'événement "succes au rang n'.

Comme 'événement T, = i ne dépend que des ¢ premiers lancers, il est indépendant de S;11N. N Sitj—1NSiyj
et donc P(Tr—l = i, ZT = j) = ]P)(Tr_l = i)P(Si+1 n...N Si+j—1 N Si+j) = P(Tr—l = Z)(l - p)Jflp = ]P)(TT_l =
WP(Z, = 7).

s
On en déduit que Gr, = G1,_, Gz, , puis par une récurrence élémentaire Gg, = [[,_, Gz, : t — (ﬁ) .

s

Montrons par récurrence sur r que Vk € [[r, +oo[[, P(T,, = k) = (’::i)p’”(l —p)kr,
La propriété est claire au rang 1 puisque Th = Z; — G(p).

Supposons la au rang r — 1, avec r > 2. Pour tout k € [[r, +o00[[, '"événement T, = k s’écrit U @ =
r—1<i<k—1

iNZ, = k—1), 'union étant bien stir disjointe. Donc grace au calcul initial de la question précédente, et & ’hypothése

de récurrence,

k—1 k-1 .
. . 1—1 r— i—r —i—
P(T, =k) = E P(T,1=iNZ. =k —1i) = E (T_2)p 11 —p)i=rHip( — p)h—it

1=r—1 i=r—1

Or k1 (i_l) =yt ( ‘ ) — (i_l) = (k_l), donc on a bien P(T,, = k) = (k_l)pr(l —p)*~", ce qui acheéve la

i=r—1 \r—2 i=r—1 \r—1 r—1 r—1 r—1
recurrence.
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(d) Soit f:a€]—1;1[ S 0ok = 2

_y"
Dérivant  fois, on a Vo € ] —1;1[, 3/ T !T),J) - = [ (g) = W et done 3% (F)zk— = W
Ona donc B(T,) = S1% k()07 (1-p) = = 125 r(5r (=p) = = 17 125 (1) = i = &

On peut également écrire E(7,.) = G/, (1) (le rayon de convergence des séries génératrices des Zj est strictement
supérieur a 1 donc celui de Gy, aussi, donc T, a une espérance).

r—1
Or G7, : t = ra—ime (1_(’1)t_p)t> donc E(T7) = G, (1) = .

320. RMS 2025 975 Mines Ponts P Sl . ... . e e énoncé p. 52

+oo
Soient s > 1 et {(s) = Y 7. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que Vn € N*,P(X =n) = c(ls) X
k=1

(a) Soit n € N*. Calculer P(n divise X).

b) Soit p un nombre premier et v,(k) = max {i € N, p’ divise k} pour tout k € N*.
p
Déterminer la loi de v,(X) puis son espérance.

SOLUTION. —

(a) Soit n € N*. L’événement n divise X s’écrit comme 'union disjoints |J X = kn.
keN*

Par o-additivité, on a donc P(n divise X) = S/ P(X = kn) = 3305 4(15) & }L)s = L.

(b) Pour tout k € N*, I'ensemble {i € N, p’ divise k} est non vide (il contient 0) et majoré (car p' ——— +00) donc

1—+o00
posséde un plus grand élément. Si bien que v,(X) est bien définie, & valeurs dans N.
Pour tout i € N, I'événement v,(X) > i s’écrit tout simplement p’ divise X. D’aprés la premiere question, P(v,(X) >
N
i) = el
D’ou la loi de v, (X) : pour tout ¢ € N, P(v,(X) = 1) = P(vp(X) 2 4) — P(vp(X) > i) =P(vp(X) 2 1) — P(vp(X) >
1

. 1
Z+1)_F_p(i+l)s'

Et comme la série 3, I% converge (absolument), v,(X) admet une espérance et E(v,(X)) = :;of Plvp(X) >
i) = too 1 _ _1/p° _ 1
- i=1 pis = 1-1/ps = ps—1°

321. RMS 2025 976 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. H2
On effectue des lancers avec une piece dont la probabilité de donner pile est p €]0,1[. On lance la piéce jusqu'a obtenir pile
pour la deuxiéme fois. On note X le nombre de faces obtenues au cours de I'expérience.

(a) Donner la loi de X.
(b) Montrer que E(X) < 400 et la calculer.

(¢) On prend une urne et, si X =n, on pose n + 1 boules numérotées de 0 a n dans I'urne. Donner la loi de Y ol YV est le
numéro de la boule tirée dans I'urne. Calculer ensuite |'espérance de Y ainsi que sa variance.

SOLUTION. —

(a) Déja, on peut dire que X prend ses valeurs dans NU {+oo}. Soit & > 0. Si on note (7});>1 la suite i.i.d. modélisant
Pexpérience, avec T; ~ B(p), on a, au niveau des événements,

X=k=Tu=0n | [@=0Dn O @=0
1<i<k+1 1< jAi<k+1

Au niveau des probabilités, ceci donne par indépendance et équidistribution :

P(X = k)= (k+1)p*(1-p)*
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Vérifions alors que (X = +00) est négligeable :

“+oo +oo p2

k=0 k=0 (1-(1-p)
I’avant-derniere égalité s’obtenant banalement par dérivation terme a terme de la somme géométrique Zz:og k=
72— sur I'intervalle ouvert de convergence ] — 1,1[.

(b) Le méme raisonnement de dérivation terme & terme s’applique. Ici, la somme est & termes positifs, donc on peut
I’écrire sans se soucier de la convergence de la série :

S 'S -~ 4 pP(1-p)2 1-p
E(X)=Y kP(X =k) =Y kk+1)p’(1-p)* =p’(1—=p) > (k+ k(1 —p)* " = S =2
k=0 k=0 k=1 (1-(1-p) p

(c¢) On raisonne conditionnellement aux événements (X = k). Pour tout k € N,ona V i U(J0; K]). Ainsi, X prend

ses valeurs dans N. De plus, si k < n, intersection (X = k)N (Y = n) est vide. Donc, pour tout n € N, par formule
des probabilités totales associée a la variable aléatoire X :

+oo
P(Y =n) =) Px—p(Y =n)P(X =k)
k=n

—+oo

1
= — (k4 1)p?(1 —p)*
;k+1( +1)p"(1—p)
“+oo
=p*(1—p)" Y _(1-pr™"
k=n
_pP-p"
1-(1-p)
=p(l—p)"
Autrement dit, Y + 1 ~ G(p).
322. RMS 2025 977 Mines Ponts P Sl ... ..o énoncé p. H2

+oo 4
(a) Soit S:t— » 2=Erdlin Déterminer le rayon de convergence et donner une expression de .
n=0 )

(b) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N de fonction génératrice Gx = AS. Déterminer \ et la loi de X.

(c) Calculer E(X) et V(X).

SOLUTION. —

(a) R = +oo d’apres la reégle de d’Alembert pour les séries entieres (par exemple). On décompose : n? +n + 1 =
n(n — 1) + 2n + 1, et alors, pour tout n > 2,

n+n+1 1 1 1
- 2 -
! =2 =1

En sommant les séries entieres, on obtient alors, pour tout ¢t € R :

S(t) = (t* + 2t + 1)et = (t+ 1)%e!

(b) On vérifie d’abord que les coefficients de la série entiére associée & AS soient positifs ou nuls. Il suffit donc que
A > 0. Ensuite, il faut que leur somme égale 1 : autrement dit, on doit avoir AS(1) = 1. Ainsi, d’aprés I'expression

précédente, on obtient A = -=. Alors, pour tout n € N, P(X =n) = Lnitntl

4e” T de n!

305



(¢) Puisque Gx = AS est de classe C* sur R, X admet un moment d’ordre 2, et on a

1
@(46 +4e) =2,

et V(X)=G%(1)+Gx(1) = Gx(1)2=A5"(1)+2-2= 1 (2e +8e +4e) —4 =12

E(X) =G (1) =5'(1) =

323. RMS 2025 978 Mines Ponts P Sl ... ... . énoncé p. 53
Soient n € N et p €]0, 1[. On considére une variable aléatoire X telle que X(Q2) C NetVk e NP(X =k) = a("zk)pk.

(a) Quelle est la valeur de a?

(b) Déterminer E(X) et V(X) si elles existent.

SOLUTION. —

(a) Nécessairement Y CP(X = k) = 1
Or 728 ("iF)pk = 35020 (Mph= = LM (p), ot f iz €] —1;1 [ 3050 2% = 12, et done f) : 2+ #

Ainsi, 3029 ("+k)pk = W’ et donc YN P(X =k) = 1= W donc a = (1 —p)ntl
b) De méme, pour tout t € |—1/p;1/p[, on a |pt| < 1 donc ”Jrk pFtk = —L_~ ce qui prouve que la série
(1—pt)n+
génératrice Gx de X a un rayon de convergence (supérieur ou) egal a 1/p donc strictement supérieur & 1, et donc
que X a des moments de tout ordre.
n+1

Et vt € } _1/p' l/p[ Gx ( ) - az (7L+k) Rk = 1= pt)n+1 = ((f:;)t))n+1'

Il vient G’ : t — (A Dp(=p)™ g E(X)=G(1) = (ntlp,

(I—pt)n+2 1-p
n n —p)ntt n n 2 n
Puis G% : ¢ (HDOEDEAID"T qone G (1) = CEROLI of V(X) = G% (1) + Gy (1) — Gy (1) = {tle
324. RMS 2025 979 Mines Ponts P Sl ... .. énoncé p. H3

Soit (Xj) une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de paramétre 2/3.
p
On pose Ak = (X2k_1X2k = O),Bp = n Ak Soit T = min {k‘ = 2,Xk_1 = Xk = 1} eNU {+OO}
k=1
+o0o
(a) Montrer que P ( N Ak> =0 et en déduire que P(T' e N) = 1.
k=1

(b) Etablir une relation de récurrence linéaire d'ordre deux vérifiée par (P(T = n)). Correction : d’ordre 3

(c) Calculer I'espérance de T.
SOLUTION. —

+oo —+oo n “+o0
(a) On peut écrire (| Ay = ( N Ak> et utiliser le théoréme de continuité décroissante pour obtenir P < N Ak) =

k=1 n=1
n
lim P Ay ).
”_FEOO (kol k)
Or pour tout n € N, les événements Ay,..., A, sont mutuellement indépendants grace au lemme des coalitions

(ils sont fonctions de groupes de variables disjoints) donc P < N Ak) =Tis  P(A) = (1 —4/9)" P 0 donc
k=1 n—+00o

(7100

+o0 too

Enfin T' = +o0 entraine [ Ay donc P(T = 400) <P ( N Ak> = 0, ce qui signifie que P(T = 4+00) = 0, autrement
k=1 k=

dit que T est finie presque stirement.
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(b) Soit n > 3. L’événement T = n s’écrit X,, =1NX,,1 =1NX,,_2=0NT >n—3, et T > n — 3 est fonction de
X1,...,X,_3 donc indépendant de X,,_o, X,,_1 et X,,.

Ainsi, P(T' = n) = P(X,, = )P(X—1 = DP(X,—2 = 0)P(T' > n — 3) = #£P(T > n — 3), ou encore P(T = n) =
n—3
(1= ZiSPT =h)).

De méme P(T' =n + 1) = £ (1— Z;gp(T:k)) et donc P(T =n+1) = P(T =n) = —AP(T =n — 2).

(c) Sous réserve d’existence, E(T) = Y./ P(T > n) = /% P(T > n—3) = 3.1 2T P(T = n). Cette derniére série
converge, d’ott I'existence de E(T), et finalement E(T) = 21 (1 — P(T'=2)) = 2 (1 - 3) = 12.
325. RMS 2025 980 Mines Ponts P SI ... ... énoncé p. 53
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(p) et G(q), ol p et g sont éléments de ]0,1[. On
pose U = %

(a) Donner la loi de U.

(b) Calculer I'espérance de U.

(¢) Sip=gq, montrer que E(U) > 1.
SOLUTION. —

(a) U peut prendre toutes les valeurs rationnelles strictement positives, autrement dit U(£2) = Q.

Pour r = £ € Q7 écrit sous forme irréductible (a et b premier entre eux), 'événement U = r s’écrit |J (X =

keN*
kanY = kb).
Par g-additivité, on a donc P(U = 7) = S/ P(X = kanY = kb) = 3272 P(X = ka)P(Y = kb) par indépendance
de X et Y.
Soit P(U = r) = 3,25 (1= p)*~'p(1 — q)* g = 242" L=0" (somme géométrique).

(b) 0 < U < X et X admet une espérance donc U également.
X et Y sont indépendantes donc X et 1/Y aussi, si bien que E(U) = E(X)E(1/Y). D’aprés le cours, E(X) = 1/p,
k
et par le théoreme de transfert E(1/Y) = Y72 1/k(1 — q)* g = 12 /% U525 = 14 (—In(1 — (1 - ¢))).

Finalement, E(U) = ;(’il_nq%.

(c) Sip=gq,alors E(U) = _11_nqq. Or pour tout € | =1; 400 [\{0}, In(1+2) < x. En particulier In(1—(1—¢)) < —(1—q)

soit —Ing > 1 —g¢, et donc E(U) = _1%‘1 > 1.

326. RMS 2025 981 Mines Ponts P ST . ... . énoncé p. 53
Soient X1, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de loi B(p). On note U la matrice ligne (X;---X,,) et M = UTU.

(a) Déterminer les lois de rg(M) et tr(M).
(b) Déterminer la probabilité que M soit une matrice de projecteur.

(c) Dans cette question, on prend n = 2. On note V' la matrice ligne (1 1) et X = VMVT. Déterminer I'espérance et la
variance de X.

SOLUTION. — cf RMS 2020 754 Mines-Ponts PSI

(a) Toutes les colonnes de M sont des multiples de U T donc M est de rang au plus 1. M est de rang 0 si et seulement
si M =0, soit Vi,j € [1; n],X;X; =0, ce qui équivaut a Vi € [1; n],X; =0 (si 'une des variables est non nulle,
son carré est non nul).

Ainsi par indépendance mutuelle des X;, P(rg(M) = 0) = [[\_, P(X; = 0) = (1 — p)", et donc P(rg(M) = 1) =
1-Plg(M)=0)=1—-(1-p)"
Par ailleurs tr(M) = > | X? =" | X; (une variable de Bernoulli est égale a son carré), donc tr(M) < B(n, p).

307



(b)

Si M est la matrice d’'un projecteur alors tr(M) = rg(M) donc tr(M) = 0 ou 1. Réciproquement si tr(M) =0 =
S X, alors Vi € [1;n],X; =0 donc M = 0 et M est bien la matrice d’'un projecteur. Et si tr(M) = 1 alors il
existe un unique k € [1; n] tel que Xj =1 (et les autres variables sont nulles) et donc M, de terme général X; X,
n'est autre que la matrice élémentaire Ej j (le coefficient [M], , vaut 1, tous les autre sont nuls), qui est bien la
matrice d’un projecteur.

Finalement la probabilité cherchée est donc P(tr(M) = 0 U tr(M) = 1) = Pr(M) = 0) + P(tr(M) = 1) =
(1—p)" +np(1 —p)n~L.

Effectuant le produit, on a X = X7 +2X1 Xy + X7 = X; + 2X; X5 + Xy. Par linéarité de I'espérance, E(X) =
E(X7) + 2E(X; X5) + E(X2) = 2p + 2p? (E(X1X2) = E(X1)E(X3) = p? par indépendance).

Ensuite X2 = X? +4X2X7 + X3 +4X2Xo +4X1 X3 +2X1 Xy = X1 + 14X, Xp + X5 done E(X?) = 2p + 14p?, et
donc V(X) = E(X?) — E(X)? = 2p + 10p? — 8p> — 4p™.

327. RMS 2025 982 Mines Ponts P Sl . ... . e e énoncé p. 53
Soient a,b > 0,X,Y,Z des variables aléatoires indépendantes telles que X ~ P(a), Y ~ P(b),P(Z = 1) = 1—p et

P(Z = —1) = p. Quelle est la probabilité que la matrice A = (

X

Y
o . 3
V7 X ) soit diagonalisable 7

SOLUTION. — cf RMS 2023 747 Mines-Ponts PSI

Si Z =1 alors A est symétrique réelle donc diagonalisable dans My (R) d’apreés le théoréme spectral.

Si Z = —1, alors pour tout A € C,on a xa(A) = (A= X)?+Y2=(A—-X —iY)(A - X +iY).

SiY =0, A est diagonale donc diagonalisable, et sinon A posséde deux valeurs propres complexes distinctes non
réelles donc est diagonalisable dans M3 (C) mais pas dans Ms(R).

Ainsi A est toujours diagonalisable dans Ms(C), et est diagonalisable dans My (R) si et seulement si Z =1 ou (Z = —1
et Y = 0), événement de probabilité¢ P(Z =1)+P(Z = —1)P(Y =0) =1 — p+ pe°.

328. RMS 2025 983 Mines Ponts P ST . ... . e énoncé p. 53
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur {—1,1}. On définit (S,,), > 0 par Sop = 0 et
VneN* S, =851+ X,.

(a)
(b)

Déterminer la loi de S”;”. En déduire E(S,,) et V(S,,).
On pose A4, = |S,|.

i. Déterminer A,,(Q).

ii. Pour tout n € N, établir : E(A,41) = E(A,) +P(S, =0).
Ind. Exprimer E(A,, 1) et appliquer la formule des probabilités totales a X, 1.

n—1
iii. En déduire pour tout n € N* : E(Ay,) = E(Ag,—1) = > (2kk) (%)k
SOLUTION. —
(a) Sp =3 p_y Xk donc S";” =3, #

(b)

Xe+1
2

tant que somme, on a % — B(n,1/2).

On en tire E (£242) = 2 = w donc E(S,,) =0, et V (2t2) = 2 = % donc V(S,,) = n.

Les variables suivent des lois de Bernoulli de parameétre 1/2, restent indépendantes mutuellement donc en

i. S,(Q)={2k—n,k€[0;n]} donc A,(Q) = {|2k — n|,k € [0; n]}.
Précisément, si n est pair alors A, (2) = {n — 2k, k € [0; n/2]}.
Et si n est impair, alors A,,(Q) = {n — 2k, k € [0; (n —1)/2]}.
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ii. Soit n € N.
Le théoreme de transfert assure que

E(An1) = S ito 12k —n — 1| P(Spyq = 2k —n — 1)
ZZZI(H% n =1 (P(Xps1 = DPx, ;=1 (Sp41 =2k —n — 1)
+ ]P)(XnJrl —1)]PXH+1:,1(S”+1 =2k—n— 1))
= S0t 12k —n — 1] (3P(Sn _2k—n—2)—|—1}P’(S =2k —n))
:22”+1|2k—n—1|P(S =2%k—n—2)+1 z”“pk—n—up( =2k —n)
z"+1|2k n—1|P(S, _2k;—n—2)+ S |2k —n — 1| P(S,, = 2k — n)
= Zk 0|2k +1—n|P(S, =2k —n)+ 3 Zk ol2k —n —1|P(S, =2k —n)

e Sin est pair, on a

Sy 12k 41— n|P(S, = 2k —n) = X027 (n — 2k — 1)P(S,, = 2k — n)
+> e ny2(2k +1—=n)P(S, =2k —n)
= 02 — 2k)P(Sy, = 2k — n) — 32T P(S, = 2k —n)
+ 2 ny2(2k = n)P(S, =2k —n) + S n/2 P(S,, =2k —n)
= B(|Sn]) = Sp5  P(Sh = 2k — n) + 34, o P(Sh = 2k —n)

Et de méme Y ,_, |2k — n — 1| P(S,, = 2k—n) = E(|S, |)+Z"/2 P(S, = 2k—n)—zzzn/2+1 P(S,, = 2k—n).
Donc en faisant la demi-somme de ces deux termes, E(A,11) = E(4,) + 3P(S, = 0) + 2 P(S, = 0) =
E(4,) + P(S, = 0).

e Sin est impair, on a

S o 12k 41— n|P(S, =2k —n) = ;”;)U/Q(n — 2k — 1)P(S,, = 2k — n)
2 h(np1)2(2k + 1= n)P(S, =2k —n)
= ,g’;g””( 2k)]P’(Sn =2k —n)— ,g” N2p (s = 2I<:—n)
=E(|S, |) (n 1)/2 (S =2k—n)+> ,_ (n41)/2 (Snzgk_n)

Et de méme

S 12k —n — 1| P(S, = 2k —n) = S\ V2 (n — 2k + 1DP(S,, = 2k — n)
T2 ke (ny1)2(2k = 1= n)P(S, = 2k —n)
= S0P (0 - 2K)P(S, = 2k —n) + VP P(S, = 2k — n)
"‘ZZ (n+1)/2(2k n)P(S, =2k —n) — Zk (n+1)/2 P(S, =2k —n)
n— 1 2
= E(ISu]) + 40P P(S, = 2k — n) — Y4 a1 2 P(Sn = 2k — 1)
Donc en faisant la demi-somme de ces deux termes, E(4,,+1) = E(A,) = E(4,,) + P(S, =0). En effet S,
a méme parité que n donc si n est impair, alors P(S,, = 0) = 0.
iii. En particulier, pour tout n € N*, on a donc E(As,) = E(Asp—1) + P(S2p,—1 = 0) = E(A2p—1).

Et par une récurrence élémentaire, E(As,) = E(Ao) +Z2" "P(S, = 0) = Z;é P(Sa, = 0) (les termes impairs
sont nuls).

Enfin P(Sg; =0) = P(w =k)= (Zkk) (%)zk, on obtient donc E(Asg,) = E(A4g,—1) = ZZ;& (Qkk) (i)k
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