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LOGIQUE & CALCUL

ous I’évoquions déja il y a
deux mois dans cette rubrique, dans un article
au sujet du «cinquieme castor affairé»: nous
vivons actuellement un tournant dans la pra-
tique de la recherche en mathématiques. Le
projet dont nous allons parler ici confirme
l'idée que, de plus en plus souvent, un travail
collectif de grande envergure utilisant des
outils numériques doit étre envisagé. Lancé le
25 septembre 2024 a linitiative de Terence
Tao, lauréat de la médaille Fields en 2006, le
projet des théories équationnelles (Equational
theories project) a pour objet la recherche sys-
tématique de relations entre des équations
rencontrées en algebre. Comme dans le projet
autour du «castor affairé», les personnes impli-
quées dans ce travail sont nombreuses, et
réparties aux quatre coins du globe. Elles ont
largement exploité des outils numériques pour
faciliter leur collaboration, mais aussi au cceur
méme de leur travail mathématique avec des
démonstrateurs automatiques de théoremes et
des logiciels vérificateurs de démonstrations.
Grace a cette approche, les objectifs fixés par
Terence Tao ont été atteints en quelques mois.

Un magma est la plus simple des structures
algébriques, car il s’agit simplement d’un
ensemble d’objets mathématiques muni d’une
loi de composition interne: un ensemble non
vide M muni d’une opération ¢ est un magma
si et seulement si, pour tous éléments x et y
dans M, x « y est également élément de M. Si
’on exige de plus que la loi « vérifie un certain

PLONGEE
DANS LES
MAGMAS

Les magmas sont les structures algébriques les plus
simples. Pourtant, 'étude des relations entre

les équations qu’ils vérifient est un immense défi
qui se révele mathématiquement fécond.

nombre de relations, on obtient des structures
plus riches, par exemple celle de groupe.

MAGMAS ET LOI

Un magma M muni de la loi de composi-
tion ¢ est un groupe si et seulement si cette
loi ¢ est associative (autrement dit si
(xey) ez=x+(yez), pour tous x, y et 2
dans M), s’il existe un élément neutre e pour
la loi ¢ (c’est-a-dire s’il existe un élément e
de M tel que, pour tout x dans M, esx=x+e=x)
et s’il existe un inverse au sens de la loi « pour
tout élément de M (i.e. si, pour tout élément x
de M, il existe un élément y de M tel que
xey=yex=e). Un groupe est dit «commuta-
tif> si, de plus, laloi ¢ est commutative (c’est-
a-dire si, pour tous éléments x et y de M,
xey=yex).Onvérifie, par exemple, que ’en-
semble des entiers relatifs muni de ’opéra-
tion d’addition est un groupe commutatif, car
pour tous entiers relatifs x, y et 2, on a bien
x+y qui est un entier relatif (donc 'opération
d’addition est une loi de composition
interne) ; (x+y) +z= x+ (y+z) (donc la loi +
est associative) ; x+0=0+x=x (donc ’entier 0
est neutre au sens de la loi +);
x+(-x)=(-x)+x=0 (tout entier relatif a un
inverse au sens de laloi +) ; et, enfin, x+y=y+x
(donc la loi + est commutative).

On peut cependant exiger de la loi ¢ d’un
magma qu’elle vérifie bien d’autres équations,
ce qui définit d’autres structures algébriques.
Selon leur intérét, ces équations sont étudiées
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Xey=ye+x (43)

‘ Xe(yez)=(xey)e+z (4512)
&

Xe(ysz)=(x+y)ew (4513)

X=(xe+x)ex (23)

X=X+ (xex) (8)

7~

X=Xe¢X (3)
Xe(yez)=(Wey)e+z (4564)

Xey=(yey)sx (387) \&

-~ XeX=YyeXx (39)

X+ (y+2z)=(x+w)eu (4522) Xey=2zsy (45)

Xe(ye+z)=(weu)ez (4579)

L 4
Xex=x+y (38)

Xey=Xxez (42)

x.(y.z):(w.u)ov (4582)

Xex=yey (40)

XeX=Yyez (41)

X.y:z.w(46) X=(Y°X)‘(X‘Z) (168)

Le projet des théories équationnelles a pour but d'étudier,

de maniere systématique, les relations d'implications entre
équations vérifiées par les magmas. On représente ci-dessus
un morceau du grand graphe synthétisant ces implications,
pour des équations ne faisant intervenir que quatre fois

ou moins I'opérateur ¢ d'un magma. A chaque fois qu'un arc
relie une équation (A) a une équation (B), cela signifie que
I'équation la plus basse dans le graphe implique la plus haute,
mais que l'implication inverse est fausse: un magma dont
tous les éléments vérifient I'équation la plus basse est tel que
tous ses éléments vérifient aussi I'équation la plus haute,

mais pas réciproquement. Les équations placées dans un méme
bloc sont équivalentes: elles s'impliquent mutuellement.
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MAGMAS ET EQUATIONS

Le projet des théories équationnelles (Equational theories
project), lancé a l'initiative du mathématicien Terence Tao,
recherche les relations entre équations définies sur des magmas,
la structure algébrique la plus élémentaire.

Un magma est un ensemble M ayant au moins un élément,
qu’'on munit d'une loi de composition interne qu'on notera o
dans le cas général. Les éléments d'un magma (M, ¢) peuvent
vérifier ou non certaines équations, comme la commutativité
(pour tous les éléments x et y de M, x ¢y = y ¢ X) ou l'associativité
(pour tous les éléments x, yetzde M, (xoy) 0 Z2=Xx o (y ¢ 2)).
Bien sir les ensembles usuels de nombres munis des opérations
classiques d'addition ou de multiplication vérifient la
commutativité et 'associativité. Mais bien d'autres structures
algébriques sont étudiées en mathématiques et bien d'autres
équations reliant leurs éléments sont envisagées. Un exemple
particuliérement simple est donné par le magma défini

par Uensemble a trois éléments {0, 1, 2} et dont l'opération ¢

est fixée par la table ci-dessous.

0 0 0
1 1 1
2 2 2

On constate en lisant cette table que, pour tous éléments x et y
de ce magma, on a l'égalité x = x ¢ y. On dit que ce magma

« vérifie l'équation x = x ¢ y ». Dans le projet des théories
équationnelles, cette équation est appelée « équation n° 4 ».
Ce projet concerne les relations d'implication entre équations
sur les magmas. On dit qu'une équation (A) implique une
équation (B) si tous les magmas qui vérifient (A) vérifient
également (B). Par exemple, on démontre que l'équation n° 4
implique l'équation x = (x ¢ y) ¢ X, numérotée 25 dans le projet.
En revanche, 'équation n° 4 n'implique pas l'équation n° 28,
x=(yex) ex

avec plus ou moins de soin, depuis longtemps.
Cela constitue la théorie des magmas, ou
algebre générale.

L’équation x=xex, qu'on appellera équa-
tion (a), peut surprendre, mais elle est vraie si
’on prend pour ensemble d’objets les nombres
réels, M=R, et que x+y désigne le plus grand des
deux nombres x ou y, noté max(x, y) - car, bien
sQr, pour tout nombre réel x, max(x, x) =x. On
dit que le magma défini par M=R et =max véri-
fie Péquation (a). Cest également vrai de beau-
coup d’autres ensembles de nombres munis de
P’opération max. Mais il y a des magmas tres dif-
férents vérifiant aussi I’équation (a)! Par
exemple, les entiers positifs non nuls munis de
l'opération ¢=ppcm (qui désigne le plus petit
multiple commun de deux nombres), ou encore
P’ensemble des sous-ensembles d’'un ensemble A,
noté P(A), muni de Popération intersec-
tion (¢=N) ou de Popération réunion (+=U).

L’équation x=xe (x+x), quon appellera
équation (b), est plus rarement envisagée.
Pourtant, elle est vérifiée par tous les magmas
(M, #) qui vérifient (a), car, si pour tout
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élément x de D’ensemble M, x=xex,
alors xex=x+ (xex), donc x=x+ (xex), ce qui
donne bien I’équation (b). Tout magma qui
vérifie (a) vérifie donc aussi (b) : on dit que (a)
implique (b), et on note (a) = (b).

L’inverse est-il vrai: est-ce que (b) = (a)?
La réponse est non. Considérons en effet le
magma défini par "ensemble des entiers rela-
tifs Z muni de opération de soustraction:
pour tous entiers relatifs x et y, xey=x-y. Ce
magma vérifie I’équation (b), car, pour tout
entier relatif x, x+ (xex)=x-(x-x)=x.
L’équation (a), en revanche, n’est pas valable
pour tous les entiers relatifs (elle n’est d’ail-
leurs vérifiée que pour x=0). Puisqu’il existe
au moins un magma, vérifiant I’équation (b)
mais pas I’équation (a), cela signifie que (b)
n’implique pas (a).

TITANESQUE

On peut envisager une infinité d’équations
comme (a) et (b), tres différentes les unes des
autres. Connaitre les relations entre ces équa-
tions - autrement dit, savoir lesquelles
impliquent ou non lesquelles - est donc un
immense projet: c’est précisément celui des
théories équationnelles. L’objectif est d’obtenir
un grand schéma synthétisant toutes les impli-
cations vraies. Bien sir, 'infinité d’équations
possibles complique la tache et risque méme
de la rendre impossible. Sans compter que des
résultats d’indécidabilité algorithmique,
démontrés en 1967 par Peter Perkins, éta-
blissent qu’il n’existe pas de méthode algorith-
mique permettant de traiter toutes les
implications de maniere systématique. Le pro-
jet S’est donc limité a certaines équations, entre
lesquelles les chercheurs ont tenté de lister
exhaustivement les implications vraies.

Méme en se limitant a certaines équations,
la tache reste le plus souvent titanesque. Pour
en saisir 'ampleur, on peut calculer le nombre
de magmas définissables a partir d’un
ensemble M a n éléments - autrement dit, le
nombre de lois de compositions qu’on peut
définir sur un tel ensemble. Chacun de ces
magmas est un potentiel contre-exemple a une
implication. Pour construire une loi de compo-
sition sur M, il faut attribuer, a chaque paire
d’éléments de M, un autre élément de M (qui
sera le résultat obtenu quand on applique la loi
aux deux premiers). Il y a donc exactement
n" lois de composition sur M, donc n" magmas
sur M. Pour n=2, ce sont donc 16 magmas pos-
sibles; pour n=3, 19683 magmas; pour n=4 ce
sont 4294967296 magmas; ou encore
298023223876953125 magmas pour n=5 et
1,031x10% magmas pour n==6.

Pour prendre la mesure de la difficulté du
projet, on peut aussi se pencher sur certains
cas particuliers d’apparence assez simple.
Considérons I’équation (xex) ¢y=yex, que



nous nommerons équation (c), et ’équa-
tion xey=yex, que nous nommerons équa-
tion (d). Nous allons démontrer que
(¢)=(d), puis que l'implication réciproque
est fausse.

Supposons donc qu’un magma (M, +) véri-
fie (c), et essayons de montrer qu’il vérifie
aussi (d). En utilisant deux fois 1’équa-
tion (c), on obtient que, pour tous les é1é-
ments x et y de M, (xox) ¢ (xex)=(xox) ox=
x+x. En réinjectant ce résultat dans I’équa-
tion (c), on obtient & présent que (xex) ¢y=
((xex)*(xox))ey=ye+ (xex). Cela signifie
que (x+x) commute avec tout y. En utilisant
de nouveau I’équation (c) deux fois d’affilée,
on obtient ’équation (x+x) ¢ (yey) =(yey) ¢
x=x+y, qUon nommera (e). En utilisant le
fait que (xx) commute avec tout élément
de M, puis en appliquant de nouveau deux fois
I’équation (c), on obtient que (x+x) ¢ (y+y) =
(pey)+ (xex)=(xex) ¢y=y+x, ce qUon nom-
mera 1’équation (f). De (e) et (f), on tire
enfin (d):xey=yex.

On a donc bien l'implication (¢)= (d).
Contredire 'implication réciproque est plus
facile, puisqu’on dispose d’un contre-exemple
simple: le magma des entiers naturels munis
de I’addition vérifie (d), mais pas (c).

Notons que, lorsqu’on dit que «I’équa-
tion xey=yex est vérifiée par un magma (M, +) »,
cela signifie: «Pour tout couple d’éléments x et y
de M, on a I’égalité x+y=y+x.» De méme, quand
on écrit que «(A) = (B)», ou (A) et (B) sont
deux équations, cela signifie que «pour tous les
magmas, si 'équation (A) est vérifiée alors

I’équation (B) est elle aussi vérifiée». Dans la
suite de ce texte, nous adopterons donc une
convention usuelle en logique: en 'absence de
précision, dire «’affirmation P est vraie» signi-
fiera que «pour tous les éléments X, Y, etc.,
P(X,Y,...) est vraie». Cela permet d’alléger les
notations, et témoigne du fait que, fondamen-
talement, les objets étudiés ici sont bien les rela-
tions entre équations, et non les propriétés des
¢éléments d’'un magma en particulier. Ainsi, on
écrira simplement «x=(pex) ¢ ((xe2) ¢2) =>
x=y», et non «dans tous les magmas (M, ), si
pour tous les éléments x, y et 2 de M on a 'égalité
x=(yox) ¢ ((xe2)+2), alors on a aussi I’éga-
lité x=2 pour tous les éléments x et z de M.»

THEORIES EQUATIONNELLES

Une premiere partie du projet des théories
équationnelles a consisté a envisager les
4694 équations n’utilisant que quatre fois ou
moins 'opérateur + (voir Pencadré 1). Il y a
4694x4693=22028942 questions du type
«est-ce que (A) = (B)?», ou (A) et (B) sont
des équations de ce type. L’étude systématique
de ces équations recele un certain nombre de
subtilités, qui illustrent clairement I'intérét
mathématique du projet.

La premiere chose a remarquer est que
certaines implications d’apparence assez
simple sont d’une grande difficulté a démon-
trer. L’exemple le plus remarquable est sans
doute celui que le mathématicien polonais
Andrzej Kisielewicz a découvert en 1997:
x=(pex) e+ ((x*z) ¢2) >x=y. Les démonstra-
teurs automatiques parviennent a prouver

EQUATIONS REMARQUABLES

Parmi toutes les équations soigneusement étudiées dans le projet, certaines jouent des réles

tres particuliers ou possédent des propriétés remarquables.

L'équation (1) : x = x. Elle est aussi appelée
« équation triviale », et est vérifiée par
tout magma. Elle est impliquée par toute
autre équation. Dans le graphe
synthétisant les relations entre équations,
elle est donc située tout en haut (voir

le diagramme page 73).

L'équation (2) : x = y. Elle signifie que
deux éléments quelconques d'un magma
qui la vérifie sont égaux, autrement dit
quiln'y a qu'un seul élément dans

le magma. Elle implique toutes les autres
équations : elle est donc située tout en bas
du graphe des implications.

L'équation (46) : x ¢ y = z ¢ w. Aussi
appelée « loi constante », elle signifie
que le résultat de U'opération ¢ entre
deux éléments quelconques d'un magma
qui la vérifie est toujours le méme
élément — autrement dit, que la table

de l'opération ¢ ne comporte qu'un seul
élément. Elle est équivalente a 417 autres
équations du projet, dont par exemple
l'équation (3361): (x e ) =y & (V o (z & W)).

Les deux équations (65),

x =y ¢ (x o (y  x)), aussi appelée (Asterix),
et (1491), x = (y ¢ x) & (v & (7 X)), aussi
appelée (Obelix). Elles constituent

la plus délicate et intéressante des paires
d’'équations étudiées dans le cadre

du projet. Elles sont équivalentes si l'on
ne considére que les magmas finis,

mais ne le sont pas dans le cas général.
Autrement dit, il existe des contre-
exemples infinis ou (Asterix) est vraie
mais pas (Obelix) et réciproquement,

en revanche, il n'existe aucun
contre-exemple fini a ces implications.

L'équation (168) : x = (y ¢ x) ¢ (x ¢ 2).

C'est une loi étonnante, qui a la propriété
que tout magma fini qui la vérifie
comporte un nombre d'éléments qui est
un carré parfait (comme 1, 4, 9, 16, 25...).
Elle a été étudiée en 1967 par Trevor
Evans, de l'université Emory, a Atlanta,
aux Etats-Unis, puis en 1970 par

le célébre informaticien Donald Knuth.

L'équation (543) :x=y ¢ (z e (x & (V & 2))).
Elle est appelée « axiome d'Alfred Tarski ».
Ce logicien et philosophe polonais

a démontré en 1938 qu'un magma (M, ¢)
vérifie cette équation si et seulement

si on peut munir M d'une structure

de groupe commutatif telle que, pour tous
élémentsxetyde M, x ¢ y=x+y, ou + est
la loi du groupe et ou y’ désigne l'opposé
de y au sens de cette loi +. Cet axiome
caractérise donc, en une seule équation,
la structure de groupe commutatif.
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cette implication, mais elle s’est révélée parti-
culierement résistante aux assauts humains.

11 faut aussi noter une autre subtilité, assez
étonnante. Etablir I'implication (A)=> (B)
entre deux équations (A) et (B) peut, a priori,
vouloir dire deux choses différentes. Plus haut,
on a défini cette implication comme signifiant:
«Tout magma qui vérifie (A) vérifie aussi (B).»
Mais en pratique, on utilise cette affirmation
comme signifiant: «En partant de I’équa-
tion (A) et en opérant des substitutions et des
changements de variables dans les expressions
en jeu, on obtient Péquation (B).» C’est, par
exemple, ce qu’on a fait précédemment pour
démontrer que (c) = (d). Heureusement, le
«théoréme de complétude de Birkhoff»,
démontré en 1935, assure que ces deux inter-
prétations sont équivalentes. Ce beau résultat
établit I’équivalence entre une notion syn-
taxique — celle qui utilise les jeux d’écriture — et
une notion sémantique - celle qui traite des
magmas. Notons qu’il s’agit bien d’un «théo-
reme de complétude», comme il en existe un
grand nombre en logique mathématique.

En lien avec cette subtilité, un autre constat
essentiel a conduit a reformuler le projet des
théories équationnelles. Se contenter de recher-
cher les implications (A) = (B) vraies pour
tous les magmas finis, ce que nous noterons
(A)=>(B), nest pas équivalent a rechercher
les implications vraies pour tous les magmas.
Autrement dit, il existe des implications vraies

SUR LE WEB

Présentation du projet

des théories équationnelles
par Terence Tao:
https://terrytao.wordpress.
com/2024/10/12/the-
equational-theories-
project-a-brief-tour

Le site regroupant
l'ensemble

des informations

sur le projet :
https://github.com/teorth/
equational_theories

INFORMATIQUE ET NOUVELLES MATHEMATIQUE

Le projet des théories équationnelles
est symptomatique d'un changement
de moeeurs dans la pratique de la
recherche mathématique,

en particulier concernant le réle

de linformatique.

Les logiciels de démonstration
automatique de théorémes, capables
de démontrer des résultats de
maniére complétement autonome,
ont joué un réle important dans

le projet. Plusieurs de ces outils ont
été utilisés, notamment le logiciel
Vampire, développé par

le département d'informatique

de l'université de Manchester.
Cependant les deux principaux
outils informatiques ayant contribué
au succes de l'entreprise sont

le logiciel Lean et le site GitHub.
Développé a partir de 2013, Lean est
un langage de programmation et un
assistant de preuve : on peut écrire
des démonstrations en Lean, et le
logiciel vérifie rigoureusement leur
validité. Cela assure le caractére
correct des démonstrations avec un
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fort niveau de confiance, puisqu'une
erreur d'un tel logiciel est hautement
improbable. C'est lui qui a été choisi
comme langage pour formaliser

et vérifier toutes les démonstrations
du projet des théories équationnelles.
Cette centralisation assure, avec

un trés haut niveau de confiance,
qu'aucune erreur n'est présente dans
les résultats de ce projet titanesque.
D'un point de vue pratique, le projet
a été organisé et coordonné avec la
plateforme de développement logiciel
GitHub. Elle permet aux développeurs
informatiques de créer, stocker,
gérer et organiser leurs travaux.
Basée en Californie, aux Etats-Unis,
elle est aujourd'hui une filiale de
Microsoft. Elle est utilisée par plus
100 millions de développeurs et
constitue le plus grand hébergeur

de code source du monde.

pour tous les magmas finis, mais pour les-
quelles il existe un contre-exemple infini (un
magma infini ne vérifiant pas l'implication).

Un contre-exemple particulierement inté-
ressant a d’ailleurs été mis en évidence dans le
projet. Il concerne les deux équations assez
simples (dont je soupgonne que les noms aient
été proposés par des chercheurs frangais) :

(Asterix) x=y+ (x* (y*x))

(Obelix) x=(yex) ¢ (yo (yox))

L’équation Asterix) n’implique pas ’équa-
tion (Obelix), mais les seuls magmas contre-
exemples possedent tous une infinité
d’éléments. Le méme constat est vrai pour
I’implication réciproque. On a donc
(Asterix) =;(Obelix) et (Obelix) = (Asterix),
pourtant on n’a aucune implication = entre
ces deux équations.

Cette remarque stipulant qu’il faut distin-
guer = et = a eu pour conséquence un dédou-
blement du projet initial: il s’agit maintenant
de répondre aux 22 millions de questions por-
tant sur des implications = et aux 22 millions
de questions portant sur des implications =.
Notons qu’il n’y a pas de théoréme de complé-
tude connu pour =: on ne connait pas de défi-
nition purement syntaxique qui permette de
caractériser la relation (A) =;(B).

OUTILS NUMERIQUES

Le projet des théories équationnelles a réuni
un tres grand nombre de personnes a travers
le monde - des spécialistes de mathématiques
ou d’informatique, amateurs ou profession-
nels, et notamment de nombreux étudiants et
étudiantes — a qui 'on a demandé de commu-
niquer leurs découvertes. Pour éviter les redon-
dances et surtout vérifier ’ensemble des
résultats, ces démonstrations ont été regrou-
pées, classées et simplifiées sur un méme site
internet. Pour ce faire, il a été demandé aux
participants de rédiger leurs démonstrations
de sorte qu’elles soient vérifiables par ’assis-
tant de preuve Lean (voir Pencadré 3).

Pour faciliter Pexploitation des tres nom-
breux résultats, divers outils ont été congus,
notamment pour permettre de dessiner des
parties du grand réseau d’implications
démontrées, ou de rechercher systématique-
ment des contre-exemples en explorant les
petits magmas. Tous ces programmes sont
regroupés sur le site du projet en utilisant le
gestionnaire GitHub, bien connu des déve-
loppeurs de logiciels.

Terence Tao, a I'initiative du projet, com-
mente: «Sur le plan scientifique, nous avons
identifié de nouvelles techniques et construc-
tions pour montrer qu’une théorie équation-
nelle donnée n’en implique pas une autre, et
nous avons également découvert des structures
algébriques exotiques, telles que la paire d’équa-
tions “Asterix” et “Obelix”, qui présentent des



UNE LONGUE CHAINE D'IMPLICATIONS

Parmi les chaines d'implications les plus spectaculaires découvertes dans
le cadre du projet des théories équationnelles, il y a celle-ci :

[x=yl=>x=yexl=>x=(ye(xex)ez) exl>[x=(yo(ze (Wex))ex]=>
x=(yo(zex) exI=>[x=(yoex)e(zex) ex]=>[x=(yex) e x]=>
x=(yo(zex) e x)ox]l=>[x=((y o x) ox) o X]> [x=x o x] >
[xey=(xex)e(yoeyl=[xey=(xex)eyl=>[xex=(xex)exI=>
[xex=((xex)ex) ox]1=>[x=x]

Notons que, dans cette chaine, chaque implication (A) = (B) de la chaine

signifie que (A) implique (B) mais que, réciproquement, (B) n'implique pas (A) !

caractéristiques intéressantes, et qui n’auraient
probablement pas été repérées sans la recherche
systématique conduite par le projet.» Le cher-
cheur confesse cependant qu’il s’attendait que
Pintelligence artificielle générative, qui fait tant
parler d’elle aujourd’hui, jouerait un rdle plus
important dans le projet: «La seule chose que
jattendais et qui ne s’est pas encore produite,
c’est une contribution significative des nou-
veaux outils d’TA. Ces outils ont été utilisés de
plusieurs facons, mais de maniere assez secon-
daire dans le projet. L’outil GitHub Copilot a
accéléré I’écriture de certaines démonstrations
Lean. Le plan général synthétisant les résultats
(Blueprint) est basé sur LaTeX et a bénéficié
d’autres logiciels. Plusieurs de nos outils de
visualisation ont été largement coécrits a 'aide
des grands modeles de langage (LLM) tels que
le logiciel Claude. Cependant, pour la tache
principale de résolution des implications, les
bons vieux démonstrateurs de théoremes auto-
matisés se sont jusqu’a présent révélés supé-
rieurs aux LLM.»

Le graphe synthétisant toutes les implica-
tions entre équations a 4 symboles ¢ ou moins
est désormais connu a 100%:

- 10657 implications ont été démontrées
explicitement et sont disponibles dans le for-
malisme de Lean;

- 8167622 implications sont déduites des
précédentes par transitivité: si (A) = (B)
et (B)=(C), alors (A)=(C);

- 586925 implications fausses ont été
contredites a 'aide de contre-exemples;

- 13268432 implications ont été contre-
dites a partir des précédentes en utilisant le
raisonnement suivant: si 1’implica-
tion (A)= (B) est fausse et que 'implica-
tion (A) = (C) est vraie, alors 'implica-
tion (C)= (B) est fausse. En effet, un
contre-exemple pour 'implication (A) = (B)
est un magma pour lequel (A) est vérifiée
mais pas (B). Donc si I'implication (A) = (C)
est vraie, ce méme contre-exemple sera un
magma pour lequel (C) est vérifiée, mais
pas (B).

11 ne reste donc aucune implication au sta-
tut indéterminé.

Pour le graphe des implications =, concer-
nant les magmas finis, il reste deux implica-
tions au statut indéterminé, pour lesquelles il
n’y a pas de conjecture claire.

Ces résultats permettent de regrouper les
équations en classes d’équivalences: des
ensembles d’équations qui s’impliquent toutes
mutuellement, dans un sens et dans 'autre. Il
y a 1415 classes d’équivalence pour = et
1370 pour =

REFUTATIONS

11 existe des méthodes puissantes permet-
tant d’obtenir rapidement un grand nombre de
réfutations. Par exemple, on a démontré que si
les deux membres d’'une équation (A) utilisent
le méme nombre de fois le symbole de ’'opéra-
tion et que ce n’est pas le cas pour I’équa-
tion (B), alors il est impossible que (A) = (B).
Une autre méthode de réfutation repose sur le
fait que les magmas comportant quatre élé-
ments ou moins peuvent étre facilement énu-
mérés, et qu’il est rapide de savoir si un tel
magma vérifie ou non une équation donnée.
Cela fournit tres rapidement une multitude de
magmas vérifiant une équation (A) et sans véri-
fier une équation (B), contredisant 'implica-
tion (A)= (B). En ne considérant que les
magmas ayant quatre éléments ou moins,
13632566 équations ont ainsi été réfutées, soit
96,3% du total des implications réfutées!
Notons d’ailleurs que seuls 524 magmas diffé-
rents sont vraiment nécessaires pour 'ensemble
de ces réfutations.

Ce magnifique travail collectif se poursui-
vra sans doute par ’exploration, au moins par-
tielle, des équations utilisant cinq fois ou
moins opérateur o, puis celle des équations
Putilisant six fois ou moins, etc. Mais surtout,
il s’ajoute a la liste des succes d’une nouvelle
maniere de pratiquer les mathématiques, plus
collaborative et exploitant de maniere centrale
les outils informatiques. Cette approche est
particulierement efficace pour aborder cer-
taines questions de maniére systématique,
comme c’est le cas ici et comme le succes
autour du «cinquieme castor affairé» ’avait
déja démontré. m
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